Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


r 

JK*^  "                       '  -ù^'  ■  - 

la^BTIRVV^fffiKlHH 

'^40: J  i  ■   I 

'^yk^^                *  ■ 

.. ....  ...^ 

BULLETIN 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


ASTRONOMIQUES. 


■  ■     ■    ..î    ' 


t   ■ 


■.  ■*    '.V 


■    l 


\  ■ 


%\ 


BULLETIN 


DC8 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


ET 


ASTRONOMIQUES. 


'    •  .   .  -.   ..«^-  ■ 


COMMISSION  DES  HAUTES  ÉTUDES. 


MM.  CIIASLES,  président. 
BERTRAND. 
IIERMITE. 
SERRET. 
PUISEUX,  secrétaire. 


AVIS. 

Toutes  les  communicatiuns  doivent  ôtre  adressées  à  M.  /.  HoUriy  Secrétaire 
de  la  rédaction,  Professeur  de  Mathématiques  pures  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Bordeaux,  cours  d* Aquitaine,  06. 


4Mt  PÂftia    —  mPRIMBRIE  DB  GACTHIEB-VILLARS,   QCAI  DES  AUtiUSTIIVS,   SS. 


BIBLIOTHÈQUE  DE  L'ÉCOLE  DES  HAUTES  ÉTUDES, 

PVBLlâB  sons  LES  AVSnCES  DU  HINISTÉnE  DE  L'iKSTRUCTION  PCBLIQDB. 


BULLETIN 

SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ASTRONOMIQUES, 

RÉDIGÉ  PAR  MM.  G.  DARBOUX,  J.  HOÛEL  ET  TANNERY. 


HM.  ANDRÉ,  BATTACUNI,  BBLTRAMI,  BOUGaIeF,  BKOCARD,  LAISATfT,  LAMPE, 
LESPIAULT,  POTOCKI,  RADAU,  RAYET,  WEYR,  ETC., 


DEUXIÈME  SÉRIE. 
TOME  IL  —  AHRÊE  1878. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


PARIS. 


GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU    BOKKAU   DES   LONQITUDBS,    DE    L'ÉCOLE    POLÏTECIINIQUE 

SCCCESSEUR  DE  MALLET-BACUELIEB, 

Quai  des  Aujjuilini,  bb. 

1878 


} 


>  ■ 


> 


•  • 


•  • 


I 

•  •• 


•         *        • 


BULLETIN 


DES  •••     • 


•  _  -  • 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


ET 


ASTRONOMIQUES. 


PREMIÈRE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

CINQ  THÈSES,  publiées  et  soutenues  a  l'Univeesité  impériale  de  Hel- 
siNGFORS,  par  les  Candidats  pour  la  chaire  vacante  de  Mathématiques. 

I.  Falk  (M.). —  Bearbetning  af  nagra  teorier  angaende  differentialeqvationer.  67  p. 

in-8<*.  Helsingfors,  1876. 

L'objet  principal  de  cet  Ouvrage  est  de  développer  la  méthode 
proposée  par  Boole  dans  les  Philos.  Transactions,  1862,  poui* 
intégrer  un  système  d*équatîons  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Après  avoir  établi  quelques  théorèmes  préliminaires 
sur  les  déterminants  fonctionnels,  et  exposé  la  théorie  de  Lagrange 
relative  au  cas  où  il  n'y  a  qu'une  seule  équation  à  intégrer,  l'auteur 
se  propose  la  question,  plus  étendue,  de  trouver  la  fonction  la  plus 
générale  qui  satisfasse  en  même  temps  à  plusieurs  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  le  nombre  des 
équations  étant  toutefois  plus  petit  que  celui  des  variables.  En 
désignant  par  5(z)  =  o,  d^{^z)  =  o  deux  quelconques  de  ces  équa- 
tions, et  formant  une  nouvelle  équation  (Wi  —  Ji  J)  [z)  =  o,  on 
peut  démontrer  que  celle-ci  est  non-seulement  linéaire  et  du  pre- 
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iïuer*t>rdre,  mais  qu'elle  est  aussi  vérifiée  par  toute  fonction  z  qui 
4f^ti^it  aux  équations  données.  Si  Téquation  ainsi  formée  n'est 
•.•^s  identique,  on  peut  Tajouter  au  système  donné,  et  éliminer  en 
^  '%V-'»nème  temps  une  des  dérivées  partielles  de  z.  On  obtient  ainsi  un 
•*•.*  nouveau  système  de  même  forme,  ayant  une  équation  de  plus  et 
une  dérivée  de  moins  dans  chaque  équation,  auquel  on  peut  ap- 
pliquer le  même  procédé,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  Ton  tombe 
sur  un  système  d'équations  qui  ne  donnent,  en  y  appliquant  le  pro- 
cédé en  question,  que  des  identités.  Arrivé  à  ce  point,  on  cherche 
à  intégrer,  par  la  méthode  de  Lagrange,  l'une  des  équations  du 
dernier  système.  Si  l'on  y  parvient  et  qu'on  prenne  les  fonctions 
dont  se  compose  l'intégrale  générale  pour  nouvelles  variables  indé- 
pendantes, on  peut  transformer  ce  môme  système  en  un  autre  dans 
lequel  le  nombre  des  équations  et  celui  des  variables  sont  diminués 
l'un  et  Tautre  d'une  unité.  Par  une  seconde  intégration,  suivie 
d'un  nouveau  changement  de  variables,  on  diminue  encore  d'une 
unité  tant  le  nombre  des  équations  que  celui  des  variables,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  que  le  système  soit  réduit  à  une  seule  équation, 
qu'on  doit  enfin  intégrer  par  la  méthode  de  Lagrange.  L'intégrale 
ainsi  obtenue  sera  en  même  temps  la  solution  générale  du  système 
primitif. 

A  cause  de  la  correspondance  qui  existe  entre  les  équations  aux 
dérivées  partielles  et  les  équations  différentielles  ordinaires,  la  mé- 
thode de  Boole  précédemment  exposée  peut  servir  aussi  pour  inté- 
grer un  système  d'équations  de  cette  dernière  espèce.  C'est  ce  que 
l'auteur  fait  voir  dans  la  dernière  partie  de  son  Ouvrage,  et  qu'il 
éclaircitpar  quelques  exemples. 

11.  Mellbebg  (E.-J.).  —  Teorin  fôr  determinant-kalkjîen.  lai  p.  in-8®. 

Helstngfors,  1876. 

L'auteur  commence  par  une  introduction  historique  fort  éten- 
due (5o  pages),  renfermant  des  extraits  nombreux  des  travaux 
de  Leibnitz,  Cramer,  Bézout,  Vandermonde,  Lagrange,  Laplace, 
Gauss  et  Cauchy,  pour  mettre  en  évidence  la  part  qui  revient  à 
chacun  de  ces  grands  géomètres  dans  la  fondation  du  calcul  dont 
il  s'agit.  Le  reste  du  travail  contient  une  exposition  très-élémen- 
taire de  la  théorie  des  déterminants  et  de  ses  applications  princi- 
pales. On  y  trouve  les  règles  pour  multiplier  et  différentier  les 
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déterminants  ;  des  notions  sur  les  déterminants  mineurs  et  sur 
quelques  déterminants  particuliers  symétriques,  etc.  Les  applica- 
tions concernent  la  résolution  des  équations  linéaires,  l'évaluation 
de  Taire  d'un  triangle  et  du  volume  d'un  tétraèdre,  la  cubature  des 
solides  réguliers,  les  propriétés  des  déterminants  fonctionnels  et 
hessiens,  le  changement  des  variables  dans  une  intégrale  multiple. 
Cette  énumération  rapide  montre  assez  que  le  travail  de  M.  Mell- 
berg  ne  renferme  guère  rien  de  nouveau  ^  parfois  il  laisse  aussi  à 
désirer  pour  la  rigueur  des  démonstrations,  ce  qui  diminue  l'utilité 
qu'il  pourrait  avoir  sans  cela  pour  l'enseignement  élémentaire. 

m.  BoHSDOBFF  (E.).  —  Hàrledning  €>ch  geometrish  tjrdning  afvigtigaste  combirumterna 
i  det  ternàra  kuhiska  formsjrstemet.  66  p.  in-8".  Helsingfors,  1876. 

La  théorie  des  formes  cubiques  ternaires  a,  dans  ces  derniers 
temps,  fait  des  progrès  considérables  par  les  recherches  de  plusieurs 
géomètres,  surtout  en  Allemagne.  Dans  un  travail  remarquable, 
inséré  dans  les  Mathematische  ^nnalen,  1869,  Aronhold  avait 
démontré  que  tous  les  invariants  [ce  terme  étant  pris  dans  le  sens 
le  plus  général  de  manière  à  comprendre  aussi  les  covariants,  les 
contravariants  et  les  formes  intermédiaires  [Zwischenformen)] 
constituent  un  système  fini  de  formes  distinctes,  au  nombre  de 
trente-quatre,  dont  tous  les  autres  se  composent  algébriquement. 
Plus  tard,  MM.  Clebsch  et  Gordan  publièrent  ensemble  (dans  les 
Math.  Ann,,  iS^S)  un  travail  systématique  sur  les  formes  cubiques 
ternaires,  où  ils  étudiaient  aussi  les  combinants  de  ces  formes. 
Dernièrement,  M.  Gundelfinger  s'est  occupé  de  l'interprétation 
géométrique  des  combinants  appartenant  au  système  cubique  ter- 
naire [Math,  Ann.,  iSjS).  Profitant  de  ces  travaux,  M.  Bonsdorfl' 
s'est  proposé  d'étudier  plus  spécialement  les  combinants  et  leurs 
significations  géométriques. 

Le  travail  de  M.  Bonsdorffest  divisé  en  trois  Parties.  Dans  la 
première,  il  examine  quelques-unes  (en  tout  quinze)  des  formes  déri- 
vées les  plus  simples  du  système  cubique,  parmi  lesquelles  deux 
surtout,  introduites  par  Hesse  et  par  Cayley,  jouent  un  rôle  princi- 
pal. La  seconde  contient  un  résumé  succinct  de  la  théorie  des  com- 
binants, c'est-à-dire  des  invariants  simultanés  d'un  système  de 
ibrmes  ayant  la  propriété  de  ne  subir  aucun  changement  essentiel 
lorsqu'aux  formes  données  on  substitue  des  combinaisons  linéaires 
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de  ces  formes.  Il  s'agit  en  particulier  des  combinants  relatifs  au  cas 
où  le  système  donné  se  réduit  à  deux  formes  cubiques  ternaires, 
Tune  primitive  et  l'autre  sa  hessienne,  cette  espèce  de  combinants 
ayant  une  importance  particulière  dans  la  théorie  des  courbes  du 
troisième  ordre.  L'auteur  indique  deux  méthodes  pour  la  forma- 
tion de  ces  combinants  et  examine  quelques-uns  d'entre  eux  dans 
leur  rapport  avec  les  invariants  précédenmient  étudiés. 

La  troisième  Partie  a  pour  objet  l'interprétation  géométrique  des 
formes  dont  il  a  été  question  dans  les  deux  premières  et,  en  parti- 
culier, des  combinants.  La  forme  cubique  ternaire,  égalée  à  zéro, 
représentant,  dans  le  système  de  coordonnées  homogènes,  l'équa- 
tion générale  d'une  courbe  du  troisième  ordre  ou  de  la  troisième 
classe,  suivant  qu'il  s'agit  de  coordonnées  ponctuelles  ou  tangen- 
tielles^  tout  invariant,  co variant,  etc.,  dérivé  d'une  telle  forme, 
renferme  l'expression  de  quelque  propriété  inhérente  à  une  pareille 
courbe.  Dans  ces  applications  géométriques,  l'auteur  a  constam- 
ment pris  pour  point  de  départ  l'équation  complète  du  troisième 
ordre,  au  lieu  de  la  forme  simplifiée,  dite  canonique,  à  laquelle 
cette  équation  peut  se  réduire  par  un  changement  de  coordonnées 
convenable  et  dont  on  fait  usage  ordinairement.  On  sait  qu'une 
courbe  du  troisième  ordre  a,  en  général,  neuf  points  d'inflexion.  En 
combinant,  au  moyen  de  coefficients  indéterminés,  la  forme  primi- 
tive avec  sa  hessienne,  on  obtient  Téquation  commune  de  toutes 
les  courbes  du  troisième  ordre  ayant  les  mêmes  neuf  points  pour 
points  d'inflexion  et  qui  constituent  ensemble  ce  qu'on  appelle 
un  faisceau  sjzygétique.  C'est  à  ce  faisceau  que  se  rapportent  les 
combinants  étudiés  par  M.  BonsdorfT.  Quant  aux  interprétations 
qu'il  en  a  essayées,  elles  semblent  confirmer  la  remarque  faite  par 
M.  Gundelfinger  k  l'occasion  de  son  travail  du  même  genre  déjà 
cité,  c'est-à-dire  qu'elles  ne  sont  pas,  en  général,  difficiles  à  trouver; 
mais  que  les  propositions  géométriques  auxquelles  elles  conduisent 
sont,  pour  la  plupart,  trop  compliqnées  pour  avoir  un  intérêt 
réel. 

IV.  Mittag-Leffler  (G.). —  En  metod  att  komma  i  analjtisk  besittning af  de  elUptiska 

funktionerna.  96  p.  in-8**.  Helsin£rfora,  1876. 

Dans  une  introduction  historique  de  quinze  pages,  Fauteur  rend 
compte  des  recherches  qui  préparaient  la  découverte  des  fonctions 
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elliptiques    et  du  développement  des  idées  qui  y  conduisaient. 

L'exposition  du  sujet  même  est  divisée  en  quatre  articles.  Dans  le 

premier,  l'auteur  cherche  à  simplifier,  par  une  transformation 

dx 
algébrique,  l'expression  diiSerentielle *  dans  laquelle  R(jc) 

vR(x) 
4^5 1  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  x.  Après  avoir  montré  ce 
cfu'on  peut  obtenir  par  une  substitution  linéaire,  l'auteur  suppose 
une  relation  du  second  degré  entre  x  et  une  nouvelle  variable  s  \ 
par  une  méthode  indiquée  par  M.  Weierstrass,  il  en  détermine  les 
coefficients  de  manière  que  l'expression  différentielle  se  réduise 

ds 
à  la  forme -=»  où  Sr=4^' — g^^  —  g'si  et  qu'en   outre  s  de- 

V  S 

vienne  =  00  pour  une  valeur  initiale  arbitraire  x  =  Xo- 

Dès  lors,  le  problème  que  l'auteur  a  en  vue,  et  qui  consiste  à 

djc 

trouver  la  solution  générale  de  l'équation  différentielle ==  du, 

se  trouve  grandement  simplifié  -,  il  se  réduit,  en  effet,  à  trouver 

une  fonction  (continue,  monodrome  et  monogène),  ^  =p  (u),  qui 

t          .         ,            .             ds 
satisfasse  à  l'équation  différentielle =  =  du^  et  qui  devienne 

infinie  pour  une  valeur  donnée  de  u,  soit  u  =  o. 

Par  une  discussion  ingénieuse,  dont  il  est  rendu  compte  dans 
l'article  2,  M.  Weierstrass  a  démontré  qu'il  n'existe  qu'une  seule 
fonction  remplissant  les  conditions  dont  il  s'agit,  et  que  le  problème 
est  ainsi  complètement  déterminé.  Cela  étant,  il  s'agit  d'établir  en 
réalité  cette  fonction  p  (u).  Supposons  d'abord  que  les  trois  racines 
de  l'équation  S  =  o  soient  réelles  et  inégales,  et  désignons-les, 
suivant  l'ordre  décroissant  de  grandeur,  par  et,  e,,  ej.  Une  pre- 
mière branche  de  la  fonction  cherchée  s'obtient  au  moyen  de  l'in- 
tégrale définie 


v/s' 


en  faisant  parcourir  à  5  la  série  des  valeurs  réelles  depuis  00  jus- 
qu'à Cl  et  en  calculant  les  valeurs  correspondantes  de  l'argument  u, 
qui  croit  alors  d'une  manière  continue  de  zéro  à  une  certaine  valeur 
jiositive  w.  Ayant  remplacé  s  par  — s  dans  l'intégrale  précédente, 
on  arrive  de  la  même  manière  à  former  la  fonction  pour  les  valeurs 
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purement  imaginaires  de  Targument  u  comprises  entre  zéro  et  une 
certaine  limite  w, ,  correspondant  à  la  valeur  s  =  —  ej .  U  est 
démontré  d'ailleurs  que  la  fonction  reste  la  même  lorsque  l'argu- 
ment change  de  signe.  La  fonction  elliptique  p{u)  étant  ainsi  éta- 
blie pour  les  valeurs  réelles  de  u  comprises  entre  —  ro  et  -h  w  et 
pour  les  valeurs  purement  imaginaires  comprises  entre  —  Wj  et 
+  <i>i,  on  peut  étendre  successivement  le  champ  de  la  fonction, 
au  moyen  du  théorème  d'addition  eulérien,  de  manière  à  embrasser 
d'abord  toutes  les  valeurs  réelles,  puis  toutes  les  valeurs  purement 
imaginaires  et  enfln  toutes  les  valeurs  complexes  de  l'argument.  A 
l'aide  du  même  théorème^  on  peut  démontrer  encore  que  ladite 
fonction  possède  deux  périodes,  aci)  et  2Ci)i,  et  qu'elle  ne  peut 
prendre  de  valeurs  égales  qu'en  des  points  séparés  les  uns  des 
autres  par  des  périodes  entières. 

L'existence  de  la  fonction  étant  ainsi  établie,  ainsi  que  la  possi- 
bilité de  la  calculer  pour  toutes  les  valeurs  de  l'argument,  il  reste  k 
«  former  une  expression  analytique  qui  puisse  la  représenter  généra- 
lement. A  cet  effet,  l'auteur  emploie,  dans  l'article  3,  un  procédé  dû 
à  Abel  et  simplifié  par  lui.  Par  des  applications  réitérées  du  théo- 
rème d'addition,  il  parvient  à  une  relation  algébrique  entre  p  (u) 

etpl-U  qui  donne,  en  faisant  «  =  oo  et  passant  à  la  limite,  p  {u) 

exprimée  sous  la  forme  d'une  série  indéfinie  dont  la  convergence 
est  rigoureusement  démontrée. 

La  méthode  employée  dans  les  trois  premiers  articles,  pour  éta- 
blir la  fonction /?  (u)  et  trouver  son  développement  en  série,  est 
sans  doute  très-intéressante  au  point  de  vue  théorique,  parce  qu'elle 
éclaircit  nettement  la  pensée  suivie  par  Abel  dans  ses  recherches 
classiques.  Mais,  à  cause  des  suppositions  qu'on  avait  faites,  dès  le 
commencement,  sur  la  nature  des  racines  de  l'équation  S  =  o,  le 
résultat  n'a  qu'une  validité  restreinte;  il  n'est  donc  pas  permis  de 
dire  qu'on  ait  ainsi  acquis  une  «  possession  »  vraie  et  légitime  de 
la  fonction  elliptique.  Pour  combler  cette  lacune,  l'auteur  reprend 
la  question,  dans  le  quatrième  article,  à  un  autre  point  de  vue.  En 
se  fondant  sur  le  théorème,  établi  par  Cauchy  et  Weierstrass,  sur 
la  possibilité  d'intégrer  un  système  d'équations  différentielles  par 
des  séries  qui  restent  convergentes,  dans  certaines  limites  des  va- 
riables ,  il  obtient,  sans  faire  aucune  supposition  siu*  les  coefficients 
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du  trinôme  S,  la  fonction développée  en  série  dont  la  conver- 

gence  est  assurée  au  moins  dans  le  voisinage  de  la  valeur  initiale 
de  u.  Au  lieu  de  poursuivre  la  discussion  de  la  fonction  p{u)^ 
Tauteur  en  déduit,  par  deux  intégrations  successives,  une  autre 
fonction  a,  étudiée,  comme  la  précédente,  par  M.  Weierstrass,  et 
qui  se  présente  ainsi  immédiatement  sous  la  forme  d'une  série  de 
puissances.  Quant  à  celle-ci,  on  sait  d'abord  seulement  qu'elle  est 
convergente  entre  certaines  limites  de  la  variable^  mais  par  un 
procédé  très-élégant,  du  à  M.  Weierstrass  et  fondé  sur  l'emploi  du 
théorème  d'addition,  on  en  déduit  la  convergence  absolue  de  la 
série  pour  toute  valeur  flnie  de  l'argument.  Du  reste,  les  fonctions 
p{u)  eta(u)  de  Weierstrass  peuvent  s'exprimer  directement  par 
les  fonctions  0  de  Jacobi . 

D'après  ce  qui  est  dit  dans  la  préface,  la  thèse  que  nous  venons 
d'analyser  ne  forme  qu'une  partie  détachée  d'un  travail  plus 
étendu,  dans  lequel  Fauteur  a  Tintention  de  présenter  les  diffé- 
rentes méthodes  par  lesquelles  on  peut  entrer  en  possession  des 
fonctions  elliptiques  -,  mais  elle  constitue  en  même  temps,  comme 
exposition  d'une  de  ces  méthodes,  celle  d'Abel  perfectionnée  par 
Weierstrass,  une  recherche  en  quelque  sorte  complète.  Parla  clarté 
de  l'exposition  jointe  à  la  rigueur  logique  et  la  subtilité  des  raison- 
nements, aussi  bien  que  par  le  grand  intérêt  du  sujet  qui  y  est 
traité,  elle  mérite  certainement  d'être  signalée  à  l'attention  des 
géomètres . 

V.  Letâ:«e?i  (S.).  —  Intégration  af  nagra   differentiahqvationer  af  andra  ordningen, 

47  p.  in-'i'».  Helsingfors,  1876. 

Les  équations  différentielles,  dont  il  s'agit  dans  cet  opuscule, 
sont  toutes  comprises  dans  la  forme  générale 

P--^ -hQ-f -f-R    -P      —S. 

L*auteur  considère  d'abord  le  cas  de  S  =  o.  En  supposant,  ce  qui 
est  toujours  permis,  P=  i,  l'équation  s'intègre  facilement  toutes 
les  fois  que  chacun  des  coefficients  Q  et  R  ne  renferme  qu'une 
seule  des  variables  x  et  j^,  excepté  si  Q  est  fonction  de  j^  et  R  de  x. 
Dans  cette  dernière  hypothèse,  l'intégration  ne  peut  s'effectuer 
que  dans  des  cas  particuliers. 
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Passant  ensuite  à  l'équation  générale  à  quatre  termes,  l'auteur  y 
applique  différentes  méthodes  pour  découvrir  des  cas  dans  lesquels 
elle  soit  intégrable.  Tantôt  il  introduit,  dans  l'expression  de  la 
dérivée  du  premier  ordre,  deux  inconnues,  dont  l'une  peut  être 
déterminée  arbitrairement  ;  tantôt  il  cherche  à  rendre  le  premier 
membre  différentielle  exacte  au  moyen  d'un  facteur.  Il  obtient 
ainsi,  pour  déterminer  les  nouvelles  inconnues,  une  ou  plusieurs 
équations  aux  dérivées  partielles.  Mais,  comme  celles-ci  sont,  en 
général,  plus  compliquées  que  l'équation  donnée,  ce  n'est  que  dans 
des  cas  très-exceptionnels  qu'il  parvient  à  les  intégrer  effective- 
ment. En  supposant  R  =  o,  on  tombe  sur  l'équation  linéaire  du 
second  ordre  qui  est  traitée  d'une  manière  anal(^e. 

Malgré  la  peine  qu'il  s*est  donnée,  l'auteur  n'a  guère  réussi  à 
tirer  de  ses  formules  quelque  résultat  utile.  En  effet,  presque  toutes 
les  équations  qu'il  est  parvenu  à  intégrer,  sont  tellement  simples, 
que  leurs  intégrales  s'obtiennent  soit  immédiatement,  soit  par 
quelque  transformation  facile  à  découvrir. 

L.    LlHDELÔF. 


ALBEGGIANI  (L.).  —  Gbombtbia  dello  spazio  in  coordinatb  tetraeoriche 
SBCO.XDO  I  CONCETTI  DELLE  Vorlcsungcn  liber  Géométrie  di  A.  Clebsch. 
Parte  I'.  —  Palerme,  1877;  i  vol.  in-8',  166  p. 

M.  Albeggiani  se  propose  dans  cet  Ouvrage  d'exposer  et  de  coor- 
donner les  recherches  récentes  de  Battaglini,  Clebsch,  Cremona,  d'O- 
vidio,  Klein,  Plûcker,  Salmon,  etc.,  sur  la  Géométrie  dans  l'espace. 
La  première  Partie  du  Traité  qu'il  entreprend  de  publier  comprend 
deux  Sections  :  la  première  contient  cinq  Chapitres,  dont  les  quatre 
premiers  traitent  des  quatre  figures  fondamentales  de  l'espace  :  le 
premier  et  le  second  traitent  du  point  et  du  plan,  le  troisième  et  le 
quatrième  de  la  droite  considérée  soit  comme  axe,  soit  comme  rayon. 
Le  Chapitre  V  se  rapporte  aux  courbes  planes  et  aux  surfaces 
coniques. 

Enfin  le  Chapitre  VI  qui,  à  lui  seul,  constitue  la  seconde  Partie, 
est  relatif  à  la  théorie  des  complexes. 
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LORENZONI  ((j.)  —  Giovanni  Santini,  la  sua  yita  e  le  sue  opbbe.  —  Padova, 
tipografia  del  Seminario,  1877;  br.  in-8**,  70  p. 

Santini,  né  dans  les  environs  de  Capresse,  le  3o  janvier  1787,  et 
mort  à  Padoue  le  26  juin  1877,  ^^^^  depuis  plusieurs  années  le 
doyen  des  astronomes.  Entré  comme  élève  à  l'Observatoire  de 
Milan,  en  i8o5,  il  devint,  en  octobre  1806,  astronome  adjoint  à 
rObservatoire  de  Padoue^  puis,  en  181 3,  directeur  de  ce  même 
établissement,  dans  lequel  il  n'a  pas  cessé  de  travailler  activement 
jusqu'en  187a.  C'est  cette  longue  et  fructueuse  carrière  que  son 
élève  dévoué,  M.  G.  Lorenzoni,  a  cherché  à  retracer  en  quelques 
pages  inspirées  par  le  sentiment  sincère  de  la  grandeur  de  l'œuvre 
de  son  illustre  maitre.  Santini,  parmi  de  nombreux  Mémoires  dont 
M.  Lorenzoni  a  dressé  la  bibliographie  complète,  nous  laisse  une 
série  de  quatre  catalogues  des  plus  exacts,  que  l'on  consultera 
toujours  avec  fruit,  et  qui  donnent  les  positions  du  plus  grand 
nombre  des  étoiles  de  6^,  7*^  et  parfois  de  9^  grandeur  comprises 
entre  10  degrés  de  déclinaison  nord  et  i5  degrés  de  déclinaison 
sud.  G.  R. 


*9* 


DU  BOIS-REYMOND  (P.).—  Zweï  Satze  uber  Grenzwebthb  von  Functionen 

ZWEIBB  VerÀNDERLICHEN   ('). 

Une  fonction  de  deux  variables  peut  tendre  vers  des  valeurs  dif- 
férentes, selon  que  ces  deux  variables  tendent,  simultanément  ou 
successivement,  d'après  une  loi  ou  une  autre  loi,  vers  certaines 
valeurs  numériques.  M.  Du  Bois-Reymond  s'est  déjà  occupé  de 
cette  singularité,  dont  il  a  développé  géométriquement  la  théorie 
(  Journal  de  C relie ^  t.  70,  Berner kungen  ûber  die  verschiedenen 
Werthe,  etc.).  Il  y  revient  maintenant  et  établit  rigoureusement 
et  analytiquement  les  deux  théorèmes  suivants  : 

1 .  Supposons  que  l'on  ait 

lim,=o  [lim  ^o/(  ' ,  r  ]  =  o  î 

(*)  Mathematische  j4nna/en,i.  XI,  p.  i45-i/|8. 
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il  existera  toujours  une  fonction  (f{x)  telle  que  Ton  ait  aussi 

limx=.|/[j^,?(^)]j  =  o, 

et  en  outre 

lini,=..{/[x,  ç.(x)]jz=o, 

pourvu  que,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  Tinégalité 

ait  toujours  lieu. 

2.  Si,  réciproquement,  pour  une  fonction  ç(x)  cl  toutes  les 
fonctions  ^o{^)  <!  ^{^)^  ^^  ^ 

on  a  aussi 

Iimx=o  { lim^==«  [/(j:,  y  )]|  =  o. 


GILBERT  (P.).  —  Cours  de  Mécanique  analttique.  Partie  élémentaire,  — 
Louvain-Paris,  1877.  i  vol.  in-8%  385  p. 

m  Mon  intention  »,  dit  M.  Gilbert  dans  sa  Préface,  «  a  été,  non  pas 
de  présenter  aux  élèves  une  exposition  neuve  et  originale  des  doc- 
trines de  U  Mécanique,  mais  de  condenser  ce  que  j'ai  trouvé  de 
meilleur,  de  plus  clair  et  de  plus  exact  dans  les  nombreux  ouvrages, 
didactiques  ou  autres,  que  j'ai  consultés.  »  La  nature  du  Livre  est 
nettement  indiquée  par  ces  trop  modestes  paroles  de  son  auteur  : 
c'est  un  Traité  élémentaire,  très-peu  au-dessous  de  ce  qui  convient 
pour  la  préparation  aux  examens  de  licence,  à  la  portée  des  élèves 
ingénieurs,  se  recommandant  par  les  qualités  d'un  bon  livre  d'en- 
seignement :  la  clarté,  la  précision,  le  goût  dans  la  mesure  de  ce  qui 
doit  être  dit  ou  laissé  de  côté. 

L'auteur,  suivant  en  cela  une  opinion  partagée  par  beaucoup  de 
bons  esprits,  débute  par  la  Cinématique  et  déduit  de  la  composition 
des  mouvements  le  théorème  fondamental  de  la  Statique  sur  la 
composition  des  forces  *,  la  démonstration  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  s'appuie  aussi  sur  la  Cinématique  \  les  conditions  qu'exige 
la  légitime  application  de  ce  principe  sont  précisées  avec  plus  de 
soin  qu'on  ne  fait  d'habitude  \  toutefois  la  considération  des  forces 
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moléculaires,  introduite  dans  la  démonstration  de  ce  principe,  n'a- 
joute peut-être  ni  à  la  clarté  ni  à  la  rigueur. 

Dans  le  troisième  Livre  se  trouvent  exposés  les  principes  de  la 
Dynamique.  M.  Gilbert  débute  avec  raison  par  Tétude  du  mouve- 
ment d'un  point  matériel  libre  ou  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
courbe  ou  une  surface  fixe,  et  il  s'élève  progressivement  aux  théo- 
rèmes généraux  concernant  le  mouvement  d'un  système  constitué  par 
un  ensemble  de  points  matériels,  par  un  ou  plusieurs  corps  solides, 
et  rejette  à  la  fin  le  principe  de  d'Alembert,  rendu  plus  intelligible 
par  ce  qui  précède,  ainsi  que  les  équations  de  Lagrange.  Les  trois 
derniers  Chapitres  de  ce  Livre  sont  consacrés  aux  percussions  et 
aux  mouvements  relatifs.  Enfin  le  quatrième  Livre  contient  un 
exposé  succinct  des  théories  relatives  à  l'Hydraulique. 

Un  nombre  considérable  d'exercices,  judicieusement  choisis  et 
classés,  termine  chaque  Chapitre.  La  solution  de  ceux  qui  présentent 
quelques  difficultés  est  rapidement  exposée. 

M.  Gilbert  a  réservé  pour  un  autre  volume,  destiné  à  former 
comme  le  complément  de  celui-ci,  l'exposition  de  certaines  théo- 
ries plus  élevées,  sorte  de  transition  entre  la  Mécanique  et  la 
Physique  mathématique.  Telles  sont  la  théorie  de  l'attraction  et 
celle  du  potentiel  qui  s'y  rattache  intimement,  les  théories  dyna- 
miques d'Hamilton  et  de  Jacobi,  la  solution  de  diverses  questions 
au  moyen  des  fonctions  elliptiques,  les  principes  de  la  Méca- 
nique moléculaire,  de  l'élasticité  et  des  mouvements  vibratoires, 
un  certain  nombre  de  problèmes  se  rapportant  aux  corps  semi- 
fluides  et  à  l'Hydrodynamique-,  peut-être  enfin  la  Thermodyna- 
mique. J.  T. 


LXXWY  (M.).  —  DÉTERl^INATION   DBS  ASCENSIONS  DROITES  DES  ÉTOILES  DE  CUL- 
MINATiON    LUNAIRE    ET    DE    LONGFTCDE ,    EPHÉMBRIDES    DE    CES    ÉTOILES    POUR 

1878  (').  —  Gauthier- Villars,  1877;  2  broch.  in-4**,  94-38  pages. 

Dans  les  principaux  observatoires,  on  observe  constamment,  soit 
pour  avoir  l'heure,  soit  pour  calculer  les  corrections  instrumen- 
tales, une  série  d'étoiles  dont  la  position  se  trouve  ainsi,  au  bout  de 

(')  Extrait  du  tome  l*'  des  Annales  du  Bureau  des  Longitudes, 
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quelques  années,  déterminée  avec  une  rigueur  presque  mathéma 
tique,  et  qui  prennent  alors  le  nom  à' étoiles  fondamentales ,  C'est 
à  ces  étoiles  que  Ton  rapporte  ensuite  les  positions  du  Soleil,  de  la 
Lune  et  des  planètes.  Lorsqu'à  la  mer  ou  dans  des  stations  astro- 
nomiques temporaires,  dont  parfois  les  instruments  n'ont  pas  une 
grande  stabilité,  on  observe  des  culminations  lunaires  afln  d'en 
déduire  plus  tard  les  longitudes,  on  ne  peut  toujours  s'astreindre 
à  n'observer  que  des  étoiles  fondamentales,  souvent  trop  éloignées, 
et  l'on  compare,  en  général,  la  Lune  à  des  étoiles,  dites  étoiles  de 
la  Lune,  situées  à  l'est  et  à  l'ouest,  sur  des  parallèles  peu  différents 
de  notre  satellite. 

Pour  que  les  longitudes  résultant  de  ces  observations  présentent 
une  exactitude  suffisante,  il  faut  que  les  étoiles  de  la  Lune  soient 
connues  avec  une  grande  précision  ;  malheureusement  il  n'en  est 
pas  toujours  ainsi,  surtout  lorsqu'on  a  été  obligé  d'emprunter  leurs 
coordonnées  à  des  catalogues  anciens. 

Un  catalogue  exact  de  cinq  ou  six  cents  étoiles,  situées  dans  la 
zone  céleste  que  parait  parcourir  la  Lune,  était  donc  impérieuse- 
ment réclamé  par  les  astronomes  et  les  marins. 

C'est  ce  catalogue  que  vient  de  dresser,  avec  le  plus  grand  soin, 
M.  M.  Lœwy,  aujourd'hui  délégué  par  le  Bureau  des  Longitudes  à 
la  Direction  de  la  Connaissance  des  Temps. 

Le  catalogue  publié  par  M.  Lœwy  renferme  52 1  étoiles,  qui  com- 
prennent les  210  étoiles  fondamentales  dont  l'Observatoire  de  Paris 
donne  chaque  année  la  position  corrigée  dans  l'Introduction  de  ses 
Mémoires,  et  3ii  autres  étoiles  qui  ont  été  déterminées,  dans  des 
conditions  spéciales  d'exactitude,  au  moyen  d'observations  re- 
cueillies à  Paris  (Montsouris),  Marseille,  Bregenz  et  Alger,  pendant 
les  opérations  faites  en  1873-1874,  pour  la  détermination  des  diffé- 
rences de  longitudes  de  ces  villes.  Les  cercles  méridiens  en  usage 
dans  ces  quatre  observatoires  temporaires  offrent,  en  effet,  une  exac- 
titude très-grande,  et  leur  position  dans  une  cabane  de  faible  di- 
mension, pourvue  de  grandes  et  nombreuses  ouvertures  et  placée 
dans  un  terrain  bien  découvert,  est  une  garantie  précieuse  contre 
l'existence  de  réfractions  latérales  pouvant  conduire  à  des  erreurs 
systématiques  dans  les  ascensions  droites.  En  outre,  les  observations 
ayant  été  faites  avec  une  même  exactitude  dans  des  localités  diffé- 
rentes, il  est  permis  de  penser  que  les  erreurs  de  réfraction  latérale. 
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si  elles  se  sont  produites,  n'ont  pas,  dans  tous  les  cas,  eu  le  même 
signe,  et  peuvent  alors  être  traitées  comme  des  erreurs  accidentelles, 
cas  auquel  elles  disparaissent  dans  la  moyenne. 

Le  nombre  des  résultats  partiels  obtenus  par  MM.  Oppolzer, 
Perrier,  Stepban  et  Lœwry  dans  ces  opérations  de  longitude  s'est 
élevé  à  5 000  environ,  auxquels  il  faut  ajouter  les  observations  re- 
cueillies depuis  à  Montsouris  par  les  oflîciers  de  Marine  attachés  à 
cet  établissement.  A  l'aide  de  ces  nombres,  on  a  pu  déterminer,  avec 
une  erreur  probable  qui  n'atteint  pas  ^77  ^^  seconde  de  temps,  les 
ascensions  droites  de  160  étoiles  comprises  entre  16  et  4  Heures, 
et,  avec  une  exactitude  encore  très-grande,  quoique  un  peu  infé- 
rieure, celles  de  i5i  autres  étoiles.  En  joignant  à  ces  astres  les 
aïo  étoiles  fondamentales  de  l'Observatoire  de  Paris,  on  arrive  au 
nombre  total  de  Sai  étoiles,  dont  les  positions  moyennes  sont  don- 
nées dans  le  Mémoire  que  nous  analysons  ici. 

Pour  chacune  de  ces  étoiles,  M.  Lœwy  a,  en  outre,  fait  calculer, 
au  moyen  des  formules  données  par  M.  Le  Verrier  dans  les  Annales 
de  l' Observatoire  de  Paris,  les  positions,  de  quatre  années  en  quatre 
années,  de  1879  à  1899;  pour  les  i4  circumpolaires  non  comprises 
dans  les  52 1  étoiles  de  longitude,  les  ascensions  droites  et  les  dé- 
clinaisons moyennes  ont  même  été  déterminées  d'année  en  année, 
de  1875  à  1896. 

Enfin,  dans  un  Appendice  de  87  pages,  M.  Lœwy  donne,  pour 
l'année  1878,  les  ascensions  droites,  de  10  jours  en  10  jours,  de 
celles  des  étoiles  de  son  catalogue  dont  les  éphémérides  ne  se  trou- 
vent pas  déjîi  dans  la  Connaissance  des  Temps. 

Le  catalogue  de  M.  Lœwy  et  les  éphémérides  qui  le  complètent 
seront  bientôt  sans  doute  dans  les  mains  de  tous  les  astronomes, 
qui  seront  heureux  d'y  trouver  les  positions  précises  et  les  éphé- 
mérides d'un  grand  nombre  d'étoiles  dont  les  coordonnées  ne  se 
rencontrent  ni  dans  le  Nautical  Almanac,  ni  dans  le  Jalirbuch, 
ni  dans  la  Connaissance  des  Temps,  G.  R. 


Bull,  des  Sciences  mat.  et  astron,,  'i*  sorie,  t.  II.  (Janvier  1878.) 
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LQEWY  (M.).  —  DÉTERMINATION  DE  LA  LATITUDE  d'uN  LIEU  PAR  L'OBSERVATION 

d'une  hauteur  de  l'Étoile  polaire.  —  Gauthier-Villars,  1877;  broch.  in-4'' 
de  12  pagds. 

La  formule 

sinh  =  cosp  sinç  -h  sin/?  cos^  cosS, 

où  h  est  la  hauteur  observée  de  l'étoile  de  distance  polaire  p  et 
d'angle  horaire  S,  donne,  par  des  transformations  faciles  et  con- 
nues, la  latitude  (f  du  point  d'observation  ;  mais  la  formule  usuelle 
ne  se  réduit  pas  facilement  en  tables  ayant  pour  argument  le  temps 
vrai  T  qui  est,  en  général,  donné  par  les  chronomètres  et  la  dis- 
tance polaire  apparente  moyenne  p'  de  a  Petite  Ourse. 

Par  des  transformations  algébriques  que  M.  Lœwy  expose  rapi- 
dement dans  son  Mémoire,  il  arrive  à  mettre  la  latitude  cherchée  7 
sous  la  forme 

» 

tf  =  h  —p'cosS  —  (p  —  p')  cosS  H — tangAsin'S./?'sini'', 

et  Ton  a 

S  =  T  -f^  A  —  a, 

A  étant  Tascension  droite  vraie  du  Soleil,  a  l'ascension  droite  de 
la  Polaire. 

Deux  tables  auxiliaires,  calculées  par  M.  Lœv^,  donnent  pour 
chaque  jour  de  l'année  la  valeur  de  A  —  a  et  la  correction  à  ajouter 
à  cette  quantité  pour  l'heure  de  l'observation. 

Trois  autres  tables  ayant  pour  argument  S  donnent  ensuite,  par 
de  simples  parties  proportionnelles,  les  trois  corrections  à  faire  à  h 
pour  obtenir  cp. 

Ajoutons  que,  pour  les  observations  faites  en  mer,  il  suflit  de 
tenir  compte  du  premier  terme  p'  cos  S,  et  que  le  calcul  est  alors 
d'une  rapidité  telle,  que  les  marins  auront  tout  avantage  à  em- 
ployer cette  nouvelle  méthode.  G.  R. 
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LGEWY  (M.).  —  Tables  générales  de  réduction  des  observations  méri- 
diennes. —  Gauthier-Villars,  1877;  i  broch.  in-4°  de  36  p. 

La  réduction  d'une  suite  nombreuse  d'observations  méridiennes 
par  la  formule  classique  de  Bessel 

A  =  ^-f-C^4-/w-h(c  —  x)-f-/«  tang^  -i-  (c  —  x)  (séc^  —  i) 

exige  un  temps  considérable,  que  M.  Lœwy  s'est  proposé  de  réduire 
au  minimum  par  la  publication  de  tables  auxiliaires. 

Une  première  table  à  double  entrée  donne,  pour  les  valeurs  de  â 
comprises  entre  zéro  et  5o  degrés,  et  pour  des  valeurs  de  n  allant  de 
0,01  à  1,00,  la  valeur,  au  millième  de  seconde,  du  produit  n  tang^. 

Une  seconde  table  renferme,  pour  des  valeurs  de  (c  —  x)  variant 
entre  0,00  et  i  ,00  et  des  valeurs  de  S  comprises  entre  zéro  et  44  de- 
grés, la  valeur  du  produit  (c  —  x)  (sécî  —  i). 

Des  tables  auxiliaires  ont  aussi  été  dressées  par  M.  Lœv^y  pour 
aider  au  calcul  de  la  déclinaison  n  de  l'extrémité  ouest  de  l'axe  de 
rotation  de  la  lunette:  cette  quantité  est,  enefiet,  donnée,  avec  une 
approximation  supérieure  à  -—7  de  seconde,  par  la  formule 

„__(c.r-(C/»r    ,    «1  +  '^-''  +„ '»"^'*' 

n  =   r;= [C  —  XI   H r;7  -+-  /î  r-  » 

tang^'^  ^  '       tang(î"  tang^" 

où  (C^)''  et  {Cp)'  désignent  les  corrections  de  pendules  obtenues 
directement  et  sans  correction  aucune  par  une  polaire  de  décli- 
naison J"  et  une  étoile  équatoriale  de  déclinaison  $\ 

Le  premier  et  le  troisième  terme  de  cette  dernière  expression  se 
réduisent  immédiatemenl  en  tables  ayant  pour  argument  les  diÛé- 
renées  (C^/' —  (Cp)'ou  (c  —  x)  et  tang^";  ces  tables  sont  données 
par  M.  Lœwy  pour  les  circumpolaires  dont  on  fait  habituellement 
usage. 

Enfin  M.  Lœwy  a  également  préparé  des  tables  pour  le  calcul  du 

dernier  terme  correctif  «  — ^>  toujours  très-petit;  des  tables  spé- 
ciales à  chaque  valeur  de  â"  comprise  entre  81  et  90  degrés,  et 
ayant  pour  arguaients  tangd  et  la  valeur  approximative  de  /z,  que 
Ton  a  toujours  le  di'oit  d'employer,  se  trouvent,  en  eflel,  dans  le 
Recueil  que  nous  analysons. 

2. 
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Ce  même  Mémoire  contient  enfin  des  tables,  pour  les  onze  années 
comprises  entre  1877  ^^  '^^7?  ^^^  deux  termes 

(/i -h  c  -  x)tangJ,     (c  —  x)  (séc<î — tang<î), 

dans  lesquels  se  décompose  la  formule  de  réduction  au  méridien 
des  observations  de  circumpolaires. 

En  résumé,  le  Recueil  de  tables  publié  aujourd'hui  par  M.  Lœwy 
aura  le  double  résultat  d'abréger  dans  une  très-large  mesure  le 
travail,  toujours  considérable,  de  la  réduction  d'une  longue  série 
d'observations  méridiennes,  et  d'éviter  des  erreurs  numériques  fa- 
ciles à  commettre  dans  des  calculs  qui  ne  renferment  en  eux- 
mêmes  aucune  vérification.  G.  R. 


KRÂUSE  (M.).  —  ÂLGEBRAISCHE  UiYTERSUCHUNGEN  AUS  DKR  THEORIE  DER   ELU- 
PTISCHEX  FUNCTIONEN  ('). 

A  côté  de  tant  d'autres  équations,  et  notamment  des  équations 
modulaires,  il  y  a  lieu,  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  de 
prêter  attention  à  celles  qui  relient  le  produit  du  module  primitit 
et  du  module  complémentaire  au  produit  du  module  transformé  et 
du  module  complémentaire  à  ce  dernier.  La  théorie  de  ces  équa- 
tions, dans  le  cas  d'un  degré  impair  n  de  transformations,  n'ad- 
mettant pas  de  diviseur  carré,  a  été  établie  par  MM.  lier  mite  ^ 
Joubert,  Konîgsberger  ^  toutefois  on  s'est  borné  à  étudier  les  équa- 
tions, sans  s'occuper  de  leurs  discriminants.  C'est  cette  lacune  que 
M.  Krause  s'est  efforcé  de  combler.  Il  donne  la  forme  des  discri- 
minants, expose  une  méthode  pour  la  détermination  des  racines 
distinctes,  et  finalement,  relativement  au  problème  générai  du 
développement  des  racines ,  fixe  le  degré  de  multiplicité  de  chacune 
d'elles.  Comme  exemples,  il  étudie,  à  ce  point  de  vue,  les  trans- 
formations jusqu'au  trentième  ordre. 


(*)  Mathematische  jénnalertf  t.  XII,  p.  i-J2. 
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KRAUSE  (M.).  —  Uebbr  die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Func- 

ÎIONBN  UND  IHRE  AnWENDUNG  AUF  DIB  ZaHLENTHEORIB  (*). 

La  théorie  des  équations  modulaires  des  fonctions  elliptiques, 
fondée  par  Jacobi,  dans  le  cas  où  le  degré  de  transformation  est 
impair,  a  été  Tobjct  d'une  suite  d'importants  travaux  :  elle  a,  en 
quelque  façon,  trouvé  sa  conclusion  dans  un  récent  travail  du 
P.  Joubert  [Sur  les  équations  qui  se  rencontrent,  etc.  Paris  ^  1876). 
Toutefois  quelques  recherches  restaient  à  faire  dans  le  cas  d'une 
transformation  d'ordre  pair  :  c'est  l'objet  du  travail  de  M.  Krause. 

U  démontre  d'abord  l'existence  d'une  équation  algébrique  entre 
les  quantités  qu'on  désigne,  suivant  des  notations  connues,  par 

— — jj  2«^^i  étant  égal  au  degré  m 

de  la  transformation,  ô  étant  un  diviseur  impair  quelconque  de 

m,  et  I  un  quelconque  des  nombres  o,  ±  i,  it2,...H--Tr-)  n'ayant 

point  de  diviseur  commun  avec  ^  et  ^|.  M.  Krause  se  borne  au  cas 
important  ou  a  est  égal  ou  supérieur  à  3.  En  second  lieu,  il  établit 
les  propriétés  essentielles  de  ces  équations,  montre  qu'on  peut  en 
déduire,  et  comment  on  peut  le  faire,  une  suite  d'autres  équations 
modulaires.  En  troisième  lieu,  il  en  conclut  la  solution  du  problème 
général  du  développement  des   racines.  Dans  le  quatrième  para- 
graphe, ces  équations  sont  données  pour  les  nombres  de  trans- 
formation 8,  16,  24,   3a,  4^5  ••••  Enfin,  dans  le  cinquième  para- 
graphe, l'auteur  applique  à  la  théorie  des  nombres  les  théorèmes 
qu'il  a  obtenus  précédemment.  Cette  application  consiste  dans  la 
démonstration  d'une  partie  des  formules  sommatoires  que  M.  Kro- 
necker  a  données,  dans  le  tome  57  du  Journal  de  Crelle,  pour  les 
sombres  de  formes  à  déterminant  négatif. 


(')  Mathematische  Annalen^  t.  XII,  p.  4 1 9-435 • 
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Pour  démontrer  que  la  condition  trouvée  est  suffisante,  on  re- 
marque qu'elle  conduit  à  Téq nation  algébrique  d'une  surface  du 
troisième  ordre  satisfaisant  à  la  question  ]  de  cette  surface  on  dé- 
duit une  double  infinité  de  surfaces  ayant  la  même  propriété.  On 
obtient  une  autre  solution  du  problème  par  la  résolution  d'un  sys- 
tème d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  système  qui  s'in- 
tègre aisément  par  la  méthode  de  MM.  Mayer  et  Lie. 

Quant  aux  combinants  fondamentaux  du  réseau  de  surfaces  du 
second  ordre,  l'auteur  met  nettement  en  évidence  leur  connexion 
avec  le  combiiiant  qui  constitue  le  premier  membre  de  Téquation 
de  condition.  Celui-ci  se  présente  comme  une  forme  bilinéaire,  fa- 
cile à  former,  des  coefficients  des  surfaces  du  second  ordre  et  des 
coefficients  du  complexe  de  droites  rencontrées  par  les  surfaces  du 
réseau  en  des  points  formant  une  involution.  M.  Rosanes  a  pris 
pour  point  de  départ  de  deux  Mémoires  [Alath.  Ann,,  t.  VI,  p.  268- 
3 1  a  ;  Journal  de  Crelle,  t.  76)  un  invariant  de  deux  formes  avec  des 
variables  contragrédientes  qui  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  dont 
s'occupe  M.  Tôplitz. 

Enfin  cette  condition  est  aussi  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  surfaces  du  réseau  aient  en  commun  un  pcntaèdre 
et  par  suite  une  infinité-,  en  d'autres  termes,  pour  que  le  premier 
membre  de  l'équation  du  réseau  de  surfaces  du  second  ordre  puisse 
être  mis,  d'une  infinité  de  façons,  sous  la  forme  d'une  somme  de 
cinq  carrés.  Cette  proposition  se  relie  étroitement  à  un  théorème 
intéressant  de  MM.  Sylvester  et  Clebsch  sur  le  pentaèdre  d'une 
forme  cubique  quaternaire^  mais  M.  Tôplitz  ne  se  sert  point  de 
ce  théorème  dont,  au  contraire,  sa  méthode  fournit  une  démon- 
stration nouvelle, 

Tout  ce  travail  est  fait  d'après  les  principes  et  les  procédés  de 
l'Algèbre  moderne. 


DU  BOIS-REYMOND  (P.).  —  Uebbr  die  Paradoxbn  dbs  iNFiNrrARCALcuLS. 

M.  Du  Bois-Reymond  s'est  occupé  du  calcul  des  infinis  relatifs 
dans  un  grand  nombre  de  Mémoires  insérés  dans  les  Annali  di 
Matematica,  le  Journal  de  Crelle  et  les    Mathematische  An- 
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nalen.  Le  travail  dont  il  est  ici  question  a  un  caractère  en  quel- 
que sorte  philosophique;  voici  le  résultat  essentiel  de  la  première 
partie  :  Etant  donné  un  nombre  incommensurable  A,  on  peut  en 
approcher  par  une  suite  de  nombres  commensurables  a^ ,  a, ,  . . . , 
a^,  . . . ,  tels  que  la  diflerence  A  —  ap  puisse  être,  en  prenant  p 
assez  grand,  rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  en 
sorte  qu'il  n'existe  aucun  nombre  a  qui  approche  plus  de  A  qu'un 
terme  suffisamment  éloigné  dans  la  série  ai,  a,, .  .  . ,  a^,,  ....  Les 
choses  ne  se  passent  pas  de  la  même  façon  pour  une  l'onction  ^(x) 
qui  grandit  indéGniment  ;  on  ne  peut  pas  en  approcher  par  une 
suite  de  fonctions  ^i{x)^  ?«(^)î  •••'?/»  Wî  •m  ^"^  jouent  le  même 
rôle  vis-à-vis  de  4>(j:)  que  les  nombres  aj,  a,, . .  .  vis-à-vis  de  A  ; 
il  existera  toujours  une  fonction  cp(j:)  telle  que,  si  loin  qu'on  s'a- 
vance dans  la  série  yi(j:),  cp,(j:),  .  .  . ,  on  n'y  puisse  trouver  aucune 
fonction  dont  l'infini  soit  situé  entre  celui  de  4>(x)  et  celui 
de^(x). 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  est  particulièrement  consacrée 

à  l'intégrale  l    f[ct)da^  la  fonction  y( a)  devenant  infinie  sans 

maxima  ni  minima  pour  a  =:  o.  L'auteur  démontre  qu'il  est  im- 
possible de  trouver  aucune  fonction  qui  marque  la  limite  de  cette 
intégrale. 


»«4 


FRISCHAUF  (D*"  J.),  Professer  an  der  Universitat  zu  Graz.  —  Eléments 
OER  Géométrie.  2.  Auflage.  —  Leipzig,  Teubner,  1877.  i  vol.  in-8°,  vni- 
164  (>ages. 

Le  plan  de  cet  Ouvrage  diflerede  celui  qu'ont  adopté  jusqu'ici  la 
plupart  des  auteurs.  M.  Frischauf  a  renoncé  à  la  division  habituelle 
àes  Eléments  de  Géométrie  enPlanimétrie,  Stéréométrie  et  Trigono- 
métrie. Dans  le  premier  des  cinq  Livres  qui  composent  son  Traité, 
il  prend  pour  point  de  départ  la  notion  de  la  distance  invariable 
de  deux  points,  au  moyen  de  laquelle,  à  l'exemple  de  Lobatchefsky, 
il  définit  d'abord  la  sphère,  puis  le  cercle,  intersection  de  deux 
sphères  égales  non  concentriques.  Il  établit  ensuite  l'existence  du 
plan,  lieu  des  cercles  intersections  de  deux  sphères  égales,  de  centres 
fixes  et  de  rayon  variable-,  puis  la  ligne  droite,  lieu  des  points  du 
plan  qui  restent  immobiles  dans  la  rotation  de  la  figure  autour  des 
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deux  points  qui  partagent  un  même  cercle  en  deux  parties  ëgales  : 
de  là  il  déduit  les  propriétés  fondamentales  du  plan  et  de  la  ligne 
droite. 

Il  expose  ensuite  Tusage  des  signes  4-  et  —  pour  distinguer  les 
directions  opposées  suivant  lesquelles  un  point  peut  parcourir  une 
droite,  ou  un  rayon  tourner  dans  un  plan  autour  d'un  point  fixe. 

Une  parallèle  est  déGnie  comme  la  position  limite  d'une  droite 
tournant  autour  d'un  point  fixe,  et  rencontrant  une  droite  fixe  à 
une  distance  infiniment  grande.  L'axiome  de  la  théorie  des  paral- 
lèles est  admis  comme  conduisant  à  des  résultats  en  accord  avec 
l'expérience. 

Le  reste  du  Livre  I  comprend  les  matières  suivantes  :  Définition 
de  l'angle  dièdre;  parallélisme  et  perpendiculàrîté  des  droites  et  des 
plans;  droites  concourantes;  projections. 

Le  Livre  II  est  consacré  à  l'étude  des  figures  les  plus  simples,  au 
point  de  vue  de  l'égalité  par  superposition,  de  la  symétrie  et  de 
l'équivalence,  en  commençant  par  le  triangle,  le  quadrilatère,  le 
cercle,  les  polyèdres  (pyramides,  prismes),  puis  terminant  par  le 
cône,  le  cylindre  et  la  sphère.  Toutes  les  propositions  vraiment 
essentielles,  relatives  à  ces  figures,  sont  démontrées  dans  une  cin- 
quantaine de  pfigcs. 

Le  Livre  III  traite  de  la  similitude  des  figures:  les  figures  semr 
blables  sont  déûnies  au  moyen  du  centre  de  similitude.  Puissance 
d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  ou  à  une  sphère,  centre  de  simi- 
litude des  cercles  et  des  sphères.  Pôles  et  polaires.  Contacts.  Pro- 
jection stéréographique. 

La  Trigonométrie,  qui  fait  le  sujet  du  quatrième  Livre,  est  di- 
visée en  Ganiométrie,  Trigonométrie  plane  et  Trigonométrie  sphé- 
rique.  Les  fonctions  trigonométriques  sont  définies  par  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  cercle  de  rayon  égal  a  l'unité. 

Le  cinquième  et  dernier  Livre  contient  la  Géométrie  métrique, 
et  donne  successivement  les  mesures  des  aires  et  des  volumes  des 
polygones,  des  polyèdres,  du  cercle,  du  cylindre  et  du  cône. 

L'Ouvrage  est  terminé  par  un  Appendice,  où  Tauteur  établit 
d'une  manière  élémentaire  les  développements  des  fonctions  trigo- 
nométriques en  séries. 

On  voit,  par  cet  aperçu  rapide,  que,  dans  son  mince  volume, 
M.  Frischauf  a  su  condenser  autant  de  matières  qu'en  contiennent 
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souvent  les  Traités  les  plus  volumineux,  rédigés  sous  la  forme  an- 
tique que  seuls  les  auteurs  de  livres  sur  la  Géométrie  élémentaire 
ont  tenu  à  conserver  depuis  Euclide,  quand  toutes  les  autres 
sciences  l'ont  abandonnée,  forme  plus  propre  à  soulager  la  mémoire 
qu'à  éclairer  Tintelligence,  et  dont  nous  félicitons  M.  Frischauf  de 
s'être  affranchi.  Partout  où  il  lui  a  été  possible  de  le  faire  sans 
s'écarter  de  son  cadre  élémentaire,  Tauteur  a  introduit  les  méthodes 
de  la  Géométrie  nouvelle,  à  l'étude  de  laquelle  son  Livre  oifre  une 
excellente  préparation .  J .  H . 


MÉLANGES. 

LE  VERRIER  ET  SON  ŒUVRE; 
Par  m.  caillot. 

Prononcer  ou  écrire  le  nom  de  Le  Verrier,  c'est  évoquer  immé- 
diatement, dans  l'esprit  de  l'auditeur  ou  du  lecteur,  le  souvenir  de 
la  plus  étonnante  découverte  dont  l'histoire  de  la  Science  fasse 
mention,  celle  de  la  planète  Neptune.  Tout  le  monde  connaît  le 
lait,  devenu  légendaire 5  mais  il  est  peu  de  personnes  qui  se  ren- 
dent un  compte  exact  des  circonstances  qui  l'ont  amené,  des  con- 
ditions dans  lesquelles  il  s'est  accompli^  moins  encore  peut-être  qui 
aient  une  idée  juste  du  caractère  scientifique  de  l'homme  et  de  la 
puissance  réelle  de  son  génie. 

Sans  parler  de  ceux  qui,  peu  familiarisés  avec  la  connaissance 
des  faits  astronomiques,  croient  à  la  rencontre  fortuite  de  la  pla- 
nète dans  le  champ  d'une  lunette,  il  en  est  beaucoup,  même  parmi 
les  gens  relativement  instruits,  qui  en  attribuent  la  découverte  à 
une  espèce  d'intuition,  à  un  éclair  de  génie  venant  subitement  illu- 
miner l'esprit  de  son  auteur  et  lui  dévoiler  les  secrets  de  l'espace. 
Ceux-là  sans  doute  ont  de  l'illustre  astronome  une  idée  plus  haute 
et  plus  proche  de  la  vérité^  mais,  ne  connaissant  guère  de  sa  car- 
rière scientîGque  que  le  résultat  brillant  de  ses  premiers  travaux, 
ils  soupçonnent  à  peine  l'existence  des  recherches  difficiles  et  déli- 
cates par  lesquelles  il  s'est  à  l'avance  mis  à  la  hauteur  de  son 
succès,  si  éclatant  qu'il  soit^  ils  ne  connaissent  guère  plus  l'oeuvre 
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grandiose  qui  l'impose  k  l'admiration  de  la  postérité,  autant  et  plus 
peut-être  que  la  découverte  de  Neptune. 

Il  existe  en  effet  un  monument  scientifique  à  l'édification  duquel 
Le  Verrier  a  consacré  toute  sa  vie,  et  qui,  le  plaçant  sans  conteste 
au  premier  rang  des  maîtres  de  l'Astronomie,  portera,  à  travers  les 
âges,  le  témoignage  de  son  énergie  scientifique,  de  la  justesse  et  de 
la  hauteur  de  ses  conceptions,  de  sa  connaissance  profonde  des 
questions  astronomiques.  Ce  monument,  produit  de  quarante 
années  d'uu  travail  acharné  mis  au  service  d'une  intelligence  hors 
ligne,  et  dont  chaque  partie  prise  isolément  suffirait  à  établir  la 
réputation  d'un  astronome,  c'est  la  Théorie  analytique  du  moui^e^ 
rnerit  de  toutes  les  planètes  principales  du  système  solaire. 

Intimement  mêlé  à  l'exécution  de  cet  immense  travail,  chargé 
par  l'auteur,  mon  illustre  maitre,  d'en  assurer  le  complet  achève- 
ment, j'ai  été  sollicité  d'en  écrire  l'histoire.  J'ai  accepté,  après 
quelque  hésitation,  le  rôle  difficile  qui  m'était  imposé,  convaincu 
que  si  je  restais  inférieur  à  ma  mission,  la  gloire  de  Le  Verrier  était 
trop  bien  établie  pour  qu'elle  put  en  recevoir  aucune  atteinte. 

Je  n'ai  point  l'intention  d'énumérer  ici  et  d'étudier  en  détail 
les  travaux  de  Le  Verrier  :  je  ne  pourrais,  pour  être  vrai,  que 
copier  la  si  remarquable  monographie  que  M.  Tisserand  en  a  faite 
dans  la  Revue  scientifique.  J'essayerai  seulement  de  donner  une 
vue  d'ensemble  de  l'œuvre  principale,  m'efforçant  d'en  mettre  en 
lumière  les  parties  les  plus  saillantes. 

Laplace,  dans  sa  Mécanique  céleste,  avait  développé  analyti- 
quement  les  conséquences  du  principe  de  la  gravitation  universelle, 
découvert  par  Newton,  et  donné  les  moyens  de  déterminer  le 
mouvement  des  astres  en  tenant  compte  de  leurs  actions  mutuelles. 
Des  Tables,  fondées  sur  le  même  principe,  avaient  été  construites , 
qui  devaient  prévoir  et  régler  le  mouvement  des  diverses  planètes. 
Delambre,  Carlini  et  Bessel  avaient  étudié  le  mouvement  du 
Soleil;  Lindenau  celui  de  Mercui^e,  de  Vénus  et  de  Mars;  et  enfin 
Bouvard ,  appliquant  les  formules  de  Laplace ,  avait  calculé  les 
Tables  de  Jupiter,  de  Saturne  et  d'Uranus. 

La  comparaison  des  observations  avec  les  positions  prévues  par 
ces  diverses  Tables  paraissait  confirmer  à  la  fois  la  justesse  de  la 
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conception  de  Newton  et  des  conséquences  que  les  géomètres , 
Laplace  à  leur  tète,  en  avaient  déduites.  Uranus  seul  semblait  se 
dérober  à  la  loi  générale,  les  irrégularités  apparentes  de  sa  marche 
étant  trop  considérables  pour  qu'il  fût  possible  de  les  attribuer  aux 
incertitudes  des  observations. 

Le  Verrier,  dont  les  puissantes  aptitudes  mathématiques  s'étaient 
développées  par  la  lecture  et  la  méditation  de  Laplace,  et  forti- 
fiées par  Texamen  des  points  les  plus  délicats  de  l'Astronomie, 
se  décide  à  aborder  l'étude  de  la  difficile  question  qui  préoccupait 
alors  les  géomètres  et  les  astronomes. 

U  vérifie  d'abord  les  calculs  de  Bouvard,  les  rectifie,  et  finale- 
ment confirme  l'existence  réelle  des  irrégularités  signalées  dans  le 
mouvement  d 'Uranus. 

Convaincu  de  l'exactitude  absolue  de  la  théorie  newtonienne, 
il  n'hésite  pas  à  attribuer  à  l'action  d'un  corps  inconnu  ces  per- 
turbations inexpliquées,  et  par  la  seule  force  de  l'Analyse  mathé- 
matique il  resserre  tellement,  dans  l'immensité  de  l'espace,  les 
limites  du  lieu  où  se  cache  la  planète  perturbatrice,  qu'aussitôt 
signalée  elle  est  découverte. 

Presque  en  même  temps,  un  savant  anglais,  M.  Âdams,  partant 
des  mêmes  idées  que  Le  Verrier,  arrivait  à  un  résultat  semblable. 
Des  discussions  plus  passionnées  qu'impartiales  se  sont  élevées 
autrefois  au  sujet  de  la  priorité  de  la  découverte  et  de  l'indé- 
pendance relative  des  recherches;  aujourd'hui  la  question  est 
résolue  :  à  chacun  revient  le  mérite  intégral  de  son  travail.  Nous 
pouvons  ajouter  que  la  mutuelle  estime  dont  se  sont  toujours  ho- 
norés les  deux  illustres  savants  prouve  qu'eux  du  moins  savaient  se 
rendre  justice. 

Mais  c'est  h  Le  Verrier  seul  qu'est  due  la  découverte  de  la  pla- 
nète :  c'est  d'après  ses  indications  qu'elle  a  été  cherchée  et  vue, 
pour  la  première  fois,  à  Berlin,  par  M.  Galle,  le  aS  septembre  1846. 
Il  y  a  là  un  fait  établi  d'une  manière  absolue  et  sans  aucune  con- 
testation  possible. 

La  découverte  de  Neptune  venait  de  fournir  une  preuve  écla- 
tante de  l'exactitude  du  principe  newtonien  de  la  gravitation  uni- 
verselle. Pourtant  il  pouvait  encore  subsister,  pour  les  esprits  réel- 
lement mathématiques,  certains  doutes  qu'il  importait  d'éclaircir. 
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Si  la  grandeur  relative  des  écarts  entre  la  théorie  et  Tobserva- 
tîon  d'Uranus  avait  appelé  spécialement  Tatteution  des  astro- 
nomes et  des  géomètres,  il  existait  en  réalité,  pour  toutes  les 
planètes,  des  discordances  qui,  pour  être  bien  plus  faibles,  n'en 
paraissaient  pas  moins  dépasser  les  limites  des  incertitudes  admis- 
sibles dans  les  observations. 

Dès  i83o,  Bessel,  préoccupé  de  cette  question,  signalait  Furgence 
de  la  résoudre,  énumérant,  dans  la  préface  des  Tabulée  Regio^ 
montanœ,  les  causes  probables  des  discordances  signalées. 

«  Elles  doivent  être  attribuées ,  »  dit-il,  «  ou  à  la  manière  de 
réduire  les  observations,  ou  aux  Tables  qui,  par  suite  d'erreurs  soit 
dans  la  valeur  des  éléments  ou  des  masses  troublantes,  soit  dans 
les  formules  qui  servent  au  calcul  des  perturbations,  ne  sont  peut- 
être  pas  suffisamment  précises,  ou  bien  elles  signifient  qu'il  existe 
des  causes  obscures,  troublant  le  mouvement ^  et  que  la  théorie  n'a 
pu  encore  dévoiler.  » 

La  méditation  de  ce  passage  de  Bessel  parait  avoir  exercé  une 
influence  décisive  sur  Tesprit  de  Le  Verrier,  et  tracé  la  voie 
scientifique  dans  laquelle  il  allait  définitivement  s'engager. 

Examiner  scrupuleusement  la  réduction  des  observations  (*); 
déterminer  aussi  rigoureusement  qu'il  est  nécessaire  la  valeur  des 
masses  perturbatrices  et  des  éléments  elliptiques  des  orbites 
planétaires  \  reprendre  les  formules  de  la  Mécanique  céleste,  en 
pousser  le  développement  aux  dernières  limites  qu'il  est  matériel- 
lement possible  d'atteindre  ^  et,  si  cela  ne  suffit  pas  pour  arriver 
à  un  accord  satisfaisant  entre  la  théorie  et  l'observation,  recher- 
cher les  causes  obscures,  troublant  le  mouvement,  et  que  la 
théorie  na  pu  encore  déi^oiler,  tel  est  le  résumé  du  travail  réel- 


(')  La  source  principale  à  laquelle  a  pu  puiser  Le  Verrier,  pour  la  comparaison 
de  ses  Tables  avec  l'observation,  c'est  la  publication,  due  à  M.  Airy,  des  observations 
du  Soleil  et  des  planètes  faites  à  Greenwich  depuis  Bradley  jusqu'en  i83o  et  depuis 
i836  jusqu'à  nos  jours. 

Peu  de  temps  avant  sa  mort,  il  en  exprimait  toute  sa  gratitude  à  son  illustre  col- 
lègue, lui  afGrmant  l'impossibilité  où  il  se  serait  trouvé  de  terminer  sa  tâche,  si, 
manquant  de  ce  secours,  il  eût  été  forcé  de  refaire  toutes  les  réductions. 

Un  autre  savant  anglais  auquel  Le  Verrier  aimait  à  témoigner  sa  reconnaissance, 
c'est  M.  Hind,  qui  a  toujours  montré  le  plus  grand  empressement  à  mettre  ses  tra- 
vaux en  lumière,  en  leur  empruntant,  dès  leur  apparition,  les  éléments  nécessaires 
aux  calculs  du  Nautical  Alnuuioc,  dont  ce  savant  est  l'éminent  directeur. 


MÉLANGES.  33 

lement  gigantesque  que  s'est  imposé  celui  que  l'illustre  Astro- 
nome Royal  d'Angleterre,  M.  Airy,  a  si  justement  appelé  le  scien- 
tific  giant  de  notre  époque. 

Toutes  les  parties  de  cet  immense  travail  ont  été  publiées  dans 
les  Annales  de  l'Observatoire  de  Paris  :  Tordre  de  leur  publi- 
cation sera  celui  que  nous  suivrons  dans  leur  examen;  s'il  n'est 
pas  en  tout  point  conforme  à  Tordre  chronologique  de  leur  com- 
mencement d'exécution,  il  Test,  et  c'est  là  l'essentiel,  à  celui  de 
leur  dernière  révision. 

Les  premiers  travaux  sont  purement  théoriques.  Le  calcul  de 
toutes  les  perturbations  planétaires  dépend  d'une  expression, 
unique  dans  la  forme,  variable  seulement  par  la  grandeur  des  élé- 
ments qu'elle  comprend.  Cette  expression ,  que  Ton  appelle  la 
Jonction  perturbatrice,  ne  peut  se  soumettre  aux  nécessités  de 
l'Analyse  qu'autant  qu'elle  a  été  développée  en  séries  convergentes 
auxquelles  soient  applicables  les  procédés  connus  de  l'intégration. 

Après  un  admirable  exposé  de  toutes  les  connaissances  indis- 
pensables, ou  simplement  utiles  à  ceux  qui  veulent  aborder  l'étude 
de  l'Astronomie  mathématique,  Le  Verrier  donne  le  développement 
analytique  complet  de  la  fonction  perturbatrice,  le  poussant  jus- 
qu'aux termes  du  septième  degré  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons  mutuelles  des  orbites,  et  jusqu'aux  termes  du 
second  ordre,  relativement  aux  masses. 

Ce  développement  comprend  deux  espèces  de  termes,  donnant, 
après  l'intégration,  les  uns  des  expressions  qui  vont  toujours  gran- 
dissant avec  le  temps;  les  autres  des  expressions  périodiques, 
reprenant  les  mêmes  valeurs  à  des  intervalles  égaux;  d'où  la  divi- 
sion des  perturbations  en  inégalités  séculaires  (  *  )  et  en  inégalités 
périodiques. 

Dans  un  Mémoire  extrêmement  remarquable,  Le  Verrier  étudie 
les  inégalités  séculaires,  et,  non  content  d'en  donner  l'expression 
pour  toutes  les  planètes,  il  examine  les  limites  qu'elles  peuvent 
atteindre.  Cette  question  des  limites,  qui  n'est  autre  que  celle  de  la 


(')  La  forme  soas  laquelle  se  présentent  les  inégalités  séculaires  est  due  aux  pro- 
cédés employés  dans  le  déreloppement  de  la  fonction  perturbatrice.  En  réalité  ce  sont 
des  inégalités  périodiques  qui  dépendent  d'angles  variant  avec  une  extrême  lenteur. 

Bull,  des  Sciences  mathém.y  i**  Série,  t.  H.  (Janvier  1878.)  3 
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stabilité  de  notre  système  planétaire,  il  la  résout  aussi  complète- 
ment qu'il  est  nécessaire  pour  démontrer  que,  sous  Taction  des 
causes  actuellement  connues,  les  orbites  des  planètes  principales 
ne  pourront  jamais  se  déformer  d'une  manière  notable,  en  tout 
cas  se  rapprocher  jamais  assez  pour  qu'il  en  puisse  résulter  quel- 
que bouleversement  du  monde  solaire. 

Ce  travail,  si  important  qu'il  soit,  n'est  qu'une  préparation  de 
l'œuvre  projetée  :  il  en  est  de  même  de  celui  qui  va  suivre. 

Le  mouvement  des  planètes  ne  peut  être  déterminé  pratique- 
ment qu'en  comparant  leurs  positions,  rapidement  variables,  à 
celles  d'un  certain  nombre  de  points  de  repère.  La  nature  ne 
pouvant  fournir  à  l'observateur  aucun  point  dont  la  situation  soit 
absolument  invariable,  on  a  choisi  pour  cet  objet  des  étoiles  dites 
fixes,  quoique  leur  position  change  en  réalité,  mais  d'une  ma- 
nière extrêmement  lente. 

Le  Verrier  détermine  avec  le  plus  grand  soin  les  places  succes- 
sivement occupées  dans  le  ciel  par  chacune  de  ces  étoiles,  tenant 
compte  des  changements  apparents  produits  par  le  déplacement 
de  la  Terre  et  par  les  variations  des  éléments  de  son  orbite,  ainsi 
que  du  mouvement  propre  à  chaque  étoile ,  ce  mouvement  étant 
déduit  d'observations  faites  à  des  époques  suffisamment  espacées. 

Tous  ses  préparatifs  sont  faits-,  l'heure  est  venue.  Plein  d'une 
foi  invincible  dans  l'infaillibilité  des  principes  qu'il  va  appliquer, 
soutenu  par  le  légitime  orgueil  d'un  premier  succès,  justement 
confiant  dans  la  puissance  de  son  génie,  il  se  jette  audacieusement 
dans  la  lutte  acharnée  qu'il  est  résolu  d'entreprendre  contre  cha- 
cun des  mondes  qui  gravitent  autour  de  notre  Soleil.  U  faudra  que, 
l'un  après  l'autre,  ils  soumettent  leurs  mouvements  aux  lois  qu'il 
va  leur  imposer,  ou,  s'ils  résistent,  qu'ils  lui  révèlent  les  causes 
cachées  de  leurs  écarts. 

Mais,  avant  tout,  il  lui  importe  de  connaître  parfaitement  la 
place  qu'occupe,  dans  l'espace,  l'observateur  auquel  est  dévolu  le 
soin  de  vérifier  son  travail  :  la  situation  de  cet  observateur  est  en 
effet  un  des  éléments  nécessaires  à  la  bonne  réduction  des  observa- 
tions \  c'est  donc  par  la  théorie  du  mouvement  de  la  Terre  que  va 
débuter  Le  Verrier.  Cette  théorie,  qui  n'est  autre  que  celle  du 
mouvement  apparent  du  Soleil^  lui  montre  déjà,  comparée  à  l'ob- 
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servation,  que  la  masse  attribuée  à  la  Terre  est  trop  faible,  qu'il 
en  est  de  même  de  la  parallaxe  solaire,  c'est-à-dire  de  l'angle  sous 
lequel  le  rayon  terrestre  est  vu  du  centre  du  Soleil.  Elle  lui 
apprend  encore  que  la  masse  adoptée  pour  la  planète  Mars  doit 
être  sensiblement  diminuée. 

La  théorie  du  mouvement  de  Mercure  vient  ensuite  :  un  pre- 
mier travail,  fait  en  i843,  est  complètement  revu  et  mis  en  har- 
monie avec  les  données  nouvelles  dont  dispose  Le  Verrier.  Cette 
fois  il  acquiert  la  certitude  que  Taccord  eutye  la  théorie  et  l'obser- 
vation ne  sera  obtenu  qu'en  attribuant  au  mouvement  du  péri- 
hélie une  accélération  dont  la  cause  ne  peut ,  il  le  prouve,  être 
attribuée  à  l'influence  d'aucune  des  planètes  connues.  Alors  il 
aflQrme  hardiment  la  présence  d'un  ou  de  plusieurs  corps  de  faible 
masse,  circulant  entre  Mercure  et  le  Soleil,  et  dont  l'action  produit 
l'accélération  constatée. 

Si  cette  affirmation,  dont  l'exactitude  n'est  plus  guère  mise  en 
doute  par  personne,  n'a  pu  encore  être  vérifiée,  on  peut  admettre 
que  cela  tient  à  la  difficulté  d'observer  de  très-petits  astres  con- 
stamment noyés  dans  les  rayons  du  Soleil.  Et  d'ailleurs,  des  obser- 
vations de  corpuscules  passant  sur  le  disque  solaire  ont  souvent  été 
faites  depuis  moins  d'un  siècle.  Sans  ajouter  une  foi  absolue  à 
l'exactitude  de  chacune  d'elles,  il  est  difficile  d'admettre  qu'il  n'y 
en  ait  pas  un  certain  nombre  de  réelles.  A  la  fin  de  sa  carrière. 
Le  Verrier  arrivait  à  rattacher  cinq  de  ces  observations,  et  même 
six,  selon  une  remarque  de  M.  Hiud,  à  une  orbite  commune,  satis- 
faisant aux  conditions  imposées  par  les  lois  du  mouvement  de 
Mercure. 

La  théorie  du  mouvement  de  Vénus  ne  présente  aucune  diflSi- 
culté  :  la  comparaison  des  positions  calculées  aux  positions 
observées  confirme  les  premiers  résultats  obtenus,  relativement 
à  l'existence  probable  de  petits  corps  circulant  entre  Mercure  et  le 
Soleil,  relativement  aussi  à  l'augmentation  nécessaire  des  valeurs 
attribuées  à  la  masse  terrestre  et  à  la  parallaxe  solaire.  Elle  montre 
encore  la  nécessité  de  réduire  considérablement  la  masse  adoptée 
pour  Mercure. 

Enfin  l'étude  du  mouvement  théorique  de  Mars  et  la  constata- 
tion des  conditions  auxquelles  est  subordonné  l'accord  entre  le 
calcul  et  l'observation  établissent  définitivement  l'exactitude  des 

3. 
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résultats   acquis  précédemment,   les  uns  se   trouvant  confirmés 
directement,  les  autres  comme  conséquence  des  premiers. 

Les  quatre  planètes  les  plus  voisines  du  Soleil  forment  un 
groupe  naturel,  dont  les  composantes  sont  dans  une  dépendance 
telle,  au  point  de  vue  du  mouvement,  qu'on  ne  peut  guère  déduire 
de  conséquence  définitive  de  Tétude  isolée  du  mouvement  de  Tune 
quelconque  d'entre  elles. 

En  efiet,  une  variation,  même  relativement  faible,  dans  les 
valeurs  attribuées  à  la  masse  ou  aux  éléments  de  l'orbite  de  l'une 
de  ces  planètes,  peut  afiecter  sensiblement  les  résultats  obtenus 
par  l'examen  séparé  du  mouvement  des  trois  autres,  et  par  suite 
modifier  les  conclusions  auxquelles  on  s'était  peut-être  prématu- 
rément arrêté. 

Mais  l'étude  ultérieure  du  mouvement  des  planètes  plus  éloi- 
gnées du  Soleil  ne  pourra  plus  motiver  aucun  changement  dans 
ces  conclusions  ;  car  les  incertitudes  qui  pourraient ,  de  ce  chef, 
affecter  le  résultat  des  premières  recherches,  ne  tiendraient  qu'aux 
erreurs  des  valeurs  attribuées  aux  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
Or  la  masse  de  Jupiter  a  été  déterminée  avec  précision  par  la  con- 
sidération du  mouvement  des  satellites  de  cette  planète,  et  celle  de 
Saturne  avec  une  exactitude  suffisante  par  Tétude  des  perturba- 
tions de  Jupiter;  les  erreurs  encore  possibles  sur  ces  deux  don- 
nées sont  certainement  trop  faibles  pour  avoir  une  influence  sen- 
sible sur  le  calcul  des  perturbations  des  planètes  intérieures. 

Nous  pouvons  donc  dès  maintenant  présenter  avec  assurance 
les  résultats  obtenus  dans  la  première  partie  de  l'œuvre  de 
Le  Verrier. 

Des  Tables  d'une  précision  supérieure  ont  été  construites,  qui 
permettent  de  calculer  à  l'avance  les  positions  du  Soleil,  de  Mer- 
cure, de  Vénus  et  de  Mars. 

Des  conséquences  importantes,  et  dont  l'énumération  suit,  ont 
été  déduites  de  la  comparaison  de  la  théorie  aux  observations. 

i^  n  est  très-probable  qu'un  ou  plusieurs  petits  corps  circulent 
entre  Mercure  et  le  Soleil . 

a°  La  masse  primitivement  attribuée  à  Mercure  doit  être  consi- 
dérablement diminuée,  des  deux  cinquièmes  environ  de  sa  valeur; 
toutefois  une  grande  indécision  s'attache  encore  au  résultat  obtenu. 


MÉLANGES.  37 

La  masse  attribuée  autrefois  à  Vénus  doit  être  également  dimi- 
nuée, mais  d'une  quantité  beaucoup  moindre^  un  quarantième 
environ  de  sa  valeur. 

Enfin,  pour  la  Terre  et  Mars,  la  correction  de  la  masse  redevient 
plus  considérable  :  à  peu  près  un  dixième  en  plus  pour  la  Terre, 
un  dixième  en  moins  pour  Mars  (^). 

3®  La  parallaxe  solaire  doit  être  augmentée  :  8'',9  au  lieu  de 
8^,6  ('),  et  par  suite  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil  diminuée 
dans  les  mêmes  proportions. 

Douze  ans  se  sont  écoulés  entre  la  publication  des  Tables  de 
Mars  et  Tapparition  de  la  théorie  des  mouvements  de  Jupiter  et 
de  Saturne.  Des  causes  qui  ont  amené  cette  interruption  nous  ne 
voulons  retenir  que  celles  qui  ont  un  caractère  exclusivement  scien- 
tifique^ nous  nous  contenterons  d'ailleurs  de  les  énumércr  succinc- 
tement et  dans  le  seul  but  de  constater  qu'il  n'existe  point  de  la- 
cune dans  la  vie  scientifique  active  de  Le  Verrier  :  la  tombe  seule 
a  pu  lui  imposer  le  repos  qu'il  s'est  impitoyablement  refusé  dans 
tout  le  cours  de  son  existence. 

Nous  citerons  donc,  sans  appréciation  aucune,  la  vigoureuse  et 
féconde  impidsion  donnée  aux  études  météorologiques  *,  la  consti- 
tution du  service  de  la  prévision  du  temps,  avec  ses  applications 
pratiques  ^  une  remarquable  étude  sur  un  essaim  d'étoiles  filantes  \ 
enfin  la  fondation  de  V Association  Scientifique  de  France,  des- 
tinée, à  son  début  surtout,  à  favoriser  et  à  étendre  le  mouvement 
météorologique. 

Ceux-là  qui  l'ont  vu  à  l'œuvre  peuvent  seuls  savoir  quelle  pro- 
digieuse activité,  quelle  ténacité  énergique  il  déploya  pour  assurer 
le  succès  de  ces  diverses  créations.  Et  pourtant,  malgré  les  soins 
incessants  qu'il  leur  consacrait,  malgré  les  soucis  que  lui  causaient 


(*)  La  découverte  des  satellites  de  Mars  et  Tétude  de  leur  mouTement  ont  confirmé 
l'eiactitude  suffisante  de  la  valeur  attribuée  définitivement  par  Le  Verrier  à  la  masse 
de  la  planète. 

(*)  La  détermination  de  la  parallaxe  solaire,  déduite  de  la  mesure  directe  de  la 
vitesse  de  la  lumière,  donne  la  même  valeur.  Cela  résulte  des  expériences  de  M.  Fou- 
cault et  de  celles,  plus  récentes,  de  M.  Cornu  appliquant  les  procédés  de  M.  Fizeau. 

11  en  est  de  même  de  l'observation  du  dernier  passage  de  Vénus  sur  le  disque  du 
Soleil. 
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les  dissensions  intestines  qui  troublaient  TObservatoire,  les  luttes, 
administratives  et  scientifiques,  qu'il  avait  à  soutenir,  il  n'oubliait 
point  qu'il  lui  restait  à  terminer  une  partie  importante,  la  plus 
importante  peut-être,  de  la  tache  qu'il  s'était  imposée. 

Vaincu  dans  la  lutte  administrative ,  fatigué ,  malade ,  mais 
jamais  abattu,  il  revient  avec  Tardeur  passionnée  du  début  a  son 
travail  de  prédilection. 

En  1873,  il  présente  à  TÂcadémie  des  Sciences  la  théorie  ana- 
Ijtique  complète  des  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Dès 
cette  époque,  il  ne  se  fait  aucune  illusion  sur  les  difficultés  qu'il 
▼a  rencontrer,  lorsqu'il  aura  à  comparer  et  à  faire  concorder  la 
théorie  avec  les  observations.  Aussi  prend-il  les  précautions  les 
plus  minutieuses,  revoyant  toutes  les  formules  générales,  poussant 
^  développement  des  inégalités  séculaires  jusqu'aux  termes  du 
quatrième  ordre  relativement  aux  masses,  celui  des  termes  pério- 
diques jusqu'au  second  ordre,  ne  négligeant  que  ceux  dont  le 
eoeflkrient  est  inférieur  à  un  centième  de  seconde  d'arc. 

Les  Tables  du  mouvement  de  Jupiter,  comparées  à  l'observation, 
présentent  un  accord  aussi  satisfaisant  que  possible,  à  la  condition 
toutefois  de  diminuer  d'un  cinq -centième  la  valeur  attribuée  pré- 
cédemment à  la  masse  de  Saturne. 

Mais  l'étude  de  cette  dernière  planète  présente  plus  de  difficulté. 
Dans  la  comparaison  des  positions  calculées  aux  positions  observées, 
,il  fe  manifeste  des  écarts  assez  considérables,  qui  jettent  un  doute 
dans  l'esprit  de  Le  Verrier.  La  théorie  serait-elle  moins  parfaite 
qu'il  ne  l'a  cru?  Les  termes  du  second  ordre,  qu'il  a  négligés  en 
mmiffr  ronsidérable,  à  cause  de  la  petitesse  des  coefficients,  don- 
iMTaient'iU  à  certaines  époques  une  somme  sensible  ?  Pour  loi,  se 
M^f%^  d/;  UL'Iles  questions,  c'est  s'imposer  l'obligation  de  les  résou- 
ïjè  roéthoile  d'interpolation  va  lui  en  fournir  le  mojen. 

AAttU'XVèïït  ses  Tables  primitives  comme  une  approinmatico  très- 
i$:^nUi  jKiur  l'objet  spécial  qu'il  a  en  vue,  il  prend,  poor  une 
f^oltsûon  entière  de  Saturne,  seize  positions  correspondant  a  seîae 
iui^^r^Mtr%  égaux  de  la  longitude  moyenne;  pour  une  févohition 
é^ti^e  A*t  Jupiter,  trente-deux  positions  de  cette  planète  déter- 
mU»^%  d/;  la  mitma  manière. 

4 yptsêhiuzfîi  chaque  position  de  Saturne  avec  les  trmtC'^evx  de 
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Jupiter,  il  détermine,  pour  chaque  combinaison,  les  lieux  ellipti- 
ques des  deux  planètes  qu'il  corrige  ensuite  des  perturbations  dues 
à  leur  action  mutuelle. 

Cela  fait,  il  calcule,  pour  l'orbite  de  Saturne,  les  valeurs  numé- 
riques totales  des  dérivées  des  éléments  dans  les  cinq  cent  douze 
combinaisons  obtenues,  ces  valeurs  étant  fournies  par  des  fonc- 
tions de  forme  finie;  puis,  par  une  double  interpolation,  il  arrive 
à  représenter  ces  dérivées  d'une  manière  continue,  pour  toutes  les 
positions  possibles  de  Saturne  sur  son  orbite,  combinées  avec 
toutes  les  positions  possibles  de  Jupiter  sur  la  sienne. 

Les  expressions  qu'il  obtient  ainsi  sont,  indépendamment  des 
coefficients  numériques,  des  produits  de  lignes  trigonométriques, 
ayant  pour  arguments  des  fonctions  explicites  du  temps  \  il  décom- 
pose aisément  ces  produits  en  sommes  dont  l'intégration  ne  pré- 
sente aucune  difficulté. 

Cette  méthode,  qui  repose  sur  l'usage  des  formules  d'interpo- 
lation données  dans  le  tome  I*'  des  Annales  de  l' Observatoire,  est 
longue  et  pénible;  mais  elle  présente  l'avantage  d'éviter  l'emploi 
des  séries,  emploi  qui  a  pour  conséquence  forcée  la  suppression 
d'une  infinité  de  petits  termes  dont  il  est  souvent  difficile  de  déter- 
miner exactement  l'influence  totale. 

Les  résultats  obtenus  ainsi  diflerent  peu  de  ceux  que  l'Analyse 
avait  fournis.  Le  Verrier  est  donc  rassuré  sur  l'exactitude  de  son 
travail  primitif.  Toutefois  un  changement  dans  les  termes  sécu- 
laires de  l'excentricité  et  du  périhélie  lui  permet  déjà  de  repré- 
senter plus  exactement  les  observations  de  Bradley. 

Mais  les  écarts  restent  encore  considérables.  A  quelle  cause  doi- 
vent-ils être  attribués  ?  Si  le  temps  n'eût  fait  défaut  à  Le  Verrier, 
nous  ne  doutons  point  qu'il  n'eût  élucidé  cette  question.  Malheu- 
reusement, à  cette  époque,  la  maladie  qui  le  minait  depuis  long- 
temps commençait  à  prendre  le  caractère  le  plus  inquiétant.  11  le 
sentait,  et,  voulant  terminer  la  théorie  des  mouvements  d'Uranus 
et  de  Neptune,  il  dut  se  résigner  à  laisser  aux  géomètres  futurs  le 
soin  de  résoudre  cette  difficulté. 

Mentionnons  ici  que  l'un  des  résultats  obtenus  par  la  méthode 
d'interpolation  avait  fait  naître  dans  son  esprit  des  doutes  sur 
l'exactitude  absolue  du  principe  relatif  à  l'invariabilité  des  grands 
axes.  M.  Tisserand,  dans  un  remarquable  Mémoire,  a  démontré 
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clairement,  ce  qui  n'avait  pas  encore  été  fait,  que  ce  principe  est 
vrai  pour  les  termes  du  premier  et  du  second  ordre;  mais  un 
jeune  géomètre,  M.  Spiru  Haretu,  vient  dç  prouver  qu'il  n'en  est 
plus  de  même  pour  les  termes  d'ordre  supérieur. 

La  théorie  du  mouvement  d'Uranus,  la  comparaison  des  posi- 
tions calculées  aux  positions  observées,  la  rectification  des  élé- 
ments elliptiques,  la  construction  des  Tables  définitives,  n'ont 
présenté  de  difficulté  que  la  difficulté  relative  à  un  changement 
considérable  de  la  valeur  primitive  attribuée  à  la  masse  de  Nep- 
tune, qui  a  dû  être  diminuée  d'un  quart  environ. 

Revenu  à  l'extrême  limite  connue  du  monde  solaire,  au  point  où 
il  a  livré  sa  première  bataille  et  remporté  sa  plus  éclatante  vic- 
toire, Le  Verrier  aborde  la  théorie  de  Neptune  avec  le  vague  espoir 
que  cet  astre  pourra,  sentinelle  avancée,  lui  signaler  le  passage 
de  quelque  planète  encore  plus  éloignée.  Mais  Neptune,  sorti 
depuis  trop  peu  de  temps  de  l'engourdissement  mille  fois  séculaire 
auquel  il  l'a  naguère  arraché,  ne  peut  encore  démêler  et  lui  révéler 
le  secret  de  toutes  les  impulsions  auxquelles  sa  marche  est  sou- 
mise. La  comparaison  de  la  théorie  aux  observations  ne  laisse 
subsister,  après  la  rectification  des  éléments,  aucun  écart  assez 
bien  établi  et  assez  persistant  pour  servir  de  base  à  une  recherche. 

Le  Verrier  a  accompli  sa  glorieuse  mission,  sa  tache  est  finie. 
11  meurt.  Mais  son  génie  anime  toujours  son  œuvre  :  gardien  vigi- 
lant et  sévère  de  la  régularité  du  mouvement  des  astres,  il  en 
signalera  impitoyablement  les  moindres  écarts  aux  astronomes 
futurs.  Ceux-ci,  avertis  par  lui,  feront  bien  de  méditer  cette 
maxime  qu'il  répétait  avec  une  conviction  profonde  et  qu'il  a  si 
pleinement  justifiée  : 

«  Tout  écart  révèle  une  cause  inconnue  et  peut  être  la  source 
d^une  découverte.  » 


•^4i 
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ESSAI  D'UNE  THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE  DES  POLAIRES  INCLINÉES; 

Pau  Ed.  DEWULF, 
Commandant  du  Génie. 


PREMIEKE   PARTIE. 

I.  Dans  un  travail  inséré  aux  Noui^elles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, nous  avons  désigné  sous  le  nom  de  polaire  inclinée  d'un 
point  P,  par  rapport  à  une  courbe  C„  d'ordre  /z,  une  autre  courbe 
d'ordre  n  passant  par  les  points  M  de  C«,  qui  sont  tels  que  la  tan- 
gente en  M  à  C«  fait  un  angle  constant  a  avec  le  rayon  PM,  et  nous 
avons  démontré  quelques  propriétés  de  ces  courbes  par  l'Ana- 
lyse (*).  Nous  nous  proposons  aujourd'hui  de  reprendre  cette  étude 
par  la  Géométrie  pure  et  de  la  compléter. 

Dans  ce  but,  nous  allons  donner  une  nouvelle  définition  des 
polaires  inclinées,  qui  aura  sur  l'ancienne  l'avantage  d'expliquer 
la  propriété  essentielle  de  chacun  des  points  de  ces  courbes  ;  nous 
dirons  que  la  polaire  inclinée  d'un  point  P,  par  rapport  à  une 
courbe  algébrique  C,  est  le  lieu  géométrique  d'un  point  M,  tel 
que  la  droite  polaire  ordinaire  de  M,  par  rapport  à  C,  fait  un 
angle  constant  a  avec  le  rayon  PM. 

La  droite  polaire  ordinaire  d'un  point  de  C  étant  la  tangente 
en  ce  point  à  cette  courbe,  on  voit  aisément  que  cette  définition 
comprend  celle  que  nous  avons  donnée  précédemment. 

Il  faut  observer  que  la  polaire  inclinée  d'un  point  par  rapport  à 
une  courbe,  dans  le  cas  où  a  =  o,  ne  se  confond  pas,  en  général, 
avec  la  polaire  ordinaire  de  ce  point.  Ainsi,  la  polaire  inclinée  d'un 
point  P,  par  rapport  à  une  circonférence  dont  le  centre  est  O,  dans 
le  cas  où  a  =  o,  est  la  circonférence  décrite  sur  PO  comme  dia- 
mètre, tandis  que  la  polaire  ordinaire  du  même  point  P  est  la 
corde  de  contact  des  tangentes  à  la  circonférence  issues  de  ce  point. 

Il  semble  résulter  de  là  que  le  nom  de  polaire  inclinée  donné 
aux  courbes  dont  l'étude  fait  l'objet  de  cet  essai  est  impropre, 
parce  qu'il  indique  une  certaine  parenté  entre  ces  courbes  et  les 


(*)  Hùmr^kt  Annales  de  Mathématiques,  i'«  série,  t.  XVHI,  et  a*  série,  t.  XI.  Ce 
*       ■  ■«  '  ilo«es  erreurs. 
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polaires  ordinaires.  Nous  avons,  en  effet,  adopté  ce  nom  la  pre- 
mière fois  que  nous  nous  sommes  occupé  de  ces  courbes,  parce  que 
la  définition  que  nous  en  avions  donnée  alors  n'était  que  la  généra- 
lisation de  celle  des  polaires  ordinaires,  due  à  Bobillier  (  *  )  ^  et 
nous  avons  cru  pouvoir  le  conserver  aujourd'hui,  parce  que  la 
parenté,  qui  ne  saute  pas  aux  yeux  d'abord,  existe  cependant, 
ainsi  que  cela  ressortira  de  la  suite  de  cette  étude. 

II.  Soient  /  une  droite  quelconque  et  L  un  de  ses  points.  Les 
droites  qui  font  avec  PL  un  angle  a  (compté  toujours  dans  le 
même  sens  de  rotation)  déterminent,  sur  la  droite  i  de  l'infini,  un 
point  I.  Les  points  de  la  première  polaire  ordinaire  de  I,  par  rap- 
port à  C„,  jouissent  de  cette  propriété,  que  leurs  droites  polaires 
passent  toutes  en  I,  et  font,  par  conséquent,  avec  LP  l'angle  con- 
stant 0L\  cette  courbe  détermine  n  —  i  points  L'  sur  la  droite  /,  et, 
quand  le  point  L  parcourt  la  droite  /,  le  point  I  parcourt  la  droite  i, 
ses  premières  polaires  ordinaires  forment  un  faisceau  et  détermi- 
nent sur  /  une  involution  de  points  L^  Puisque  les  premières  po- 
laires des  points  de  i  forment  un  faisceau,  un  point  U  détermine 
une  des  courbes  de  ce  faisceau,  et,  par  suite,  le  pôle  I  de  cette 
courbe  et,  par  suite  encore.  Tunique  droite  passant  par  le  point  P 
qui  fait  un  angle  a  avec  la  direction  PI,  et  enfin  un  seul  point  L 
sur  la  droite  /.  Nous  avons  donc  sur  cette  droite  deux  séries 
de  points  L  et  L',  telles  qu'à  un  point  L  correspondent  n  —  i 
points  L',  et  qu'à  un  point  U  il  ne  correspond  qu'un  seul  point  L; 
il  y  a  71  coïncidences  des  points  L  et  L',  c'est-à-dire  n  points  L, 
tels  que  leur  droite  polaire,  par  rapport  à  C„,  fait  un  angle  con- 
stant a  avec  PL.  Donc  : 

La  polaire  inclinée  d'un  point  P,  par  rapport  à  une  courbe  C„, 
est  de  l'ordre  n. 

Il  résulte  de  là  que,  par  tout  point  P  du  plan  C„,  on  peut 
mener  n*  droites  qui  coupent  C„  sous  un  angle  ol, 

m.  Si  nous  faisons  passer  la  droite  /  par  un  point  base  O  du 
faisceau  des  premières  polaires  des  points  de  la  droite  de  l'infini, 
et  si  nous  répétons  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire,  nous 
voyons  que,  quels  que  soient  l'angle  a  et  le  point  P,  ce  point  O 
se  trouve  sur  la  polaire  inclinée.  Donc  : 

(*)  Annales  de  Gergonne,  t.  XVIIl,  p.  q53. 
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Quel  que  soit  l'angle  ol^  les  polaires  inclinées  de  tous  les  points 
du  plan  de  C«  passent  par  les  (/i  —  i)*  points  polaires  ordinaires 
de  la  droite  de  l'infini,  par  rapport  à  C„  { '  ) . 

On  voit  de  la  même  manière,  en  faisant  passer  la  droite  /  par 
le  pôle  P,  que  : 

La  polaire  inclinée  d'un  point  passe  par  ce  point  y  quel  que 
soit  l'angle  «  {*). 

Les  points  à  Tinfini  d'une  polaire  inclinée  se  déterminent  comme 
ceux  qui  sont  sur  une  droite  quelconque.  Soit  I  un  point  quel- 
conque de  la  droite  i  de  Tinfini;  la  direction  qui  fait  avec  PI  un 
angle  a  détermine  un  second  point  T,  et  la  première  polaire  de  V 
coupe  la  droite  i  en  n  —  i  points  F.  Mais  un  point  F  détermine 
une  courbe  du  faisceau  des  premières  polaires  des  points  de  i\  et, 
par  suite,  un  seul  point  T  et  un  seul  point  I.  Donc  à  un  point  I 
correspondent  n  —  i  points  F,  et  à  un  point  F  il  ne  correspond 
qu'un  seul  point  I.  Si  l'on  remarque,  en  outre,  que  la  position  du 
point  I  et,  par  suite,  celles  des  points  F  sont  indépendantes  de 
celle  de  P,  mais  que  la  position  de  F  et,  par  conséquent,  celle  de  F 
varient  avec  '»,  on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  polaires  inclinées  de  tous  les  points  du  plan  d'une  courbe  C„^ 
par  rapport  à  cette  courbe,  ont  les  mêmes  points  à  l'infini  quand 
a  est  constant;  mais  ce  groupe  de  n  points  varie  avec  a . 

On  peut  dire  aussi,  quand  a.  est  constant,  les  polaires  inclinées 
de  tous  les  points  du  plan  d'une  courbe  C„,  par  rapport  à  C„,  ont 
leurs  asymptotes  parallèles  ou  sont  homothétiques , 

Supposons  maintenant  que  le  pôle  P  passe  à  Tinfini,  et  nom- 
mons-le I.  Soient  toujours  /une  droite  quelconque  et  L  un  quel- 
conque de  ses  points  \  traçons  par  le  point  L  une  droite  qui  fasse 
un  angle  a  avec  LI  \  elle  détermine  sur  la  droite  i  de  l'infini  un 
nouveau  point  F,  et  ce  point  ne  varie  pas  avec  L  *,  tous  les  points  de 
la  première  polaire  ordinaire  du  point  V  appartiennent  donc  à  la 
polaire  inclinée  du  point  I.  Mais,  si  Ton  joint  le  point  I  à  un  point 
quelconque  It  de  la  droite  de  Tinfîni,  la  droite  polaire  de  I,  qui  a 


(*)  A  Tavenir,  quand  nous  dirons  pâle  ou  polaire,  il  s'agira  toujours  du  pôle  or- 
dinaire ou  de  la  polaire  ordinaire. 

(')  Ces  deux  corollaires  résultent  aussi  de  ce  que  les  droites  polaires  des  points  G 
sont  indéterminées,  et  de  ce  que  la  direction  du  rayon  PM  est  indéterminée  quand  M 
•e  confond  arec  P. 
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une  direction  déterminée,  pourra  être  considérée  comme  faisant 
avec  II  un  angle  a,  puisque  cette  dernière  direction  est  indéter- 
minée. Donc  : 

La  polaire  inclinée  d'un  point  de  V infini  se  compose  de  la 
polaire  ordinaire  d'un  autre  point  de  l'infini,  qui  varie  avec  a, 
et  de  la  droite  de  l'infini. 

On  voit  facilement  que,  quand  a  =  o,  /a  polaire  inclinée  d'un 
point  de  l'infini  se  compose  de  la  polaire  ordinaire  de  ce  point  et 
de  la  droite  de  l'infini. 

On  peut  réunir  en  un  seul  énoncé  les  divers  théorèmes  précé- 
dents : 

Les  polaires  inclinées,  par  rapport  à  une  courbe  C„,  de  tous  les 
points  du  plan  de  cette  courbe  situés  à  distance  finie  passent 
par  /i'  —  /i  -f- 1  points  fixes,  quand  l'angle  a  est  constant.  Ces 
points  sont  les  (n  —  i)*  points  polaires  de  la  droite  de  l'infini  et 
n  points  de  la  droite  de  l'infini.  Quand  a  varie ^  les  (/i  —  i)* 
points  polaires  de  la  droite  de  l'infini  seuls  restent  fixes.  Les 
polaires  inclinées  des  points  de  V infini  se  composent  de  la  droite 
de  l'infini  et  des  polaires  ordinaires  d'autres  points  de  l'infini, 
quand  a  a  une  valeur  quelconque  ;  mais,  quand  a  =  o,  elles  se 
composent  de  la  droite  de  l'infini  et  des  polaires  ordinaires  des 
mêmes  points, 

IV.  Soient  un  point  fixe  P,  une  courbe  C„  et  la  polaire  in- 
clinée Cj  de  P  par  rapport  à  C^.  Les  polaires  inclinées  Cj  forment 
un  faisceau,  quand  Tangle  a  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 
Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  qu'il  ne  passe  qu'une  seule 
de  ces  courbes  par  un  point  quelconque  donné  M,  Joignons  les 
points  P  et  M,  traçons  une  droite  PI,  qui  fasse  avec  PM  Tangle  a. 
Les  diverses  valeurs  de  a  donneront  successivement  tous  les  points  I 
de  la  droite  de  l'infini.  Or  les  premières  polaires  de  tous  ces  points 
formant  un  faisceau,  une  seule  de  ces  courbes  passe  par  M,  et,  par 
suite,  il  n'y  a  qu'une  seule  valeur  de  a  qui  donne  une  polaire  in- 
clinée passant  par  M.  Donc  : 

Les  polaires  inclinées  d'un  point  P,  par  rapport  à  une  courbe 
fixe  C„,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  oLj  Jorment  un  fai- 
sceau, 

V.  Soient  une  droite  p  et  une  courbe  C„.  Quand  le  pôle  P  par- 
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court  la  droite  p^  ses  polaires  inclinées  forment  un  faisceau  \  nous 
supposons,  bien  entendu,  a  constant.  En  effet,  la  direction  qui 
forme  un  angle  a  avec  p  détermine  un  point  I  de  i^  la  première 
polaire  de  I  coupe  p  en  n  —  i  points  O,  qui  appartiennent  évidem- 
ment tous  à  toutes  les  polaires  inclinées  en  question.  Ainsi,  si  nous 
prenons  un  point  P  de  /?,  sa  polaire  inclinée  par  rapport  à  C„  passe 
par  les  [n  —  i)'  points  polaires  de  la  droite  de  Tinfîni,  par  n  points 
fixes  à  Tinfini  et  par  n  —  i  points  fixes  sur  p,  c'est-à-dire  en  tout 
par  n*  —  27i-|-i-4-7i-f-/i  —  i  =  /i*  points  fixes.  Donc  : 

léCS  polaires  inclinées  de  tous  les  points  d'une  droite  p,  par 
rapport  à  une  courbe  C«,  forment  un  faisceau  dont  les  points 
bases  sont  les  [n  —  i)*  points  polaires  de  la  droite  de  l'infini, 
n  points  à  l'infini  et  n  —  i  points  sur  la  droite  p. 

Si  la  droite  p  passe  à  l'infini,  chacune  des  courbes  du  faisceau 
se  décompose  en  une  courbe  d'ordre  n  —  i,  qui  est  une  polaire 
ordinaire  d'un  point  à  l'infini  et  en  la  droite  de  l'infini,  et  le 
faisceau  des  polaires  inclinées  se  compose  de  la  droite  de  l'infini 
et  du  faisceau  des  premières  polaires  ordinaires  des  points  de  la 
droite  dt  l'infini, 

VI.  Soient  un  point  fixe  O  et  une  courbe  C„.  Prenons  un  point 
quelconque  P  sur  le  plan  de  C„,  et  tirons  PO  5  la  direction  qui  fait 
avec  PO  un  angle  a  détermine  un  point  I  de  la  droite  de  Tinfini  \ 
quand  PO  tourne  autour  de  O,  le  point  I  parcourt  la  droite  /,  et 
parmi  toutes  les  premières  polaires  des  points  I,  il  n'y  en  a  qu'une 
seule  qui  passe  par  le  point  O.  Le  pôle  I  de  cette  courbe  détermine 
une  direction  01,  dont  chaque  point  est  tel  que  sa  polaire  inclinée, 
par  rapport  à  C„,  passe  par  le  point  O;  or  les  polaires  inclinées 
de  tous  les  points  d'une  même  droite  forment  un  faisceau  (V). 
Donc  : 

Les  polaires  inclinées  des  points  d'un  plan,  par  rapport  à  C„, 
qui  passent  par  un  point  fixe  O^  forment  un  faisceau. 

La  droite,  qui  porte  les  pôles  des  courbes  de  ce  faisceau,  s'ob- 
tient en  traçant  par  le  point  O  une  droite  qui  fait  un  angle  «  avec 
la  direction  déterminée  par  le  point  de  la  droite  de  l'infini,  dont  la 
première  polaire  passe  par  le  point  O. 

Si  le  point  O  est  à  l'infini,  cette  droite  passe  à  l'infini,  et  le 
faisceau  se  compose  des  premières  polaires  ordinaires  des  points 
de  l'infini. 
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VII.  Puisque  les  polaires  inclinées  des  points  du  plan  qui  pas- 
sent par  un  point  fixe  forment  un  faisceau,  deux  points  du  plan 
déterminent  entièrement  une  de  ces  courbes.  Donc  : 

Les  polaires  inclinées  de  tous  les  points  du  plan  d'une  courbe  Q^^ 
par  rapport  à  cette  courbe,  forment  un  réseau. 

Et  comme  le  pôle  P  suffit,  à  lui  seul,  pour  déterminer  une  courbe 
du  réseau,  il  s'ensuit  que  : 

Le  pôle  équivaut  à  deux  points  pour  la  détermination  d'une 
polaire  inclinée. 

VIII.  Il  est  facile  maintenant  de  résoudre  le  problème  suivant  : 
«  Étant  donnés  deux  points  Oi  et  Oi  du  plan  de  C„,  déterminer  le 
pôle  de  la  polaire  inclinée  qui  passe  par  ces  deux  points.  » 

Nous  avons  vu  (VI)  comment  on  peut  tracer  la  droite,  lieu  des 
pôles  des  polaires  inclinées  qui  passent  par  un  point  ;  il  suffit 
d'effectuer  cette  construction  pour  les  deux  points  Oi  et  0„  et  le 
point  d'intersection  des  deux  droites  ainsi  trouvées  donne  le  point 
cherché. 

On  démontre  aussi,  sans  difficulté,  que  les  polaires  inclinées  de 
trois  points  non  en  ligne  droite  déterminent  tout  le  réseau  de  ces 
courbes. 

IX.  Il  est  utile  de  compléter  le  théorème  VI,  en  fixant  nette- 
ment la  position  des  points  bases  du  faisceau  des  polaires  inclinées 
qui  passent  par  un  point  Of  Nous  avons  vu  que  le  lieu  des  pôles 
des  courbes  de  ce  faisceau  est  une  certaine  droite  d  passant 
par  Oi*,  les  polaires  inclinées  de  tous  les  points  de  cette  droite 
passent  par  n  —  i  points  fixes  O  de  d  (le  point  Oi  est  au  nombre 
de  ces  points  O),  et  un  quelconque  des  points  Oi,  Oj,  . . . ,  0„«i  dé- 
termine le  faisceau.  Donc  : 

Les  points  bases  du  faisceau  des  polaires  inclinées  qui  passent 

par  un  point  O^  sont  les  /i*  —  /iH- l  points  fixes  du  réseau,  le 
point  Oi  et  n  —  2  points  situés  sur  une  droite  déterminée  passant 
par  Oi. 

(^  Remarquons  que,  parmi  ces  /i*  points  bases,  il  y  en  a  /i' -^ /j  4- 1 
qui  ne  changent  pas  avec  la  droite,  et  n  —  i  qui  varient  avec  elle. 
On  peut  désigner  ces  n  —  i  points  sous  le  nom  de  points  polaires 
inclinés  de  la  droite.  Ainsi  les  points  polaires  inclinés  d'une  droite 
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sont  les  n  —  i  points  fixes  de  cette  droite,  qui  viennent  s'ajouter 
aux  71*  —  /i  4-  1  points  fixes  du  réseau,  pour  former  les  /i'  points 
bases  du  faisceau  qui  correspond  à  la  droite. 

Tout  point  de  la  droite  de  Tinfîni  peut  être  considéré  comme  un 
point  polaire  incliné  de  cette  droite. 

X.  Une  courbe  quelconque  du  faisceau  des  polaires  inclinées  des 
points  d'une  droite  d  coupe  cette  droite  enn  points^  parmi  ces 
n  points,  n  —  i  sont  fixes  :  ce  sont  les  points  polaires  inclinés  de  la 
droite,  et  un  seul  est  variable  avec  la  courbe.  Ce  7i""*«  point  est 
évidemment  le  pôle  de  la  courbe,  puisque  ce  pôle  doit  se  trouver 
en  même  temps  sur  la  droite  et  sur  la  courbe.  Si  ce  point  parcourt 
la  droite,  il  vient  se  confondre  successivement  avec  les  tz  —  i  points 
fixes  Oi,  Oi,  . . . ,  0„_|.  Donc  : 

La  courbe  du  faisceau  déterminée  par  chacun  des  points 
Oi,  . . .,  0„.i  (ou  plutôt  par  les  points  infiniment  voisins  de  ces 
points)  est  tangente  à  d  en  ce  point. 

XI.  La  manière  dont  nous  avons  déterminé  les  points  bases  d'un 
faisceau  montre  que  tous  ceux  de  ces  points  qui  ne  sont  pas  à 
l'infini  se  trouvent  sur  une  courbe  d'ordre  n  —  i .  Cette  courbe 
est  la  première  polaire  ordinaire  d'un  point  à  Tinfini. 

XII.  Etant  donnée  une  courbe  C„,  par  rapport  à  laquelle  on 
prend  la  polaire  inclinée  d'un  point  P,  supposons  que  P  parcoure 
une  autre  courbe  quelconque  C^?  et  soient  Pi  et  P,  ^eux  positions 
infiniment  voisines  de  P.  La  droite  PiPj  est  tangente  à  C„,  et  elle 
détermine  un  faisceau  de  polaires  inclinées,  par  rapport  à  C„.  Les 
deux  polaires  inclinées  infiniment  voisines  qui  correspondent  aux 
pôles  Pi  et  Pj  se  coupent  aux  n  —  i  points  fixes  de  la  tangente  PiPf, 
et  ces  points  sont  précisément  les  points  polaires  inclinés  de  cette 
tangente  par  rapport  à  C».  Donc  : 

Quand  le  pôle  parcourt  une  courbe  quelconque  C,n)  l'enveloppe 
de  ses  polaires  inclinées,  par  rapport  à  C^^  se  conjond  avec  la 
courbe  décrite  par  les  n  —  i  points  polaires  inclinés  des  tan- 
gentes  à  C„,  par  rapport  à  la  même  courbe  C„. 

Xin.  Nous  allons  déterminer  le  degré  de  cette  courbe.  Soit  t 
une  tangente  quelconque  à  la  courbe  C»,  que  nous  supposons  de 


48  PREMIÈRE  PARTIE. 

la  classe  m.  La  direction  qui  fait  un  angle  a  avec  t  détermine  un 
point  I  sur  la  droite  de  Tinfini  ]  la  première  polaire  de  I  coupe  la 
tangente  t  et  une  droite  quelconque  /,  chacune  suivant  un  groupe 
de  72  —  I  points.  Si  un  de  ces  n  —  i  points  L  de  /  se  confondait 
avec  un  des  n  —  i  points  T  de  t^  ce  point  serait  un  point  d'inter- 
sectiou  du  lieu  géométrique  cherché  avec  la  droite  /.  Cette  coïnci- 
dence ne  peut  avoir  lieu  que  si  deux  de  ces  points  L  et  T  se  réu- 
nissent au  point  T  d^ntersection  de  t  et  de  /.  Puisque  la  courbe  C^^ 
est  de  la  classe  m,  il  y  a  m  tangentes  à  cette  courbe  parallèles  à  t, 
et,  par  suite,  m  points  T'.  A  un  point  L  correspondent  donc  m 
points  T'.  D'un  point  T  on  peut  mener/»  tangentes  à  €«,;  chacune 
de  ces  tangentes  détermine  un  point  I,  et,  par  suite,  un  groupe 
de  n  —  I  points  L.  A  un  point  T'  correspondent  donc  m(n  —  i) 
points  L,  et  le  nombre  des  coïncidences  des  points  L  et  T'  est 
m(n  —  i)  4-  m  =  mn.  C'est  le  degré  cherché.  Donc  : 

Le  lieu  géométrique  des  points  polaires  obliques  de  toutes  les 
tangentes  à  une  courbe  de  la  classe  m,  par  rapport  à  une  courbe 
de  l'ordre  n,  est  de  l'ordre  mn. 

Et  aussi  : 

L'enveloppe  des  polaires  inclinées  des  points  d'une  courbe  de 
la  classe  m,  par  rapport  à  une  courbe  de  l'ordre  n,  est  une 
courbe  C^n  de  l'ordre  mn. 

Si  la  droite  de  Tinfini  est  s  fois  tangente  à  la  courbe  de  la 
classe  m,  la  courbe  C^  se  décompose  en  s  fois  la  droite  de  Tinfini 
et  une  courbe  C^n^s  de  Tordre  mn  —  s. 

Si  m  =  I ,  nous  avons  le  théorème  suivant,  qu'il  est  facile  d'é- 
tablir directement  : 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  inclinés  des  rayons  d' un  Jaisceau 
de  droites  est  la  polaire  inclinée  du  centre  de  ce  faisceau  (*). 


(*)  Il  est  intéressant  de  comparer  ce  théorème  et  quelques-uns  de  ceux  qui  précè- 
dent à  ceux  qui  ont  été  démontrés  analytiquement  par  Bobillier,  sur  les  polaires  or- 
dinaires, dans  les  Annales  de  Gergonne,  t.  XIX,  p.  io6  et  suiv. 
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MATER  (A.).  —  Gbschichtb  des  Pbincips  dbr  elbinsten  Action  (Akatlc- 
mische  AntriUsvorlesung), 

Nous  résumons  ci-après  les  intéressants  détails  donnés  par 
M.  Mayer  dans  son  discours  sur  V Histoire  du  principe  de  la 
moindre  action. 

Dans  sa  Correspondance  mathématique  et  physique  de  quelques 
célèbres  géomètres  du  xviii*  siècle,  P.  Henrich  von  Fuss,  ar- 
rière petit-fils  d*Euler,  donne  deux  lettres  de  Daniel  Bernoulli  à 
Euler,  où  Ton  peut  voir  l'origine  des  recherches  qui  ont  donné  nais- 
sance à  ce  principe.  Malheureusement,  les  réponses  d'Euler  sont 
perdues.  A  la  fin  du  xvii''  siècle,  Jean  Bernoulli  avait  posé  le  cé^- 
lèbre  problème  de  la  brachistochrone.  A  partir  de  ce  moment  tous 
les  géomètres  de  cette  époque  proposèrent  ou  résolurent  des  pro- 
blèmes analogues,  où  il  s'agissait  toujours  de  déterminer  une  courbe 
de  manière  à  rendre  une  intégrale  donnée,  relative  à  cette  courbe, 
plus  grande  ou  plus  petite  que  pour  les  courbes  voisines.  Daniel 
Bernoulli  avait  observé  que  certaines  questions,  difficiles  de  Sta- 
tique pouvaient  être  ramenées  à  ce  genre  de  problèmes  et  qu'on 
pouvait  ainsi  les  résoudre  par  une  méthode  toute  dillérente  de  celle 
qui  a  son  point  de  départ  dans  les  principes  ordinaires  de  la  Méca- 
nique. Ce  qui  arrivait  pour  l'équilibre  ne  devait-il  pas  avoir  lieu 
aussi  pour  le  mouvement?  La  Methodus  isoperimetrica  ne  pouvait- 
elle  pas  aussi  conduire  à  déterminer  les  Orbitœ  circa  centra  in- 
rium?  Dans  cet  ordre  d'idées,  il  était  naturel  que  Daniel  Bernoulli 
s'adressât  à  celui  qui  avait  fait  faire  les  plus  grands  progrès  à  la 
théorie  des  problèmes  isopéri métriques,  à  Euler.  Sans  doute  ce  der- 
nier ne  trouva  pas  la  réponse  facile^  deux  ans  après  (12  décembre 
174^),  Daniel  Bernoulli  revient  à  la  charge  5  mais  le  28  avril  1743, 
il  félicite  Euler  de  sa  découverte,  qui  doit  être  rapportée  au  mois 
précédent. 

Cette  découverte,  Euler  la  publia  l'année  suivante,  en  automne, 
dans  la  seconde  addition  à  son  célèbre  Ouvrage  sur  les  problèmes 
isopéri  métriques,  addition  qui  porte  le  titre  De  Motu  projectorum. 

Bull,  des  Sciences  mathém,^  \^  Série,  t.  II.  (Février  1878.)  4 


Ht 


PREMIËRE  PAHTIE. 


C'est,  dans  le  cas  le  plus  simple,  le  principe  de  la  moindfe  action, 
sous  sa  forme  exacte  et  précise. 

On  sait,  depuis  Jacobi,  que  ce  principe,  dans  sa  généralité,  peut 
être  énoncé  sous  deux  formes  équivalentes  :  l'intégrale 

où  U  est  la  fonction  des  forces,  prise  entre  la  position  initiale  et  la 
position  finale  du  système,  est  plus  petite  pour  les  chemins  réelle- 
ment parcourus  par  les  différents  points  du  système  que  pour  tout 
autre  ensemble  de  trajectoires  :  cela  revient  a  dire  que,  pour  les 
trajectoires  réellement  décrites,  l'intégrale 

prise  entre  les  mêmes  limites  et  d'où  l'on  a  éliminé  le  temps  au 
moyen  de  l'équation  des  forces  vives 

2 

est  minimum.  Nous  n'insistons  pas  sur  ce  que  l'intégrale  ne  pré- 
sente pas  nécessairement  un  véritable  minimum.  C'est  bien  sous  la 
première  forme  qu'Euler,  dans  le  cas  d'un  seul  point  mobile,  ap- 
plique ce  principe  aux  exemples  qu'il  traite,  la  condition  que  l'in- 
tégrale soit  minimum  le  conduisant  à  l'équation  difTérentielle  du 
mouvement;  mais  c'est  sous  la  seconde  forme  qu'il  énonce  le  prin- 
cipe :  c'est  rintégrale 

J*mudsy 

qui  doit  être  minimum,  lorsque,  au  moyen  de  l'équation  de  la  force 
vive,  on  l'a  ramenée  à  ne  plus  dépendre  que  des  quantités  qui 
elles-mêmes  ne  dépendent  que  de  la  trajectoire  du  point  mobile. 
Euler  insiste  nettement  sur  la  restriction  à  son  théorème  général 
qu'implique  cet  emploi  nécessaire  du  principe  de  la  force  vive  :  ce 
théorème,  par  exemple,  ne  s'applique  pas  au  cas  d'un  mobile  qui  se 
meut  dans  un  milieu  résistant. 

Mais  d'où  vient  ce  nom  de  principe  de  la  moindre  action  ? 

Le  i3  avril  de  cette  même  année  1744)  ^  l'automne  de  laquelle 
remonte  la  découverte  d'Euler,  Maupertuis  avait  adressé  à  l'Acadé- 
mie de  Paris  un  Mémoire,  relatif  aux  lois  de  la  réflexion  et  de  la 
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réfraction  de  la  lumière,  dans  lequel  il  opposait  à  cette  assertion  de 
Fermât,  que  la  propagation   de  la  lumière  s'effectuait  dans  le 
moindre  temps  possible  en  vertu  de  ces  lois,  une  autre  assertion 
arbitraire  qui  les  faisait  concorder  avec  la  théorie  de  l'émission  : 
c'était,  d'après  Maupertuis,  la  somme  des  chemins  parcourus,  res- 
pectivement multipliés  (et  non  divisés)  par  les  vitesses  de  propaga- 
tion qui  devait  être  minimum.  Deux  ans  après,  en  1746,  la  position 
qu'il  occupait  comme  président  de  l'Académie  de  Berlin  était  venue 
accroître  son  autorité,  et  Maupertuis  étendit  son  hypothèse  à  tous 
les  mouvements  possibles  ;  elle  devint  un  principe  général  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  :  Lorsque  dans  la  nature,  disait-il,  il  se 
produit  un  changement  quelconque,  la  quantité  d'action  employée 
pour  ce  changement  est   la  plus  petite  possible;  lorsqu'un  sys- 
tème est  en  équilibre,  ses  différents  points  occupent  des  positions 
telles  que,  si  on  leur  communique  un  petit  moui^ement,  la  quantité 
d'action  qid  en  résulte  est  la  moindre  possible.  L'action,  c'est  le 
produit  de  la  masse  par  la  vitesse  et  le  chemin  parcouru,  d^où  le 
nom  de  principe  de  la  moindre  quantité  d'action.  Quant  aux 
preuves  que  Maupertuis  apporte,  elles  se  déduisent  des  lois  du  choc 
de  deux  corps  parfaitement  durs  et  parfaitement  élastiques,  de  la 
théorie  du  levier,  des  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la 
lumière.  Cela  lui  suffit.  On  voit  combien  vague  et  obscur  est  ce 
principe  à  moitié  métaphysique,  comparé  au  théorème  d'Euler, 
théorème  purement  mathématique,  impliquant  des  conditions  bien 
définies,  susceptible  d'uae  forme  précise.  Dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Paris  pour  1749  et  1752,  le  chevalier  d'Arcy,  auquel 
on  doit  le  principe  de  la  conservation  des  aires,  montre  combien 
Maupertuis  procède  arbitrairement  dans  l'évaluation  de  ce  qu'il 
nomme  la  quantité  d'action  nécessaire  pour  le  changement,  quan- 
tité qui  ne  se  retrouve  pas  la  même  dans  les  différents  cas,  dans  la 
théorie  du  choc,  ou  dans  celle  de  la  réflexion  de  la  lumière  \  dans 
ce  dernier  cas  en  particulier,  d'Arcy  montre  élégamment  que  la 
fonction  de  Maupertuis  peut  devenir  maximum  ou  minimum,  selon 
le  degré  de  concavité  du  miroir,  degré  qui  changerait  ainsi  en  pro- 
digalité celte  économie  dont  on  fait  honneur  à  la  nature.  Le  prin- 
cipe de  l'équilibre,  ou  plutôt  l'application  que  Maupertuis  en  fait  au 
levier,  est  soumise  à  une  critique  aussi  sévère.  Et,  en  effet,  cette  ap- 
plication montre  que  Maupertuis  ne  se  doutait  pas  du  sens  précis 
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de  ce  principe,  que  Ton  peut,  ainsi  que  l'a  montré  Eulcr,  ramener, 
au  moyen  de  Téquation  des  forces  vives,  à  un  théorème  que  Mau- 
pertuis  lui-même  avait  découvert  sur  un  cas  particulier,  et  qu'il 
avait  communiqué  en  1740  à  l'Académie  de  Paris,  comme  la  loi  de 
l'équilibre,  à  savoir  que,  pour  la  position  d'équilibre,  la  fonction 
des  forces  est  maximum  ou  minimum.  Il  n'y  a  qu'une  ressemblance 
de  forme  entre  le  théorème  d'Euler  et  le  principe  de  Maupertuis, 
ressemblance  qui  s'évanouit  entièrement  quand  on  réfléchit  que 
l'intégrale  d'Euler  se  rapporte  au  produit  de  la  masse  par  la  vitesse 
et  l'élément  de  trajectoire,  et  n'est  identique  à  Vaction  de  Mauper- 
tuis que  dans  le  cas  du  mouvement  uniforme^  que  ce  n'est  que  plus 
tard  que  l'intégrale  elle-même  est  devenue  la  mesure  de  l'action; 
qu'Euler  regarde  le  principe  des  forces  vives  comme  une  condition 
nécessaire;  que  Maupertuis  regarde  ce  dernier  principe  comme 
moins  général  que  le  sien  ;  qu'Euler  déduit  de  son  théorème  les 
équations  différentielles  du  mouvement,  tandis  que  Maupertuis  ne 
tire  de  son  principe  que  des  équations  finies. 

Quand  donc,  dans  la  Préface  de  son  Mémoire,  le  président  de 
l'Académie  de  Berlin  indique  la  découverte  d'Euler  comme  une 
belle  application  de  son  principe,  comment  s'expliquer  le  silence 
de  ce  dernier,  et,  qui  plus  est,  l'adhésion  qu'il  donne  aux  paroles 
de  Maupertuis,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  l'année  ijSi? 
Il  faut  pour  cela  se  reporter  à  une  critique  de  l'œuvre  de  Mauper- 
tuis qui  avait  paru  en  mars  ijSi,  dans  les  ^cta  erudltoruni  de 
Leipzig,  et  qui  fut  l'origine  d'une  violente  discussion. 

L'auteur  de  cette  critique  était  Samuel  Konig;  la  vie  de  ce  der- 
nier avait  été  fort  agitée  :  élève  de  Jean  Bernoulli  en  même  temps 
que  Maupertuis,  il  avait  été  banni  de  Berne,  sa  patrie,  pour  des  rai- 
sons politiques;  il  avait  donné  des  leçons  de  Mathématiques  à  la 
marquise  du  Chàtelet,  la  célèbre  amie  de  Voltaire,  s'était  brouillé 
avec  elle  et  avait  fini  par  trouver  en  France,  comme  professeur, 
une  position  stable.  La  chaude  recommandation  de  Daniel  Bernoulli 
l'avait  fait  nommer  membre  étranger  de  l'Académie  de  Berlin. 

Les  critiques  qu'il  adressa  à  Maupertuis  étaient,  pour  une  bonne 
part,  justes  et  bien  fondées;  mais,  en  outre,  il  s'avisa  de  joindre  à 
sa  dissertation  une  Lettre  de  Leibniz  à  Hermann,dans  laquelle  Leib- 
niz remarquait  que,  dans  les  modifications  du  mouvement,  Taction 
était  généralement  maximum  ou  minimum,  et  que,  entre  autres  iin- 
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portantes  conséquences,  on  pouvait  déduire  de  là  la  trajectoire  d'un 
corps  attiré  par  un  ou  plusieurs  centres. 

Ainsi  on  déniait  à  Maupertuis  et  à  Euler  la  priorité  de  leurs  dé- 
couvertes^ mais  comment  Leibniz  aurait-il  laissé,  sans  la  publier, 
une  proposition  aussi  importante?  L'idée  d'un  faux  se  présentait 
naturellement  à  l'esprit  :  au  reste,  la  Lettre  de  Leibniz  est  suppo- 
sée, cela  n'est  pas  douteux;  mais  la  preuve  n'était  pas  facile,  car 
Kônig  disait  ne  posséder  que  la  copie,  et  celui  dont  il  la  tenait  avait 
été,  plusieurs  années  auparavant,  décapité  à  Berne.  L'impossibilité 
de  la  preuve  matérielle  n'empêcha  point  Maupertuis  de  faire  décla- 
rer par  l'Académie  de  Berlin  (i3  avril  lySn)  que  la  Lettre  était 
fausse,  que  son  contenu  était  nul  et  non  avenu.  Voltaire  prit  le 
parti  de  Kônig,  le  roi  celui  de  Maupertuis;  sans  doute  Frédéric 
s'amusait  des  satires  de  Voltaire,  mais  il  ne  voulait  pas  qu'on  cou- 
vrit de  railleries  le  président  de  son  Académie;  il  fit  brûler  publi- 
quement la  Diatribe  du  docteur  Ahahia,  et  Voltaire  rompit  avec 
lui.  Ainsi  le  cercle  de  la  dispute  s'étendait  de  plus  en  plus. 

Dans  ces  conditions,  une  position  intermédiaire  entre  les  deux 
partis  était  impossible,  et  il  n'est  pas  étonnant  qu'Euler  ait  fait 
cause  commune  avec  Maupertuis.  Sans  doute,  d'ailleurs,  il  y 
était  aussi  poussé  par  sa  prédilection  bien  connue  pour  les  spécu- 
lations métaphysiques,  prédilection  qui  perce  dans  tout  ce  qu'il 
écrivit  à  propos  du  principe  de  la  moindre  action  dans  cette  mémo- 
rable dispute,  et  que  Daniel  Bernoulli  lui  reprocha  plus  d'une  fois. 

Sans  doute  Euler  reste  plus  précis  que  Maupertuis;  c'est  toujours 
de  l'intégrale  qu'il  s'agit,  et  il  n'est  pas  question  des  cas  où  l'équa- 
tion des  forces  vives  n'est  pas  supposée;  mais  il  ne  parle  plus  de  la 
nécessité  de  se  servir  de  celte  équation  pour  transformer  l'intégrale 
de  manière  qu'il  n'y  entre  plus  que  les  quantités  qui  dépendent  de 
la  trajectoire  :  le  théorème  d'Euler  ressemble  ainsi  davantage  au 
principe  de  Maupertuis,  par  l'omission  d'une  condition  qui,  toute- 
fois, est  nécessaire  pour  que  ce  principe  ait  quelque  sens;  car  c'est 
en  vertu  de  cette  condition  même  que  les  forces  agissantes  entrent 
dans  l'expression  de  l'action. 

II  est  intéressant  de  voir  comment,  au  contraire,  Daniel  Bernoulli 
saisissait  nettement  le  sens  et  la  valeur  de  la  découverte  d'Euler 
(Lettre  du  aï  décembre  1743).  Il  ne  s'agit  pas  pour  lui  de  proprié- 
lés  que  l'on  puisse  déduire  de  principes  a  priori,  mais  qui  se  pré- 
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sentent  à  notre  raison  comme  un  résultat  du  calcul,  avec  un  carac- 
tère en  quelque  sorte  accidentel. 

Arrivons  maintenant  a  Lagrange,  qui,  dès  l'âge  de  vingt-trois  ans, 
trouvait  les  véritables  fondements  du  calcul  des  variations  et  le  dé- 
barrassait de  toute  considération  géométrique  :  son  attention  dut  de 
bonne  heure  être  attirée  par  le  théorème  d'Euler,  dont  la  valeur  ne 
pouvait  échapper  à  son  génie,  que  ne  troublait  aucune  tendance 
métaphysique.  Dans  les  Mélanges  de  l'académie  de  Turin  (1760- 
J761),  non-seulement  il  étendit  ce  qu'il  nomme  le  Principe  de  la 
moindre  action  à  tous  les  mouvements  de  points  attirés  vers  des 
centres  fixes,  mais  il  en  déduisit  les  importantes  conséquences  qu'il 
devait,  plus  tard,  établir  autrement  dans  la  Mécanique  analytique. 
Mais  telle  est  l'obscurité  qui,  depuis  Maupertuis,  se  trouvait  ré- 
pandue sur  la  matière,  que  nous  ne  savons  guère  ce  que  Lagrangc 
entendait  par  le  principe  général  de  la  moindre  action,  que  ce  prin- 
cipe dont  il  a  tiré  de  si  admirables  conséquences  et  qu'il  a  laissé 
ensuite  de  cùté,  comme  s'il  avait  eu  conscience  de  son  obscurité, 
parait  être  tout  différent  de  celui  d'Euler  et  de  Jacobi.  Tel  qu'il 
l'énonce,  le  principe  de  Lagrauge  n'a  point  de  sens;  car  cette  con- 
dition nécessaire,  que  le  temps   doit  être  éliminé  au  moyen  de 
l'équation  des  forces  vives,  n'est  pas  exprimée.  Déjà,  dans  la  3*  édi- 
tion de  la  Mécanique  analytique,  M.  Joseph  Bertrand  remarquait 
l'inexactitude  de  la  démonstration  donnée  par  Lagrange  du  principe 
de  la  moindre  action,  et,  d'après  cette  dénionstration,  proposait  de 
substituer  à  ce  principe  le  suivant  :  «  L'intégrale  de  la  force  "vive  prise 
entre  deux  époques  déterminées  est  plus  petite  pour  le  mouvement 
réel  du  système  que  pour  les  autres  mouvements  que  le  système 
prendrait,  après  l'introduction  de  nouvelles  liaisons,  entre  la  même 
position  initiale  et  la  même  position  finale,  l'équation  des  forces 
vives  n'étant  pas  changée  •»  [Mécanique  analytique,  3*  édit.,  t.  I, 
p.  277).  Mais,  lors  même  que  Lagrange  regarderait  ainsi  l'équation 
des  forces  vives  comme  une  équation  de  condition  imposée  à  tous 
les  mouvements  auxquels  il  compare  le  mouvement  vrai,  son  rai- 
sonnement n'en  serait  point  complètement  faux.  Si  l'on  ne  veut 
point  imputer  à  Lagrange  une  faute  aussi  grossière,  il  faut,  d'après 
M.  Mayer,  admettre  que,  loin  de  regarder  l'équation  des  forces  vives 
comme  une  telle  condition,  il  s'en  est  servi  pour  ramener  l'intégrale 
qui  représente  l'action  l\  l'intégrale,  prise  par  rapport  au  temps  de 
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la  force  vive  augmentée  de  la  fonction  des  forces.  Alors  sa  démon- 
stration deviendrait  exacte  et  claire,  et  le  principe  qu'il  démontre 
ne  serait  autre  que  le  principe  énoncé  pour  la  première  fois  par 
Hamilton  eu  i835. 


GYLDÊN  (Hugo).  —  Framstallning  af  Astronomin  i  dess  iiistohiska  ut- 

TKCKLING  OCH  pÂ  DESS  NUVARANDE  STÂNDPUNKT.  —  StOCkholm,  1 874.  —  I  VOl. 

GYLDÊN  (Hugo). ^  Die Grundleiiren  der  Astronomie nach  ihrer  geschicut- 
LICHEN  Entwiceelung  dargbstellt.  —  Deutsche,  vom  Yerfasser  besorgle 
und  erweiterte  Ausgabe.  —  Leipzig,  Engelmann,  1877.—  i  vol.  in-8°,  408  p. 

Les  Traités  élémentaires  d* Astronomie  en  usage  dans  nos  établis- 
sements d'instruction  secondaire,  les  cosmographies,  suivant  un 
titre  que  Tusage  français  a  fait  prévaloir,  présentent  cette  science 
comme  créée  d'un  seul  jet  avec  toute  la  perfection  de  nos  connais- 
sances actuelles.  Dans  les  livres  auxquels  nous  faisons  allusion,  on 
ne  rencontre  aucune  trace  ni  des  erreurs  qui  ont  longtemps  eu 
cours ,  ni  des  progrès  successifs  que  les  efforts  des  philosophes  et 
des  observateurs  ont  fait  faire  à  T Astronomie ,  pour  arriver,  par 
l'étude  incessante  des  phénomènes  célestes  et  des  calculs  labo- 
rieux, à  la  simplicité  de  notre  conception  moderne  des  divers  mou- 
vements des  corps  du  système  solaire.  Dans  nombre  d'entre  eux, 
on  ne  trouve  même  ni  la  date  du  système  de  Copernic ,  ni  celle 
de  la  découverte  des  lois  de  Kepler.  A  ce  dédain  des  faits  histo- 
riques, il  n'y  a  guère  qu'une  exception,  celle  qui  se  rapporte  à 
l'anecdote  de  Newton  et  de  la  pomme. 

U  semble  cependant  que  nous  ne  devrions  pas  être  aussi  indif- 
férents a  toute  notion  d'histoire,  et  que  la  description  du  système 
du  monde  gagnerait  quelque  intérêt,  deviendrait  plus  vivante,  si 
elle  était  tentée  en  suivant  pas  à  pas  les  progrès  que  la  sagacité 
des  physiciens  et  le  génie  des  géomètres  ont  successivement  fait 
faire  aux  instruments  et  aux  méthodes  de  calcul.  L'Astronomie 
est,  en  eflet,  on  l'oublie  trop  souvent,  une  science  expérimentale 
et  une  science  de  raisonnement;  elle  ne  serait  point  parvenue  à  la 
haute  perfection  où  elle  est  arrivée  aujourd'hui ,  si  nos  observa- 
toires ne  renfermaient  encore  que  des  gnomons   et  des  armilles. 
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C'est  ainsi  que,  malgré  toute  leur  sagacité,  les  astronomes  grecs 
réduits  k  ne  déterminer,  et  encore  grossièrement ,  que  la  direction 
apparente  des  planètes,  ont  du  n'admettre  que  des  mouvements 
circulaires,  et  croire,  pendant  longtemps,  que  la  Terre  était  le 
centre  du  monde.  On  sait  les  résistances  que  rencontrèrent 
Copernic,  Kepler  et  Galilée  pour  faire  admettre  que  la  Terre  et 
les  planètes  tournaient  autour  du  Soleil.  Cependant,  l'hypothèse 
des  excentriques  ou  des  épicycles  n'aurait  pas  résisté  une  annét! 
à  la  mesure  micrométrique  la  plus  grossière  du  diamètre  apparent 
de  ces  corps. 

Exposer  les  phénomènes  astronomiques  les  plus  simples,  ceux 
dont  l'explication  n'exige  qu'un  petit  nombre  de  calculs  élémen- 
taires, en  suivant  l'ordre  historique,  tel  est  le  but  que  s'est  pro- 
posé M.  H.  Gyldén,  astronome  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Stockholm,  dans  le  volume  que  nous  analysons  aujourd'hui.  Le 
succès  de  Tauteur  a  été  complet,  et  peu  d'Astronomies  sont  d'une 
lecture  plus  attachante  et  plus  facile. 

Les  Grundlehren  der  astronomie  sont  divisés  en  quatre  Cha- 
pitres principaux  :  l'Astronomie  avant  la  découverte  de  l'aUractioB 
universelle,  la  loi  de  Newton,  les  instruments  des  observations 
modernes,  les  études  de  la  nouvelle  Astronomie. 

Le  premier  Chapitre  débute  par  une  intéressante  description  des 
instruments  de  l'Astronomie  primitive,  le  gnomon,  l'astrolabe, 
Tarmille ,  à  la  suite  de  laquelle  M.  Gyldén  s'applique  à  mettre  en 
lumière  la  somme  de  connaissances  que  les  Chinois,  les  Ghaldéens 
et  puis  les  Grecs  ont  pu  tirer  de  procédés  d'cJ[>servati<Hi  aussi  élé- 
mentaires, et  rendus  plus  imparfaits  encore  par  la  grossièreté  des 
appareils  (horloges  à  eau  et  à  sable)  employés  à  mesurer  et  surtout 
a  subdiviser  les  heures  de  la  nuit. 

Leurs  ertbrts  ont  d'abord  eu  pour  but  de  déterminer  les  lois  du 
mouvement  diurne  des  étoiles  :  Tarmille  n'a  pas  lardé  â  leur  faire 
reconuaitrt^  que  ce  mouveuient  s'elTectuait  comme  si  ces  astres 
étaient  fixés  à  une  sphère  tournant  uniformément  de  Test  à  ToiiesLi 
aulour  d'un  axe  incliné  à  rhurizon.  Le  même  instmmcnt  leur 
montra  ensuite  que  le  Soleil  semblait  parcourir,  au  nûlicu  des 
tixes^  un  grand  cercle  incliné  sur  Téquateur,  et  le  gnoMon  knr 
donna  la  mesure  de  cetle  inclinaison^  la  daie  et  la  posidoB  des 
iH]uiiio\e$  el  des  solstices  «  ainsi  que  la  longueur  de  raunare,  lou- 
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gueur  que  la  considération  des  levers  liéliaques  de  Sirius  aurait, 
d'ailleurs,  suffi  à  déterminer  par  les  observations  les  plus  élé- 
mentaires. Par  un  prodige  de  sagacité,  Hipparque  parvint  même 
a  découvrir  la  précession  des  équinoxes. 

Pour  la  Lune  et  les  planètes,  dont  le  mouvement  apparent  est 
plus  complexe,  les  Chaldéens  et  les  Grecs  se  bornèrent  d'abord  à 
fixer  la  période  de  leurs  mouvements;  et  l'on  doit  reconnaître 
qu'ils  avaient  fait,  sur  ce  sujet,  des  observations  longues  et  soi- 
gnées, observations  dont  l'exactitude  est  amplement  démontrée 
par  la  découverte  de  la  périodicité  des  éclipses,  et  la  détermination 
de  la  durée  de  la  révolution  des  nœuds  de  la  Lune. 

Plus  tard,  les  Égyptiens  et  les  Grecs  ayant  étudié  de  plus  près 
les  stations  et  les  rétrogradations  des  planètes,  ainsi  que  l'inégalité 
des  mouvements  angulaires  apparents  du  Soleil,  tous  les  elTorts 
d'Hipparque,  d'Aristote  et  de  ses  disciples  se  portèrent  vers  la  so- 
lution d'un  problème  qui  se  posait  ainsi  :  expliquer,  par  un  sys- 
tème de  mouvements  circulaires  uniformes,  les  inégalités  des 
mouvements  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes.  C'est  là  le  but 
du  système  des  cercles  excentriques  et  du  système  des  épycicles, 
tel  qu'il  a  été  formulé  par  Ptolémée  dans  l'Almageste.  M.  Gyldén 
cherche  quelle  doit  être,  dans  ces  diverses  hypothèses ,  la  loi  des 
variations  des  longitudes  géocentriques,  et  il  montre,  par  quelques 
calculs  simples,  qu'elle  ne  peut  satisfaire  à  la  réalité  des  choses. 

La  dernière  partie  de  ce  premier  Chapitre  est  consacrée  à  l'étude 
de  l'Astronomie  des  Arabes;  l'auteur  montre  que  ces  derniers, 
Albategnius,  Ebn-Youuis,  Aboul  Wefà,  n'ont  rien  innové,  et  qu'ils 
se  sont  bornés,  suivant  pas  à  pas  l'exemple  de  Ptoléuiéc,  à  ajouter 
au  système  du  monde  un  épicyclc  nouveau  chaque  fois  que  la  per- 
fection croissante  des  observations  montrait  une  différence  sensible 
entre  les  positions  théoriques  d*un  astre  et  les  positions  réelles. 
Les  Tables  alphonsines,  publiées  en  i252,  sont  la  dernière  expres- 
sion de  ce  système  « 

Pendant  les  trois  cents  ans  qui  suivent,  l'Astronomie  ne  fait 
aucun  progrès  :  Peurbach  et  Regiomontanus  sont  les  seuls  qui 
observent  encore,  sans  se  préoccuper  exclusivement  d'Astrologie. 

On  était,  cependant,  à  la  veille  d'une  révolution  complète,  que 
les  Tables  alphonsines  cilcs-mêuies  auraient  pu  indiquer.  Elles  don- 
naient, en  elî'et,  aux  moyens  mouvements  du  centre,  des  épicycles 
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de  Mercure  et  de  Vénus  une  grandeur  précisément  égale  à  celle 
du  moyen  mouvement  du  centre  de  l'épicycle  solaire.  En  remar- 
quant alors,  dit  M.  Gyidén,  que  ces  deux  planètes  ne  s'éloignent 
jamais  beaucoup  du  Soleil,  on  pouvait  arriver  à  supposer,  comme 
quelques  anciens  l'ont  peut-être  fait  (  *  ),  qu'elles  tournaient  autour 
du  Soleil;  de  là  à  l'hypothèse  que  le  Soleil  était  le  centre  du  monde 
et  que  toutes  les  planètes  tournaient  autour  de  lui,  il  n'y  avait  qu'un 
pas.  Que  Copernic  ait  pu  puiser  cette  idée  dans  les  leçons  qu'il  en- 
tendit à  Bologne,  ou  qu'il  Tait  trouvée  dans  quelque  auteur  plus 
ancien,  cela  est  de  mince  importance  \  ce  qui  lui  appartient  incon- 
testablement, c'est  d'avoir  donné,  en  i543,  dans  son  De  revolutio- 
nibus  orbium  cœlestium,  la  preuve  mathématique  que  l'on  pouvait 
Tendre  compte  des  apparences  du  mouvement  des  planètes,  en  sup- 
posant qu'elles  tournaient  toutes  autour  du  Soleil,  et  que,  de  plus, 
la  Terre  tournait  sur  elle-même. 

Comment  Kepler,  profitant  des  observations  de  Copernic,  de 
Tycho  Brahe  et  de  celles  qu'il  avait  faites  lui-même,  a  pu  anîver 
à  formuler,  en  1609,  les  lois  qui  portent  son  nom,  c'est  ce  que 
M.  Gyldén  montre  ensuite  par  une  série  de  démonstrations  élé- 
mentaires des  plus  ingénieuses,  dont  l'ensemble  forme  une  étude 
complète  du  mouvement  elliptique  des  planètes. 

Le  Chapitre  U  traite,  nous  l'avons  déjà  dit,  de  la  loi  de  l'at- 
traction universelle.  Après  avoir  rapidement  analysé  les  travaux 
mécaniques  de  Galilée  sur  le  pendule,  la  chute  des  corps  et  le 
mouvement  des  projectiles,  M.  Gyldén  consacre  une  quinzaine 
de  pages  au  développement  des  notions  de  Mécanique  sur  la  com- 
position des  forces  et  des  vitesses,  sur  la  force  centrifuge  ou  cen- 
tripète dans  les  mouvements  curvilignes,  qui  lui  sont  indispen- 
sables pour  l'interprétation  des  lois  de  Kepler  et  l'exposé  de  la  loi 
de  l'attraction  dans  le  mouvement  elliptique  des  planètes.  Passant 
alors  à  la  gravitation  universelle,  l'auteur  démontre  successivement 
que  la  force  avec  laquelle  le  Soleil  attire  les  planètes  est  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  des  distances,  que  la  pesanteur  est 
un  cas  particulier  de  cette  attraction,  et,  enfin ^  que  l'attractiou 


(*)  Cette  question  a  été  discutée  avec  un  soin  particulier  par  M.  Schiaparelli,  «  / 
precursori  di  Copernico  nelV  antichità,  •  dans  le  n*  III  des  Publications  de  l^Obserx'a- 
toire  de  Milan  (1873). 
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newtonienne  est  la  loi  générale  de  l'action  mutuelle  des  corps  pla- 
nétaires. La  conséquence  nécessaire  de  cet  examen  est  rexplication 
des  marées. 

La  loi  de  Newton  a,  d'ailleurs,  d'autres  conséquences  non  moins 
importantes  pour  la  théorie  des  mouvements  planétaires.  Un  vo- 
lume entier  serait  nécessaire  pour  les  établir  toutes,  et  M.  Gyldén 
s'est  proposé  d'écrire  un  ouvrage  élémentaire  ;  aussi  n'examine-t-il 
qu'un  seul  de  ces  problèmes,  celui  qui  esl  relatif  à  l'action  mu- 
tuelle des  trois  corps  planétaires.  Sans  cntreV  dans  le  détail  du 
calcul  des  perturbations,  l'auteur  indique  cependant  la  nature 
exacte  du  problème,  les  diverses  méthodes  qui  peuvent  conduire 
à  sa  solution,  et  il  développe  les  calculs  de  manière  à  obtenir  les 
premiers  termes  des  formules  complètes.  Comme  conséquence,  il 
établit  alors  que  les  grands  axes  des  orbites  planétaires  et  les 
moyens  mouvements  des  planètes  ne  sont  sujets  à  aucune  pertur- 
bation séculaire^  qu'il  y  a  dans  les  inclinaisons  une  variation  d'une 
période  très-longue,  en  quelque  sorte  séculaire  ;  que  les  longitudes 
des  périhélies  et  celles  des  nœuds  sont  assujetties  à  une  variation 
séculaire. 

Les  calculs  qui  conduisent  à  ces  conséquences  importantes,  au 
point  de  vue  de  la  stabilité  de  notre  système,  ont  été  exposés  par 
M.  Gyldén  avec  le  plus  grand  soin  et  une  clarté  qui  ne  laisse  rien 
à  désirer;  ils  pourraient  être  facilement  développés  devant  des 
candidats  à  la  licence  mathématique,  et  l'ouvrage  de  l'astronome 
suédois  est  ainsi  de  nature  à  rendre  les  plus  grands  services  à  notre 
enseignement  des  Facultés. 

Le  troisième  Chapitre  des  Grundlehren  der  Astronomie  est 
consacré  à  l'étude  des  procédés  modernes  d'observations.  Après 
avoir  défini  les  divers  systèmes  de  coordonnées,  planes  ou  sphéri- 
ques,  qui  peuvent  être  employés  pour  déterminer  la  position  d'un 
astre,  et  montré  leurs  relations  géométriques  ou  trigonométri- 
ques,  M.  Gyldén  donne,  en  quelques  lignes,  les  formules  de  pa- 
rallaxe qui  permettront  de  réduire  au  centre  de  la  Terre  les  obser- 
vations faites  à  sa  surface. 

Le  second  paragraphe  de  ce  même  Chapitre  traite  ensuite  de  la 
lunette  méridienne,  du  cercle  mural,  de  l'équatorial  et  des  correc- 
tions que  demandent  les  observations  faites  à  ces  divers  instruments. 
Ni  la  description,  ni  la  théorie  de  ces  appareils  ne  sont  assez  com- 
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plètes  pour  être  utiles  à  des  astronomes  de  profession  qui  auraient 
a  faire  des  observations  réelles;  mais  elles  renferment  tout  ce  qui 
est  indispensable  à  des  étudiants  :  c'est,  d'ailleurs,  à  cette  catégorie 
de  lecteurs  que  s'adresse  le  volume  que  nous  avons  sous  les  yeux. 

Le  Chapitre  III  se  termine,  enfin,  par  quelques  pages  relatives 
aux  changements  périodiques  que  la  vitesse  de  la  lumière,  com- 
binée avec  le  mouvement  de  la  Terre,  produit  dans  la  position  ap- 
parente des  étoiles. 

Le  Chapitre  IV,  entièrement  consacré  aux  recherches  astrono- 
miques modernes,  résume,  d'une  manière  rapide,  l'état  de  nos 
connaissances  sur  les  distances  absolues  des  corps  de  notre  système 
solaire,  sur  la  distance  de  ce  système  aux  étoiles,  et,  enfin,  sur  le 
mouvement  des  groupes  stellaires,  doubles  ou  multiples;  quelques 
considérations  sur  le  mouvement  propre  des  étoiles,  leur  éclat  et 
leur  distribution  dans  l'espace  le  terminent. 

Tel  est  le  résumé,  un  peu  bref  peut-être,  de  l'Ouvrage  de 
M.  H.  Gyldén;  il  suffira,  je  l'espère,  à  caractériser  le  plan  de  l'au- 
teur, et  à  montrer  combien  est  rationnelle  la  méthode  qu'il  a  em- 
ployée. Mais  il  est  une  chose  qu'une  analyse  est  dans  l'impossibilité 
de  faire  apprécier  :  c'est  le  charme  de  l'exposition  et  la  rigueur  de 
l'enchaînement  des  démonstrations;  à  ce  double  point  de  vue,  les 
Grundlehreh  der  Astronomie  méritent  une  place  d*honneur  dans 
la  bibliothèque  des  professeurs  d'Astronomie.  G.  R. 


MÉLANGES. 

MÉMOIRE  SUR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES 
DU  PREMIER  ORDRE  ET  DU  PREMIER  DEGRÉ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Toute  équation  diflerentielle  du  premier  ordre  établit  une  rela- 
tion entre  un  point  quelconque  de  l'une  des  courbes  satisfaisant  à 
cette  équation  et  la  tangente  en  ce  point.  Dans  son  Mémoire  sur 
les  connexes ,  Clebsch  a ,  le  premier,  écrit  cette  relation  en  utili- 
sant les  coordonnées  homogènes,  employées  déjà  avec  tant  de  succès 
en  Géométrie  analytique  et  en  Algèbre  supérieure.  Si  l'on  désigne 
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par  or,  y^  z  les  coordonnées  homogènes  ou  trilinéaircs  d'un  point, 
et  par  u,  v^  w  celles  d'une  droite,  toute  équation  de  la  forme 

(i)  ç(ii,  v,iv\x,  y,  «)  =  0, 

qui  sera  homogène  séparément  par  rapport  aux  deux  systèmes  de 
variables  a:,  y^  z  et  u,  v^  w,  pourra  être  considérée  comme  une 
équation  diâerentielle,  si  l'on  ajoute  à  la  relation  précédente  :  i^la 
condition  que  la  droite  (u,  ç',  w)  passe  par  le  point  (x,y,  z),  con- 
dition rpii  s'exprime  par  l'équation 

(2)  MX  H- pj^ -f- «'3  =  o; 

a®  la  condition  que  la  droite  (u,  v^  tv)  soit  la  tangente  à  la  courbe 
définie  par  l'équation  au  point  (x,  y^^z).  Cette  deuxième  condition 
s'exprime  par  la  relation 

(3  )  udx  -4-  v(ly  -4-  wdz  =  o. 

On  peut  remarquer  que,  si  l'on  diilërentie  l'équation  (a)  en  tenant 
compte  de  l'équation  (3),  on  aura 

(4)  xdu -k-ydv -\'Zdw=.o^ 

et  cette  nouvelle  équation ,  conséquence  des  deux  précédentes,  ne 
contiendra,  comme  elles,  que  les  diflerentielles  du  premier  ordre. 

Au  moyen  des  formules  (  2),  (3),  (4)7  on  peut  donner  deux  formes 
diflérentes  à  l'équation  ditlérentielle  (i).  Des  relations  (2)  et  (3) 
on  tire 

(5^  "         —         "^         —         ""        . 

^  yilz  —  zdy       zdx  —  xdz       xdy  — ydx 

et,  en  remplaçant  dans  l'équation  (i)  m,  v^'w  par  les  quantités  qui 
leur  sont  proportionnelles,  on  obtiendra  la  première  forme 

(^)  ?{j^*  —  *^»  ^^^*  —  xdz^  xdy  — ydr  \  .r,  ^,  z)  ^  o, 

que  Ton  peut  donner  à  l'équation  proposée,  et  où  figurent  seule- 
ment les  coordonnées  ponctuelles  x,  y^  z  et  leurs  diflerentielles. 
11  suffira  d'y  faire  2=1,^/2  =  0,  pour  retrouver  la  forme  habituelle 

li[dt,dy  I  x,j)=:o, 

où  F  est  homogène  par  rapport  à  âx^  dy^  et  est  d'ailleurs  une 
fond i ou  quelconque  de  x^  y- 
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Mais  on  déduit  encore  des  équations  (2}  et  (4)  les  suivantes  : 

^  '  '  vdw  —  wilv       wdu  —  udw       ud»  —  vdu 

qui  permettent  de  faire  disparaître  x^  jr^  z  de  l'ëquaticm  (1)  et 
d'écrire  cette  équation  sous  la  forme 

(8)  ff[UfP,tp\  pdw  —  ivdVf  wdu  —  utlw^  udp  —  vdu)  =  o, 

qui  contient  seulement  les  coordonnées  de  la  tangente  et  leurs  dif- 
férentielles. 

Si,  au  lieu  de  traiter  u,  v»,  iv  comme  des  coordonnées  tangcn- 
tielles,  on  voulait  les  considérer  comme  définissant  un  point,  cette 
seconde  équation,  au  lieu  de  définir  les  mêmes  courbes  que  l'équa- 
tion (6),  conviendrait  aux  polaires  réciproques  de  ces  courbes  par 
rapport  à  la  conique  dont  l'équation  est 

La  double  forme  de  l'équation  dilTérentielIe  est  donc  la  traduction 
analytique  de  ce  fait  important,  signalé  par  M.  Chasles  dans 
Yjipcrçu  historique  pour  le  cas  plus  général  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  que,  si  des  courbes  satisfont  a  une  équation 
dilTérentielIe  du  premier  ordre,  il  en  est  de  même  de  leurs  polaires 
réciproques. 

Nous  ne  nous  occuperons  dans  ce  Mémoire  que  des  équations 
dillérentielles  qui  sont  du  premier  degré  par  rapport  à  u,  ç^,  tv,  et 
qu'on  peut  mettre  par  conséquent  sous  la  forme 

Lw  -4-  Mp  -h  No'  =  o, 
ou 

[a]        hlrdz  —  zdj)  4-  M  [zdx  —  jcdz)  H-  îi(xdjr  — J'dz]  =  o» 

L,  M,  N  désignant  des  fonctions  homogènes  de  x^j-j  z,  nécessai- 
rement du  même  ordre.  Nous  ne  traiterons  que  des  écjuations  algé- 
briques, et  nous  pourrons,  par  conséquent,  admettre  que  L,  M,  N 
sont  des  polynômes  homogènes  d'un  même  degré,  que  nous  dési- 
gnerons par  m. 

La  première  remarque  à  faire  relativement  à  cette  équation, 
e*est  que,  sans  changer  la  relation  entre  les  six  quantités  or,  j",  z, 
r/x,  dy^  dz^  on  peut  donner  à  L,  M,  N  une  infinité  de  valeurs. 
Eu  rflVt,  si  l'on  remplace  L,  M,  N  par  L  -+-  Ax,  M  -f-  Ar,  N  -f-  Ar, 
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A  désignant  un  polynôme  quelconque  d'ordre  m — i,  on  verra 
sans  peine  que,  dans  Téquation  (a),  tous  les  termes  qui  contiennent 
A  ont  une  somme  nulle,  et  que,  par  conséquent,  l'équation  n'est 
pas  changée. 

Parmi  toutes  les  formes  différentes  que,  en  vertu  de  la  remarque 
précédente,  on  peut  donner  à  Féquation  proposée,  on  peut  en  dis- 
tinguer une,  que  l'on  pourrait  appeler  la  forme  normale,  et  qui 
est  caractérisée  par  la  propriété  suivante  : 

Pour  celte  forme  on  a  identiquement 

dL      dM      dN 

Ôx        Ôjr         OZ 

Voyons  d*abord  comment  on  pourra  l'obtenir.  Si  Ton  posé 

L,  =  L  -4-  Ax, 
M.  =  »I  -f-  A j, 

N,  =  N  -f- Az, 

A  désignant  toujours  un  polynôme  d'ordre  m — i,  l'équation  (a) 
pourra  s'écrire 

{9)       ht(jrdz^zdjr)  '+-Mt{zdx'^  xdz)  -^  T^i(xdjr  ^ ydjs)  =z  o, 

et  l'on  trouvera 

dh,       dM,       dN,       ^L      âM      ô^ 


dx    '    ôjr    '  'dz       dx    '    âf    '    ôz    '   ^  '    ' 

on  pourra  donc  toujours  déterminer  A  de  telle  manière  que  }e  pre- 
mier membre  de  l'équation  précédente  soit  nul.  Il  suffira  de  choisir 
pour  A  le  polynôme  déhni  par  l'équation 

10)  /It-ha     A=—    r -r -7-. 

^     ^  ^  '  ox       ôy       OZ 

On  voit  que  la  forme  précédente  existe  toujours  et  est  unique. 

Nous  emploierons  peu  cette  forme  normale  de  l'équation  diflTé- 
rentielle;  au  contraire,  nous  aurons  souvent  à  considérer  la  fonc- 
tion qui  figure  dans  le  second  membre  de  l'équation  précédente^ 
aussi  la  désignerons-nous  par  une  seule  lettre,  toujours  la  même, 
H,  et  nous  poserons 

,     ,  „       r)L      fM      aN 

O.T       oy        OZ 
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Nous  verrons  que  H  est  un  invariant^  la  forme  normale  pour  la- 
quelle on  a  H  =  o  se  conservera  donc  à  travers  toutes  les  transfor- 
mations. 

Au  nombre  des  formes  différentes  qu'on  peut  donner  h  l'équation 
différentielle,  on  peut  encore  signaler  les  suivantes  :  supposons 
que  dans  L,  par  exemple ,  on  isole  tous  les  termes  qui  contiennent 
a:,  en  sorte  que  L  s'écrive 

/  étant  une  fonction  homogène  de  j' et  de  z  seulement.  En  prenant 
pour  A  la  valeur  —  l\  la  nouvelle  valeur  L|  de  L,  définie  par  les 
formules  (8),  ne  contiendra  plus  que  jk,  z.  On  pourra  de  même 
choisir  A  de  telle  manière  que  M  ne  contienne  que  a:,  z^  ou  que  N 
ne  contienne  que  x^  y. 

Le  nombre  des  paramètres  arbitraires  qui  figurent  dans  l'équa- 
tion différentiel  le,  et  qui  était  en  apparence  de 

6  -  I, 

sera  ainsi  réduit  à 

m'  -h  ^m  -f-  2. 

En  particulier,  si  l'un  des  polynômes  L,  M,  N  est  divisible  par 
la  variable  qui  lui  correspond,  par  exemple,  si  L  est  divisible  par  a:, 
alors,  en  prenant  pour  A  dans  les  équatioAs  (8)  le  quotient  en- 
tier   ♦  la  valeur  nouvelle  L|  de  L  sera  nulle,  et  l'équation  de- 
viendra 

M,  [zdx  —  xfiz)  -f-  ^i[xdjr  — jrdx)  =  o, 

et  sous  cette  forme  on  aperçoit  ionnédiatemeiU  la  solution  parti- 
culière 

Cette  remarque  peut  être  rattachée  à  une  autre  de  même  natiu*e, 
faite  par  M.  Zeuthen,  sur  les  équations  diflérentielles  algébriques 
écrites  sous  la  forme  ordinaire. 

Considérons  l'équation 
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oiijyfi  sont  des  polynômes  du  m'*"*  ordre.  Si  Ton  veutécnre  celle 
équation  avec  les  coordonnées  homogènes,  il  faudra  y  remplacer 

JT^  y  par-î  ->  ce  qui  donnera 

?(*»r>  «)  [zdx^xdz]  -+-cp,{x,  j,  z)  (jrdz  —  ze/jr)  —  o, 

'^^  ^1  étant  des  polynômes  homogènes  d'ordre  m.  On  voit  qiu;  Ic- 
quation  admettra  la  solution  particulière 

*  =  o, 

c'est-à-dire  la  droite  de  l'infini.  Toutefois,  cette  solution  pourra 
disparaître  ou  plutôt  ^tre  mise  en  facteur,  si  les  polynômes  9,  ri,^ 
sont  tels  que 

r?i  —  ^^ 

soit  divisible  par  z;  et  si  Ton  supprime  alors  le  facteur  z,  on  ob- 
tiendra une  nouvelle  équation,  qui  n'admettra  plus  nécessairement 
la  solution  z  =  o. 

C'est  ce  qui  arrive,  notamment  si  l'équation  a  été  écrite  sous  la 
forme  adoptée  par  M.  Fouret, 

(.3)  Lg-M-HN(4-^)=o, 

OÙ  L,  M,  N  sont  des  polynômes  d'un  même  degré.   Si  dans  cette 
équation  on  remplace  x,  j*  par  -^ -»  on  retrouvera  précisément 

l'équation  (a)  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ. 

Toutes  ces  remarques  préliminaires  n'ont  rien  d'essentiellement 
nouveau^  mais  il  nous  a  paru  utile  de  les  faire,  afin  de  bien  établir 
dans  l'esprit  du  lecteur  le  lien  qui  existe  entre  les  diverses  formes 
de  l'équation  ditlérentielle  :  la  forme  ordinaire,  représentée  par 
Téquation  (la),  celle  de  M.  Fouret  par  l'équation  (i3).  et  celle 
de  Clebsch  par  l'équation  (a).  Mais  il  est  essentiel  de  remarquer 
que  ces  formes  ne  sont  pas  les  seules  que  l'on  rencontre  dans  les 
applications.  Bien  plus,  elles  ne  se  présentent  pas  d'une  manière 
évidente  quand  on  forme  une  équation  diOérentielle  par  l'élimina- 
tion d'une  constante  entre  une  équation  et  sa  dérivée. 

En  effet,  considérons  l'équation  d'un  système  de  courbes 

(i4)  /(x,r,*)==c, 

BmU.  d^s  Sciences  mathrm.^  1*  Sorie,  l.  I.  (Fovrior  1878.)  5 
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où  f  est  une  fonction  homogène  de  degré  zéro,  et  C  la  constanu* 
arbitraire,  l'élimination  de  celte  constante  se  fait  sans  difficullc 
par  la  diflférentiation ,  et  Ton  obtient  ainsi  Téquation  diflerenliellc 

-f-fU-h-i-  (h  -f-  -f  dz  =  o. 
o*.r  Oj-  ()z 

Supposons  qu'il  y  ait  un  facteur  commun  à  supprimer,  des  déno- 
minateurs à  faire  disparaître  pour  ramener  Téqualion  à  la  formr 

entière;  si  r-  désigne  le  multiplicateur  qu'il  faut  employer  pour 

effectuer  toutes  ces  opérations  et  ramener  l'équation  à  la  forme 
entière 

( 1 5)  Vt/.r  -h  Qfir  -h  K(tz  =  o, 

on  aura 

<'^)  T.^^^'    Tr^'^^^    jr---^^' 

La  forme  (i3)  ne  ressemble  pas  à  celles  que  nous  avons  obte- 
nues; mais  les  polynômes  P,  Q,  R  ne  sont  pas  quelconques,  et 
sont,  comme  nous  allons  le  reconnaître,  assujettis  à  vérifier  une 
relation. 

En  elfet,  /(o:,  7,  z)  étant,  par  hypothèse,  une  fonction  liomogcnc 
de  degré  zéro,  on  aura  identiquement 

ôf         ùf        df 
ôx  Oy         ôz 

ou,  en  se  servant  des  équations  (16), 

(17)  P/H-Qv  4-R3  — o. 

Ainsi  l'on  peut  dire  que  l'élimination  d'une  constante  arbitraire 
conduit  à  une  équation  ditrérentielle  de  la  forme  (i5),  mais  ou 
P,  Q,  R  sont  des  polynômes  entiers  liés  par  la  relation  (17). 

La  forme  (a)  que  nous  avons  adoptée  rentre  bien  dans  le  ty|»c 
précédent;  car  si  l'on  pose 

/  Pr_M3-Nr, 

(18)  |Q=:ÎV.r-L3. 

R  —  Lj  — Mr. 
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elle  prend  la  forme  (i3);  «t  d'aîlleurs  les  valeurs  P,  Q,  R  satisfont 
bien  h  l'identité  (17)- 

Mais  on  peut  établir  la  réciproque  et  prouver  que  toute  équation 
dff  ta  forme 

Vdx  4-  Qrt[r  -h  Rrfî  =  o, 

où  P,  Q,  R  sont  des  polynômes  liés  par  Véquation  identique 

Px  -♦-  Qj  -f-  R  s  =  o, 

peut  être  ramenée  à  la  forme  [a). 

En  effet,  en  vertu  de  Tidentité  précédente,  P  s^annulc  avccj^,  2, 

et,  par  conséquent,  tous  ses  termes  contiennent  y  o\\  z.  On  peut 

donc  poser 

P  —  C ,  H-  n  z, 

C  et  B  étant  des  polynômes  de  degré   inférieur   d'une  unité  à 
celui  de  P,  et  de  même 

Q  — Cc-f-B  .r, 

R  -     C.r  -f-  B^K, 

et  ridentité  à  vérifier  deviendra 

(C  -h  B').rr  -f-  (C  H-  B).rs-f-  (C  -4-  B")/*  =  o, 

ce  qui  exige  que  C'-f-B'  soient  divisibles  par  ::,  C  -+-  B  par  7  ,  et 
C  -+-  B''  par  X.  On  aura  donc 

C    -^B'rr=A''c, 

C  -\-  W   r-  A' r, 

C"-f-R"---Ax. 
avc»c  la  condition 

A  -h  A'  -I-  A    -—  o. 

Comme  on  peut  tirer  de  cette  équation  A''  en  fonction  de  A,  A',  on 
sera  facilement  conduit  aux  valeurs  les  plus  générales  de  P,  Q,  R 
pouvant  satisfaire  à  Tidentité 

p.r  -f-  Qj  4-  Rs  — o, 

et  Ton  verra  facilement  que  ces  valeurs  sont,  aux  notations  près, 
ci'lles  qui  sont  fournies  par  les  formules  (18). 

Xotrc  travail  sera  divisé  en  deux  Parties.  Dans  la  première  nous 
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exposerons  quelques  théorèmes]|re]atifs  au  multiplicateur,  aux  so- 
lutions particulières  algébriques  et  à  Tusage  qu'on  peut  en  faire, 
aux  points  singuliers  et  au  changement  de  variables.  Dans  la 
seconde,  nous  ferons  une  application  particulière  des  propositions 
générales  au  cas  où  L,  M,  N  sont  des  polynômes  du^second  degré. 
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I. 


Du  multiplicateur  de  l'équation  différentielle. 

Pour  întégnîr  Téquation  différentielle 
[a)  l.[ydz  —  zdy]  -f- M(zdLr  —  .r</«)  -+-  ^[.rdj  —  jd^r)  ==  o, 

ou  peut  chercher  un  facteur  [k  qui  rende  Texpression 

(19)        p[L(/r/z  — zr/r)  -h  }\[zdx  — -  xdz)  H- N(x£/y  —  j'rfx)] 

la  différentielle  exacte  d'une  fonction  homogène  de  degré  zéro. 
Alors  on  aura  l'intégrale  générale  en  égalant  cette  fonction  à  une 
constante.  Si  m  désigne,  suivant  nos  conventions,  le  degré  commun 
des  polynômes  L,  M,  N,  le  facteur  jut  devra  être  une  fonction  homo- 
gène de  degré  —  m  —  2  et  satisfaire  par  conséquent  à  l'équation 

I     \  ^i^         ^y^        ^i^     ,         \ 

^  Ôj:  Ôy  dz         ^  '^ 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  les  trois  conditions* d'intégra- 
hilité  de  la  difiérentielle  (19)  se  réduisent  à  une  seule,  qui  est 


I-'   4>"|-«l-'(?>"+™>=°- 


'dL       <)M       dN\ 

—   H 1 1 

)x        ôy       âz  I 


Cette  équation,  très- symétrique,  où  le  coefficient  de  fjt  est  l'inva- 
riant que  nous  avons  désigné  par  H,  suffira  à  déterminer  complète- 
ment  le  multiplicateur  cherché. 

On  sait  que  l'intégration  de  cette  équation  aux  dérivées  par- 
tielles se  ramène  à  celle  du  système  d'équations  différentielles  ordi- 
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iiaires 

r/.tr dy       ffz  dyt. 

^'^^^  L  ~  ¥  "^  w  ~  ~  jsr* 

En  remarquant  que  l'équation  obtenue  en  égalant  le  dernier 
rapport  à  l'un  des  premiers  servira  à  déterminer  [i  au  moyen  d'une 
quadrature,  on  peut  se  borner  à  considérer  le  système 

dx       dy        dz 

'23)  =  —  =: 

^  L        M         N 

Je  vais  montrer  directement  que  V intégration  de  V équation  pro^ 
posée  et  celle  du  système  (23)  sont  deux  problèmes  équii^alents. 

Supposons,  en  elTet,  que  l'on  substitue  aux  variables  x^j  les  sui* 
\  antes  : 

Z        ^         Z 

Posons 

L|,M|,N|  ne  dépendront  plus  que  de  ff,  {3.  L'équation  différoi* 
tielle  proposée  deviendra 

(24)  —  L,rfp4-M,£/a-hN,  (a^p—  prfa)=o, 

et  le  système  (23) 

a  dz  -f-  3 //a         p^/z  -h  zr/p  dz 

lt;     ~     w,     ~  SI' 

ce  qu'on  peut  écrire 

doL  dB  dz 

[  25)  =   ■ = 

^       '  L.— N,a        M,  — JN.p        zN, 

L'équation  qu'on  obtient  eu  égalant  les  deux  premiers  rapports 
est  précisément  Téquation  (24)-  Si  donc  on  sait  intégrer  celte  équa- 
tion, c'est-à-dire  la  proposée,  on  aura  j3  en  fonction  de  a  et,  poui* 
achever  l'intégration  du  système  (25),  il  restera  à  effectuer  la  qua- 
drature 

qui  fera  connaître  z. 

Supposons,  au  contraire,  que  Ton  sache  intégrer  Je  système  (23) 
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ou  sou  oquivaleul  (25).  Celle  des  deux  intégrales  qui  cou  lient  seule- 
ment a,  j3,  c'<îst-à-dire  qui  est  homogène  et  de  degré  zéfX}  en  x,j',r, 
sera  précisément  l'intégrale  de  l'équation  proposée.  Du  reste,  si 
Ton  a  les  deux  intégrales  de  ce  système,  il  sera  très-facile  d'eu 
déduire  l'intégrale  homogène  de  degré  zéro.  Ces  deux  intégrales 
y*,cp  étant  nécessairement  homogènes,  si  n  et  n'  sont  leurs  degrés, 
y^'o""  sera  l'intégrale  de  degré  zéro. 

La  remarque  précédente  a  déjà  été  faite  depuis  longtemps  poui* 
le  ca$  de  l'équation  de  Jacobi  où  L,  M,  N  sont  des  polynômes 
du  premier  degré.  Dans  ce  cas,  en  introduisant  la  variable  auxi- 
liaire t,  les  équations  du  système  (23)  peuvent  s'écrire 

^'•r       -       dr  dz 

-^U      ^-M,      -=:N, 

et  deviennent  linéaires.  Les  intégrales  de  ces  équations  sont  de  la 
forme 

X  =  C^',     Y  =  C,  e«^'     Z  —  C,crT', 

X,  Y,  Z  désignant  trois  fonctions  linéaires  homogènes  de  x,  j^,  z  et 
Ci,C2,C3  trois  constantes  arbitraires.  On  en  déduit  que 

XP-T     YT-«    Z^-P^const. 

est  une  intégrale  du  système  (^3)  et,  comme  cette  intégrale  est  ho- 
mogène et  de  degré  zéro,  elle  convient  également  à  l'équation  pro- 
posée. 

Dans  le  cas  où  L,  M,  N  sont  de  degré  supérieur  au  premier,  les 
équations 

(.61  '^^-u     ^^  =  M,    '^  =  y 

^       '  Ut  (it  lit 

cessent  d'être  linéaires.  Leur  intégration  constitue  un  problème  qui 
n'a  pas  encore  été  abordé. dans  toute  sa  généralité,  bien  que  l'ou 
rencontre  des  systèmes  de  cette  forme  dans  Tétude  de  différents 
problèmes.  D'après  notre  analyse,  la  solution  de  ce  problème  esl 
équivalente  à  l'intégration  de  Téquation  proposée  (a).  Tous  les 
résultats  acquis  dans  l'élude  de  l'une  de  ces  deux  questions  profile- 
ront, par  conséquent,  à  la  solution  de  l'autre. 
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II. 


Des  solutions  particulières  algébriques. 

Revenons  à  Téquation  proposée  (a)  et  cherchons  la  condition 
pour  qu'elle  admette  une  intégrale  particulière  définie  par  Téqua- 
lion 

que  nous  pouvons  supposer  être  indécomposable. 
En  difTcrentiant  Téquation  précédente,  on  aura 

^/  /         àf  ,         df  ^ 
àx  oy  oz 

et  Ton  a  aussi,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogèacs, 

On  déduit  des  deux  dernières  équations  les  suivantes  : 

^  £  Ûf 

,  dr  dy  ôz 

(20)  r—   z=:    :_^  , 

ydz  —  ztfy         zdx  —  cdz         x  dy  —  y  dx 
et,  par  suite,  si  Ton  remplace  dans  Téquation  différentielle  les 

binômes  j-rfz  —  zdy^  . . .  parles  quantités  proportionnelles  ;r-  •  •  •  r 

on  aura 

t  àf       ,,  df       ^  ôf 
ôx  oy  ôz 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  cette  équation  n'est  pas  né- 
cessairement une  identité.  En  effet,  si  Ton  considère  l'équation  (27) 
comme  représentant  une  courbe,  l'équation  (28)  n'aura  lieu  qu'en 
tous  les  points  de  cette  courbe.  Il  suffira  donc  que  l'équation  pré- 
cédente ait  lieu  seulement  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  c'est- 
à-dire  que  le  premier  membre  soit  divisible  par/* et  que  l'on  ait 
identiquement 

ox  (}y  Oz 
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K  désignant  un   polynôme   qui   sera  nëcessairemcnt  de  l'ordre 
///  —  I ,  inférieur  d'une  unité  à  celui  de  L,  M,  N. 

Pour  abréger,  je  désignerai  par  la  lettre  A  Topération 

^    à        ^,  ô        _-  d 

A  =  L  —  -h  M  — -+- N -r-t 
<7x  Ojr  OZ 

(|ue  nous   aurons   souvent  à   considérer.   L'équation  précédeulc 
pourra  donc  s'écrire 

i  3o  )  A/=:  K/ 

Eu  exprimant  que  les  deux  membres  sont  égaux,  terme  pour 
terme,  on  aura  les  équations  de  condition  qui  expriment  que/ 
(\st  une  solution  particulière. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  de  Jacobi  pour  laquelle 
L,  M,  N  sont  des  polynômes  du  premier  degré 

M  —  Cx  •+-  S! y  -+-  Bs, 
N  =  B'j:  4-  C/  -+-  A''^. 

Si  l'on  veut  trouver  les  droites  satisfaisant  à  cette  équation,  on  aura, 
en  écrivant  l'équation  d'une  droite  sous  la  forme 

ûx  -h  «»^  -+-  wz  =  o, 
à  exprimer  que  l'on  a 

S  étant  une  constante.  On  obtiendra  ainsi  les  trois  équations 

Att  -hC'V-hB'rv^Sw, 
B^'tt  -h  A' •'H-  Cw  =  Sp, 
C  //  -^  Bc  H-  k'w  —  Swy 

qui,  par  l'élimination  de  {/,i^,w,  conduiront  à  une  équation  du 
troisième  degré  pour  S.  Il  y  aura  donc  trois  droites  qui  donneront 
des  solutions  particulières  de  l'équation  de  Jacobi. 

Pour  abréger,  nous  dirons  souvent  dans  la  suite  qu'une  courbe 
est  une  solution  ou  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée, 
lorsque  l'équation  de  cette  courbe  donne  une  solution  particidière 
de  l'équation. 

Si,  l'équation  dillérenlielle  étant  donnée^  on  veut  exprimer  que 
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est  une  solution  particulière,  on  ne  peut  supposer  nul  le  polynôme 
K,  sans  restreindre  la  généralité;  au  contraire,  si  Ton  veut  trouver 
les  équations  différentielles  qui  admettent  une  solution  donnée,  il 
importe  de  remarquer  que,  p  étant  le  degré  de  y*,  l'équation  (3o) 
pourra  s'écrire 


Or,  si  Ton  pose 


L,  =  L  —  K  -, 

P 


N,  =  N  —  K-, 

P 


cl  si  l'on  remarque  que  K  est  de  Tordre  m  —  i ,  on  voit  que 
L|,  M|,  N|  sont  des  polynômes  que  Ton  peut  substituer  à  L,  M,  N 
sans  changer  l'équation  différentielle.  Si  donc  il  s'agit  d'exprimer 
qu'une  équation  différentielle,  dont  les  coefficients  sont  inconnus, 
admet  une  première  solution  y,  on  pourra  chercher  à  déterminer 
L,M,N,  de  telle  manière  que  l'équation 

(3.)  l^  +  M^-^  +  n|^=o 

OX  Ôf  oz 

ait  lieu  identiquement.  Mais,  si  l'on  a  ensuite  à  exprimer  que  la 
même  équation  admet  une  seconde  solution,  on  ne  pourra  plus 
supposer  nul  le  polynôme  K  relatif  à  cette  nouvelle  solution.  Avant 
de  continuer  ces  recherches,  nous  allons  donner  un  théorème  gé- 
néral sur  la  manière  de  satisfaire  à  des  équations  semblables  à  l'é- 
quation (3i). 

III. 

Sur  r  identité  A  A'  -♦-  BB'  -+-  CC  =  o . 


Considérons  six  polynômes  homogènes  en  x,  y^  2,  satisfaisant  à 
l'identité 

(32)  AA' -+- BB' -h  ce  =  o. 
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Je  dis  ijuc,  si  les  trois  équations 

A  1=  G,      B  =:-  o,     C  =  o 

u'ont  aucuue  solution  commune,  c'est-à-dire  si  les  trois  courbes 
représentées  par  ces  équations  n'ont  aucun  point  commun,  on  aura 

r  A'  —  NB  —  MC, 

(33)  <  B'm  LC  —  NA, 

(  C  —  MA  -  NB, 

L,  M,  N  étant  des  polynômes  convenablement  choisis. 

Pour  démontrer  cette  proposition  dans  toute  sa  généralité,  je 
m'appuierai  sur  un  théorème  de  M.  Noether,  dont  M.  Halphen  a 
donné  une  démonstration  nouvelle  [Bulletin  de  la  Société  Mathé- 
matique, t.  V,  p.  i6o)  et  qu'on  peut  énoncer  conmie  il  suit  : 

Etant  donnés  trois  polynômes  f^  cf,  ^^  fonctions  de  x,  j^,  pour 
que  Von  ait 

/=  Ay-hB+, 

A  et  B  étant  des  polynômes  conv^enablement  choisis,  il  faut  et  il 

suffit  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies  : 

Soit  j:  =  a,  j^=(3  un  quelconque  des  systèmes  de  solutions 

des  équations 

?  =  o,     ^^  =  o; 

il  faudra  que,  a  et  b  désignant  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  de  x  —  a, y  —  p,  on  puisse  déterminer  les  coefficients 
de  ces  séries  de  telle  manière  que  ton  ait 

Ces  conditions  seront  d*  ailleurs  suffisantes  pourvu  quelles  soient 
remplies  pour  tous  les  systèmes  de  solutions  communes  des  équa- 
tions 

Ce  théorème  étant  admis,  il  est  facile  d'en  faire  l'application. 
I/identilé  (Sa)  nous  donne 
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Or  faisons  pour  uu  iustant  z  =  i .  Pour  chaque  système  de  solu- 
tions x=  a,  j^=P,  des  équations  A  =  o,  B  =  o,  C  n'est  pas  nul,  par 

hypothèse.  Les  quotients  —  ■- ■—  sont  donc  développables  en  sé- 

ries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  de  x — a,  y  —  [3. 
Les  conditions  exigées  pai'  le  théorème  précédent  sont  donc  évi- 
demment remplies  et  par  conséquent  C  est  de  la  forme 

C'=^  M'A4-NB, 

où  M',  N  sont  des  polynômes.  On  verra  de  même  que  A',  B'  sont 
des  formes  suivantes  : 

A'— -M"B-+-  N'C, 

B'  =  MC    H-JV"A. 

Ecrivons  maintenant  que  l'identité  (32)  est  satisfaite  et  nous 
aiu*ons  Téquation 

(M  -H  N)  BC  -H  (M'  4-  N')  AC  4-  (M^  -+-  K'')  AB  =  o, 

à  laquelle  devront  satisfaire  les  six  polynômes  M,  N,  • . . . 

D'ailleurs,  A,  B,  C  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  puisqut* 

les  équations 

A  =  o,     B=o,     C  =  o 

n'ont,  par  hypothèse,  aucune  solution  commune;  par  conséquent, 
A,  devant,  d'après  l'identité  précédente,  diviser  (M  -H N )  BC,  divi- 
sera M  H-  N,  et  l'on  aura 

M  -^  N  =  KA, 

et  de  même 

M'  H-  N'  m  K'  B, 

K,K',  K'^  étant  des  polynômes  qui  devront  satisfaire  à  Tidentilé 

K  H-  K'  -+-  K"  =  o. 

Or  trois  polynômes  satisfaisant  à  cette  identité  peuvent  toujours 
cire  représentés  par  les  formules  symétriques 

K    -  S'  —  S", 
K'       S"-    S, 
R"  — S       S'. 
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11  suffirait,  par  exemple,  de  faire  S"  =  o,  S  =  —  K',  S'  =  K,  pour 
retrouver  l'identité  précédente.  On  aura  donc 

M-4-N  =A(S'  — S''), 

M' 4-  N'  =  B(S''  — S), 

M''-+-rf''=  C(S-S'), 
et,  si  Ton  pose 

M  ~  AS'  =  —  N  —  AS''^  U, 

M'  —  BS'*=  —  N'  —  BS  =  V, 

M''  —  es  =  —  N''—  CS'  =  W, 

les  formules  qui  donnent  A',  B',  C^  prendront  la  forme 

A'=BW  — CV, 
B'  =  eu  —  AW, 
e'  =  AV  —  BU, 

qui  est,  aux  notations  près,  celle  qu'il  s'agissait  d'établir. 

La  proposition  précédente  peut  être  utile  dans  diiOTérentes  recher- 
ches. Dans  tous  les  cas,  elle  a  une  application  évidente  dans  la 
question  qui  nous  occupe.  Supposons  que  l'on  cherche  la  condition 
pour  que  l'équation  diflérentielle  que  nous  étudions  (a)  admette 
comme  solution  particulière  une  courbe  représentée  par  l'équation 

et  n'ayant  pas  de  point  multiple^  on  devra  avoir,  avec  des  valeurs 
convenablement  choisies  de  L,  M,  N, 


Les  trois  équations 


ôx  ày  o% 


àf       ^      àf  (}if_ 

—  =  o,     — =0,      x=° 
ox  oy  ôz 


n'ayant  pas  de  solutions  communes,  on  aura,  en  vertu  du  lemmc 
démontré  précédemment, 

ôjr  ôz 

(34)  /M=U|-W|, 

OX  ôf 
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ou,  si  Ton  demande  les  valeurs  les  plus  générales  de  L,  M,  N  con- 
venant à  l'équation, 

ox  dz 

(35)  /;M=:Ajr-f.u|^-W^, 

^  oz  âx 

ôx  oy 

Quant  à  l'équation,  si  on  veut  récrire  sous  une  des  formes  que 
nous  avons  proposées, 

Vdx  -h  (Idy  H-  Rrfz  =  0, 
on  trouvera 

P  =  aU/  ~  %•  (Ux  ^- V^  4- Wr), 

QX 

(36)  \  Q=:«V/-|^(Ux4-Vr-+-W2), 

a  étant  le  degré  dey,  et  par  conséquent  l'équation  pourra  s'écrire 

(  37  )         af(\idx  4-  ydf  -4-  Yfdz  )  —  (Ua?  -h  V/  -h  W«)  df=z  o, 

la  solution  y  =  o  étant  ainsi  mise  en  évidence. 

J'ajouterai  enfin  que  Tinvariant  H  aura  pour  valeur,  si  rou 
adopte  les  formules  (35), 

/7Q^  «       A^^^fl^^      ^W\      dffdVi       d\}\       ô/fdl]      ôy\ 
(38)H  =  4A-4-^.^^-^J4-^(^-.^J4-^-(^-.^]. 


IV. 

De  l'emploi  des  solutions  particulières  algébriques 
pour  la  détermination  de  l'intégrale  générale. 

Après  avoir  indiqué  comment  on  recherchera  des  solutions  par- 
ticulières algébriques  de  l'équation  proposée,  nous  allons  montrer 
comment  on  pourra  déterminer  l'intégrale  générale  toutes  les  fois 
qu  on  aura  un  nombre  suffisant  de  ces  solutions. 
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Nous  avons  vu  que  cette  équation  admettait  trois  droites  comme 
solutions  particulières;  soient 

X  =  o,    Y=o,    Z  =  o 

les  équations  de  ces  droites  :  on  aura  des  identités 

AX=SX,     AY  =  S'Y,     AZ^S'^Z, 
où  S,  S',  S^  seront  des  constantes.  On  en  4éduira 

A(X^'-^'TS'-8'ZS'-8)=o, 
et  par  conséquent  l'intégrale  sera 

ce  qui  est  le  résultat  connu. 

Mais  on  peut  indiquer  un  autre  usage  des  solutions  paiticulièi^s. 
Reprenons  l'identité 

A  («•»  i«^  . . .  ttjr)  =  (a,K|  -h  a,K,  -h  . . .  -+-  a^K^)  «^ «^  .  . .  nV. 

Si  Ton  peut  déterminer  les  constantes  ffi^ffs)  . . .,  a^  de  manière 
à  satisfaire  aux  deux  équations 

I__  _  ^    _       dL      dM      ôfi 

^    ^  ôx       àx       ôz 

on  aura 

et,  par  conséquent,  la  fonction  «•»•••  «J»',  étant  du  degré  —  m  —  i 
que  doit  avoir  le  multiplicateur,  et  satisfaisant  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles  qui  le  déûnit,  sera  une  valeur  particulière  de 
ce  multiplicateur.  L'intégration  se  trouvera  ainsi  ramenée  aux 
quadratures. 

Les  équations  (  43  )  équivalent  à h  i  équations  du  pre- 
mier degré.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les /bis  que  l'on  connaîtra h  i  =  ^  —  i  solutions 

fHV'ticulières  algèbrigues  de   l'équation  différentielle  proposée 
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iii,  U2)  • . . ,  li^  —  1,0/1  pourra  en  déduire  une  valeur  particulière 
du  multiplicateur,  qui  sera  de  la  forme 

A  la  vérité,  ce  théorème  parait  sujet  à  une  exception;  car,  si  le 
déterminant  des  équations  à  résoudre  était  nul,  on  pourrait  craindre 
que  ces  équations  fussent  impossibles.  Mais  alors  celles  qu'on  ob- 
tient en  supprimant  dans  les  équations  (43)  les  seconds  membres 
H  et  —  (m+  a)  deviennent  des  équations  homogènes  en  nombre 
égal  à  celui  des  inconnues,  et  dont  le  déterminant- est  nul.  H  est 
donc  possible  de  satisfaire  aux  équations 

aiK.|  -4-  GC2K.2  -f-  ...  -4-  o^— 1  K^^i  =  0| 
ai  A|  -+-  a,  /ij  -+-  ...  -f-  a^_i  A^-i  =  O  ; 

c'est-à-dire  que  Ton  peut  appliquer  notre  premier  théorème,  et 
obtenir  l'intégrale  générale  sous  la  forme 

«;«  u"^  ...  U'^lii  =  C. 

Ainsi,  dans  le  cas  d'exception  du  second  théorème,  on  est  conduit 
d'une  manière  plus  rapide  à  l'intégrale  cherchée. 

Nous  venons  de  reconnaître  comment,  au  moyen  d'un  certain 
nombre  de  solutions  particulières  algébriques,  on  peut  former  le 
multiplicateur  de  l'équation  différentielle  proposée.  Réciproque- 
ment, supposons  que  ce  multiplicateur  jx  soit  de  la  forme 

f^'if^t  ""ifp  étant  des  polynômes  algébriques,  et  les  exposants 
«1,  «3,  •  • .,  a^  des  nombres  quelconques  positifs  ou  négatifs  réels 
ou  imaginaires.  En  écrivant  que  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  multiplicateur  est  satisfaite  par  la  valeur  précédente,  on  aura 
une  équation  que  l'on  peut  écrire 

J%  Ji  Jp 

On  peut  d'ailleurs  supposer  queyi,^^,  •  •  "i  fp  soient  indécomposa- 
bles; s'il  en  était  autrement,  il  suflBraitde  les  remplacer  dans  l'ex- 
pression de  \k  par  les  facteurs  dont  ils  sont  composés.  L'équation 

Bull,  des  Sciences  mathém.^  2*  Sério,  t.  fl.  (  F«'vrier  i^^78.}  6 
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précédente  ne  pourra  donc  avoir  lieu  que  si  fi  divise  A/}.  11  faudra 
donc  que  Ton  ait 

K, ,  .  • . ,  K^  étant  des  polynômes,  qui  d'ailleurs  devront  satisfaire  à 
Téquation 

On  obtient  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  le  multiplicateur  de  l'équation  différentielle  proposée  est  un 
produit  de  plusieurs  facteurs  rationnels  éleçés  chacun  à  une  puis- 
sance quelconque,  chacun  de  ces  facteurs,  égalé  à  zéro,  donnera 
une  solution  particulière  de  l'équation  proposée. 

Les  théorèmes  précédents  nous  conduisent  donc  naturellement 
H  une  nouvelle  méthode  d'intégration  des  équations  diflerentielles 
du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  Etant  donnée  une  équation 
à  intégrer,  on  en  cherchera  différentes  solutions  particulières  al- 
gébriques, et,  au  moyen  de  ces  solutions,  on  formera  le  facteur  ou 
rintégrale  générale  toutes  les  fois  que  cela  sera  possible,  en  em- 
ployant les  théorèmes  que  nous  venons  de  faire  connaître.  C'est 
cette  méthode  que  nous  appliquerons,  dans  la  seconde  Partie  de  ce 
travail,  à  l'équation  la  plus  simple  après  celle  de  Jacobi,  celle  pour 
laquelle  les  polynômes  L,  M,  N  sont  du  second  degré.  Mais,  avant 
d'aborder  cette  application  et  pour  la  faciliter,  nous  allons  étudier 
un  groupe  de  points  remarquables  que  nous  appellerons  les  points 
singuliers,  et  qui  sont  ceux  pour  lesquels  la  direction  de  la  tan- 
gente donnée  par  l'équation  différentielle  est  indéterminée. 

V. 

Des  points  singuliers  de  l'équation  différentielle. 

Reprenons  l'équation  diflerentielle 

(44)  'L[ydz  —  zdy)  -I-  M(zrf.r  —  xdz)  H-  J^[xdy  -^ ydx)  =0, 
ou 

(45)  Pd:r-+-Q€/r-hR</z  =  o. 


L 

M 

N 

—  ZI 

~  — •  "~~ 

'  ï 

X 

r 

z 
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Il  y  a  toujours  des  points  du  plan  pour  lesquels  on  a 

P=Mz  — Nj~o, 
(46)  {Q^^Nx  — Lz^o, 

R  =  L^  —  M  jr  =  o  ; 

car  les  équations  précédentes  peuvent  s'écrire 

(47) 

et  équivalent  à  deux  seulement.  Pour  de  tels  points,  Téquation  (4^) 
sera  identiquement  satisfaite,  et  la  direction  de  la  tangente  no  sera 
plus  déterminée  par  l'équation  diilérentielle.  Ainsi  : 

En  tous  les  points  du  plan  pour  lesquels  on  a 

P=:o,     Q  =  o,     R=o, 

l'équation  différentielle  ne  fait  pas  connattre  la  direction  de  la 
tangente. 

Cherchons,  en  premier  lieu,  quel  sera  le  nombre  de  ces  points 
singuliers.  On  peut  rattacher  cette  recherche  à  un  lemme  relatif  à 
six  polynômes  A,  A',  B,  B',  C,  C,  de  degrés  /,  Z',  m,  m',  /i,  n\  sa- 
tisfaisant à  l'identité  déjà  considérée 

(48)  AA' -I- BB' 4- ce  =  o  ; 

il  est  évident  que  les  degrés  des  produits  AA',  BB',  CC  sont  égaux. 
On  a  donc  déjà 

/  -h  /'  =  m  4-  /w'  =  «  -i-  /ï'  =  X. 

Cela  posé ,  je  dis  que  la  somme  du  nombre  des  points  communs 
aux  trois  courbes 

A  =  o,     B  =  o.     C  =  o, 

et  du  nombre  des  points  communs  aux  trois  courbes 

A'=o,     B'=:o,     Cz=0, 
est  égale  à 

Imn  -t-  V m'n' 
\ 

6. 
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l'/ii  ê'iUi^^t/ti'ttt  li  II?  nonihri;  despciinU 
A  ,  H,l  /  ;  //  «  l'Iiii  'l<'>»  poitiU  rommuns  aux  trok  cudxsib  jî  .  ]*  .«C 
I  MM4  li'«  |»oiiff«  roitiiiiiiiiN  a  A  fît  a  B,  au  nomLre  àt  br^  amajusfe- 
Mi'Ml,  irii|Mi'«  l'idi'iititi*  (4^))  à  Tune  descoofifoCC  .  X^^-Laï 
fi|i|»iMli*inMil  II  Tm  par  hypolluW.  11  restera  donc  n»/ — ifoâna^  a»- 
11111114  MiiH  Iniin  rnurl»02i  A,  !),(/.  I)*ailleur8  les  ù^ puâsnr  mmaamn» 
tww  iliMi\  rniirhrii  A«  iV  appartiennent,  d'après  l^deaoâifc.  hTmt 
i|i*4  ruitilM^H  (\«  \V\  «Hunmo  il  y  en  a  ml  —  A  appartenn:  i  £.  i 
ir«h>i(i  hi'  /m  r  A  |HMiiUH  ctiminunsaux  trois  couiIks  A-V-C 
(  \\\{\\  \%^^  m'N*  |HMUU  txuumun»  aux  courbes  B'C  appartâcaoKat à 
l'mi<*  *lo^  ^^^wi  t^*^^  V^  A\  CAunmo  il  y  en  a  ^' —  /m  +  A 


..    .  .^     ^«.«ixv\M«^o*v  V  ><vva»£  VKW&or^  «a  iroaTera  facilement  qu'il 


\  X 


^■»-*HV         »NX«.V  .-      \  \».'V      .«»^ 


^^  X  s^v^^^^^^v  .*^*.i     x^i.^'xîii'ti  ^«Kcmif  JK^  trois  équations  de 


i         4L       X    -   *^ 


^^^<«««%.   - *•*«*  ^*»^''  *s^  ^  iwifc-  î'^^lu  d'autre  pirt, 

I,  etle 


-%  >^ 
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On  peut  faire  quelques  remarques  utiles  au  sujet  de  la  disposi- 
tion de  ces  points  singuliers.  D'abord,  il  ne  peut  pas  y  en  avoir 
plus  de  m -H  I  en  ligne  droite.  En  effet,  les  équations  (4^),  qui 
définissent  les  points  singuliers,  étant  du  degré  m -h  i,  s'il  y  avait 
plus  de  m  -t-  I  points  en  ligne  droite,  P,  Q,  R  contiendraient  en 
facteur  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  droite  qui  passe  par 
ces  points  singuliers,  et,  après  la  suppression  de  ce  facteur,  l'équa- 
tion serait  ramenée  à  une  autre  où  les  polynômes  P,  Q,  R  seraient  de 
degré  moindre.  Or  on  peut  toujours  supposer  que  l'on  a  supprimé 
les  facteurs  communs  à  P,  Q,  R. 

Je  dis  maintenant  que,  s'il  y  a  m  +  i  points  singuliers  en  ligne 
droite,  cette  droite  sera  une  solution  particulière  de  Téquation  dif- 
férentielle. En  effet,  supposons  qu'on  ait  choisi  les  axes  de  telle 
manière  que  la  droite  qui  contient  m+  i  points  singuliers  ait  pour 

équation 

x  =  o. 

Les  équations  (46)  nous  montrent  que  les  points  singuliers  situés 
sur  cette  droite  doivent  satisfaire  aux  équations 

Ljr  =  0,      Lz  =  o, 

et,  par  conséquent,j>^  et  z  n'étant  pas  nuls  simultanément,  à  l'équa- 
tion unique 

L=:o. 

L  étant  du  degré  m,  cela  ne  peut  arriver  que  si  L  contieut  x  en 
facteur,  et  nous  avons  vu  qu'alors 

.r  11=  o 

est  une  solution  de  l'équation  proposéc- 

Réciproquement,  on  reconnaîtra  que,  si  une  droite  est  solution 
particulière,  elle  contient  m  -f-  i  points  singuliers. 

Par  exemple,  dans  le  cas  où  L,  M,  N  sont  du  second  degré,  toutes 
les  fois  que  trois  des  sept  points  singuliers  sont  en  ligne  droite, 
cette  droite  donne  une  solution  particulière 5  et  réciproquement, 
toutes  les  fois  qu'une  droite  fournira  une  solution,  elle  contiendra 
trois,  et  seulement  trois  points  singuliers. 

Je  dis  maintenant  que  [m  -f-  i)p  des  points  singuliers  ne  peu- 
vent jamais  être  sur  une  courbe  indécomposable  C^  de  degré  /;, 
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toutes  les  fois  que  p  sera  supérieur  à  i .  En  effet,  admettons  que 
cette  condition  soit  remplie,  et  qu'il  y  ait  p(m  -f-  i)  points  sur  une 
courbe  représentée  par  l'équation 

C^  =  o. 

Je  considère  les  courbes  représentées  par  l'équation 

aP-+-PQ-*-7R  =  o, 

où  a,P,7  sont  des  constantes,  c'est-à-dire  les  courbes  du  réseau 
défini  par  les  points  singuliers.  Si  l'on  fait  passer  ces  courbes  par 
un  nouveau  point  de  la  courbe  C^,  elles  auront  en  commun  avec 
elle  (m  -h  i)  ^  +  1  points,  et,  par  conséquent,  elles  contiendront  la 
courbe  C^  tout  entière.  Il  y  aura  donc  deux  courbes  distinctes  du 
réseau  dont  les  équations  seront 

C^U=:o,     C^V=o. 

En  adjoignant  à  ces  deux  courbes  une  troisième  courbe  quelconque 
du  réseau  P',  on  pourra  poser 


P  — 

aV 

-h 

bUCp 

-H  cVC^, 

Q- 

fl'P' 

-+- 

^'UC^ 

-f- 

c'VC^, 

R  — 

a"P' 

+ 

^"UCp 

-h 

^''VC^, 

et,  en  écrivant  que  l'identité 

Pj:H-Q/-!- Ra  =  o 

est  satisfaite,  on  aura  l'équation 

P'(aar  -H  a'y-\-  az)  -+-  Cp  [V(bx  -h  by  +  b"z)  -+-V(cj:  -*-  c'/4-  c''z)]  =  o. 

Cp  devra  donc  diviser  le  premier  terme,  et  comme  p  est,  pai*  hypo- 
thèse, supérieur  à  i ,  C^  divisera  P.  Alors  P,  Q,  R  seront  divisibles 
par  C^  et  l'équation  dilTérentielle  se  ramènera  à  une  autre  de  degré 
moindre  par  la  suppression  de  ce  facteur. 

Supposons  que  l'on  connaisse  une  solution  particulière  d'ordre 
p  de  l'équation  diflerentielle  proposée.  Cette  solution  f  donnera 
naissance  à  l'identité 

L-T — hM-7 — hN-r-  =  K/, 
O'X  Oy  oz 
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que  Ton  peut  aussi  écrire 

D'ailleurs  les  points  singuliers  sont  définis  par  les  équations  (47)) 
que  Ton  peut  écrire  • 

en  introduisant  l'arbitraire  X.  En  substituant  ces  valeurs  de  L,  M,  N 
dans  l'équation  précédente,  elle  devient 

ou 

Il  y  aura  donc  deux  séries  de  points  singuliers  :  i^  ceux  qui  sont 
sur  la  courbe^  ;  2^  ceux  qui  n'y  sont  pas  nécessairement  et  pour 
lesquels  on  a 

F 
ou 

L  — K-=o,      M  — K^nrio,     N  — K-=± o. 
F  P  P 

Le  nombre  de  ces  derniers  est  facile  à  déterminer.  Appelons-le 

h,  et  désignons  par  h'  le  nombre  des  points  communs  aux  trois 

courbes 

df  df  df 

-r-  =r  O,       -—  =:  O,         —   =  O. 

ÔX  ôy  OZ 

Si  nous  appliquons  le  lemme  démontré  au  commencement  de  cet 
article  aux  six  polynômes  qui  figurent  dans  l'identité  (49))  nous 
aurons 


h  -i-  /*'  Zl^ 


m 


3_J_    f 


H-  [/^  - 1  y 

m  -h  p  —  i 


On  en  déduit  que  le  nombre  des  points  singuliers  qui  se  trouvent 
sur  la  solution  particulière  y  est  au  moins  égal  à 

m^  -T-  w  -f  I  —  /i  zi:z  p  [w  ~  p  -T-  2)  -^  h' . 
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En  particulier,  si  la  courbeyn'a  pas  de  point  singulier,  A' sera 
nul.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  cette  recherche,  la  délermination  du 
nombre  h!  offrant  des  difficultés  quand  la  courbe  a  des  points  mul- 
tiples. 

Le  caractère  propre  des  points  qui  ne  sont  pas  des  points  singu- 
liers de  l'équation  différentielle,  c'est  qu'il  passe  en  ces  points  une 
seule  branche  de  courbe  satisfaisant  à  l'équation  différentielle.  On 
peut  donc  affirmer  : 

i^  Que,  si  une  courbe  solution  particulière  a  un  point  multiple 
d'une  espèce  quelconque,  ce  point  multiple  est  un  point  singulier 
de  l'équation  différentielle  \ 

a®  Que  tous  les  points  communs  à  deux  courbes  solutions  parti- 
culières sont,  quelle  que  soit  la  relation  des  deux  courbes  dans  le 
voisinage  de  ces  points  communs,  des  points  singuliers  de  l'équation 
différentielle. 

Je  vais  indiquer  maintenant  comment  la  considération  des  points 
singulierjs  intervient  dans  l'application  des  théorèmes  de  l'article 
précédent,  et  permet  de  réduire  dans  bien  des  cas  le  nombre  des 
intégrales  particulières  exigées  par  ces  théorèmes  pour  la  détermi- 
nation de  l'intégrale  générale. 

Nous  avons  vu  que,  étant  données  p  solutions  particulières  algé- 
briques U|,  Ua,  •  • .,  u^,  qui  donnent  lieu  aux  identités 

(5o)  Aifi  =  K|  i£|,     ...  y     An^  =  K^  u^y 

si  l'on  peut  déterminer  des  constantes  ai,  • .  • ,  a^,  telles  que  l'on 
ait 

.  ^   .  l  «1  K|  -f-  «a  Kl  H-  •  .  •  H-  a»  K«  =  O, 

(5i)  { 

(  ai  Al  -h  ttj  Aj  -I-  .  .  •  4-  ttp  Ap  =  O, 

/ii ,  A2,  •  •  • ,  h^  étant  les  degrés  de  U| ,  •  •  • ,  u^,  l'intégrale  générale 
sera  de  la  forme 

Les  équations  (5i)  équivalent,  nous  l'avons  vu,  à h  1 

équations  du  premier  degré  entre  ai,  .  •  • ,  a^,  et,  comme  ces  équa- 
tions sont  homogènes,  il  faudra  connaître  en  général  — • h  2 


solutions  particulières. 
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Mais  supposons  que  nos  p  solutions  particulières  repi*ésentent 
des  courbes  ne  passant  pas  par  q  des  points  singuliers  de  l'équation. 
Considérons  l'un  de  ces  points  singuliers  de  coordonnées  a:/, y,*,  ^i. 
Pour  ce  point  on  aura 

L  =  >/  x/,     M  =  >/,  Xiy     N  =  >,-,  2|, 

et,  par  conséquent,  pour  une  fonction  quelconque  y", 

a  étant  le  degré  de^*.  On  aura  donc  en  particulier 

Aci|,  =  >,•  A,  tfi,     .  • . ,     ùiUp  =  )./  hp  Up^ 

et,  par  conséquent,  U|,  1^2,  •  • . ,  u^  n'étant  pas  nuls  par  hypothèse, 

K,  =  >/^iW|,     Kp=:\ihpUpj 

et  la  première  des  équations  (  5i),  si  Ton  y  substitue  Xi^  j^,,  Zi  à  la 
place  de  a:,  j^,  z,  deviendra 

>i  (a,  ^i  -t-  «a^a  -f-  ...  -H  OLphp)  =  O. 

Si  X/  est  nul,  elle  sera  identiquement  satisfaite;  sinon  elle  sera 
identique  à  la  seconde  des  équations  (5i). 

Or  les  q  équations,  que  Ton  obtient  en  substituant  k  Xj  y^  z  les 
coordonnées  des  g  points  singuliers,  peuvent  tenir  lieu  de  q  des 
équations  qu'on  obtient,  en  écrivant  directement  que  le  polynôme 

a  tous  ses  termes  nuls.  On  voit  donc  que  ces  équations  se  rédui- 
ront à q  distinctes,  s'il  J  sl  q  points  singuliers  par 

lesquels  ne  passent  pas  les  courbes  solutions  particulières.  Nous 
avons  donc  le  théorème  suivant,  qui  complète  celui  de  l'article  pré- 
cédent : 

ç..  fp  w  (/w  H-  il  .     ,  ^«     f» 

01  l  on  a h  2  —  q  ^=  p  solutions  particulières  repre^ 

sentant  des  courbes  ne  passant  pas  par  q  des  points  singuliers  Ui, 
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Uiy  , .  .y  Uj,  désignant  ces  solutions,  l'intégrale  générale  sera  de 
la  forme 

Il  est  bon  toutefois  de  lever  une  objection  que  l'on  peut  faire  à 
la  démonstration  précédente.  Nous  avons  admis  que,  si,  dans  le 
polynôme 

on  substitue  à  la  place  de  x^y^z  les  coordonnées  Xi^yi^z^  des  points 
singuliers,  les  q  équations 

que  l'on  obtient  ainsi,  tiennent  lieu  de  q  des  équations  auxquelles 
on  est  conduit  en  annulant  les  coefficients  de  tous  les  termes  de  ce 
polynôme.  Il  faut  donc  examiner  la  question  suivante  : 

Quand  on  veut  exprimer  qu'un  polynôme  de  degré  m  —  i, 
F(j:,  y^  z)  est  identiquement  nul,  les  q  équations  que  l'on  obtient 
en  écrivant  que  ce  polynôme  est  nul  pour  q  points  peuvent-elles 
remplacer  un  nombre  égal  des  équations  que  l'on  obtient  en  écri- 
vant que  ce  polynôme  a  tous  ses  coefficients  nuls  ? 

On  verra  facilement  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  les  q  points  ne  soient  pas  dans  une 
relation  telle  que  toute  courbe  d'ordre  m  —  i ,  qui  contient  un 
certain  nombre  d'entre  eux,  passe  par  quelques-uns  des  autres.  Le 
théorème  précédent  ne  sera  donc  exact  que  si  les  q  points  singu- 
liers considérés  n'ont  pas  entre  eux  la  relation  particulière  que  nous 
venons  de  définir. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  L,  M,  N  sont  du  second 
degré.  Si  l'on  a  deux  solutions  particulières  représentant  des 
courbes  ne  passant  pas  par  trois  points  singuliers,  l'intégrale  gé- 
nérale sera  de  la  forme 

l/*«=z:Ctt^«. 

Mais  ce  théorème  pourra  être  en  défaut  si  les  trois  points  singu- 
liers, n'appartenant  pas  aux  courbes  U|,  U2,  sont  en  ligne  droite. 
Si  l'on  a  trois  solutions  particulières  M|,  u^^  M3,  représentant  des 
courbes  ne  passant  pas  par  deux  points  singuliers,  l'intégrale  sera 
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de  la  forme 

«*«  «î»  itf  =r  C. 

Et  enfin,  si  l'on  a  quatre  solutions  particulières  114,  1/2,  1/3, 1/4,  re- 
présentant des  courbes  ne  passant  pas  par  un  point  singulier,  Tin- 
tégrale  sera  de  la  forme 

«•«  u'j*  u^  «î*  =  C, 

ces  deux  dernières  propositions  n'étant  sujettes  à  aucune  excep- 
tion. 


VI. 

Du  changement  de  variables  dans  l'équation  différentielle. 

Supposons  qu'aux  variables  a:,  j^,  z  on  veuille  en  substituer  trois 
autres  a,  fi^y^  que  nous  supposerons  être  des  fonctions  homogènes 
de  x^j^  z,  de  degrés  p^  y,  r.  On  peut  arriver  à  ce  résultat  de  dilTé- 
rentes  manières  : 

i^  Nous  avons  vu  que  la  fonction  homogène  de  degré  zéro  qui, 
égalée  à  une  constante,  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation 
dilTérentielle,  doit  satisfaire  à  l'équation 

^  à/      ^df      ^df 
L-r^4-M-Tp-+-N^=o. 

OX  Ojr  OZ 

Ajoutons  l'équation  suivante  : 

df  ^      df  ^    df 

ÔJC  Of  OZ 

qui  exprime  que  la  fonction  est  homogène  et  de  degré  zéro.  Avec 
les  nouvelles  variables  a,  (3,  y,  on  reconnaît  presque  sans  calcul 

que  ces  équations  deviennent 

• 

df  df    „       df 

àf        „  df  df 

D'ailleurs,  si  Ton  remarque  que  réquation  dillércntitllc,  exprimant 
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quey*est  constante,  est 

dcL       ^  dp  ^      dy  ^ 


on  aura  trois  équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les 
dérivées  inconnues  de  y,  et  Ton  trouvera 

à<i[qpdy  —  rydp)  -h  ^p{ry  dx  —  pxdy) -i-  ày[pùLdp  —  qpda)  =  o, 

ce  qui  représente  la  nouvelle  forme  de  l'équation  différentielle. 

2®  Nous  avons  vu  que  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  est 
celle  des  deux  intégrales  du  système 

d.r dx        dz 

qui  est  homogène  et  de  degré  zéro.  Or  le  système  précédent  se 
transforme  dans  le  suivant  : 

dont  il  suffira  de  chercher  l'intégrale 

qui  est  homogène,  et  de  degré  zéro,  en  regardant  a  comme  du 
degré  p^  ^  comme  du  degré  y,  y  comme  du  degré  r. 

3^  On  peut  enfin,  sans  beaucoup  de  peine,  effectuer  directe- 
ment le  changement  de  variables.  Posons,  pour  abréger, 

u=:lL.(xdz  —  zdjr)  H-  Mlzdx  —  xdz)  H- N(j:<(r  —  7<£r), 

et  voyons  ce  que  devient  m,  quand  on  remplace  x,  j^,  z  en  fonction 
de  a,  P,  y.  En  introduisant,  pour  la  commodité  du  calcul,  le  dé- 
terminant 

abc 


D  = 


dx     dx     dz 


OÙ  a,  i,  c   sont  trois  nombres  quelconques,  et  désignant  par 
D^,  ly^,  D[.  ses  dérivées  par  rapport  à  a,  £,  c,  on  a 

« = LD'^  H-  md;  -h  nd;  . 


On  a  aussi 


Aa  — 


AP  = 


^y  = 
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^t 

-mm  àa             ^,  doL 

< 

dz 

-% 
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éliminant  L,  M,  N  entre  ces  quatre  équations,  nous  avons 


u 


IX.   d;  d: 


dx 

AS    ^ 
ày 


6 

<^/ 
dl 
àx 
ây 


C 

dz 
dz 
Ôz 


=  0, 


ou,  en  développant  suivant  les  éléments  de  la  première  colonne, 


à[JPfjr,z) 


UZ=Z  ^OL 


K 

dp 

dv 

ôx 


dp  dp 

ôx  dz 

dy  dy 

ôx  dz 


•••» 


les  deux  termes  non  écrits  se  déduisant  du  premier  par  des  per- 
mutations circulaires  effectuées  sur  a,  j3,  y. 

Multiplions,  d'après  les  règles  connues,  le  coefficient  de  Aa  par 
le  déterminant  D^  en  se  rappelant  que  P,  y  sont  homogènes  et  de 
degrés  q,  r,  on  trouvera 


D'      Dl     D' 


ô^ 
dx 

ôy 
dx 


b 
dy 


c 


dp 

dz 

dy 

ôz 


D 


D  o  o 
o  7P  ry 
o     tip     dy 


ce  qui  donne,  pour  le  coefficient  de  Aa,  la  valeur  q^dy  —  rydfj. 
On    aura   donc,   en   substituant  cette  valeur   dans  l'expression 
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de  II) 

ce  qui  est  d'accord  avec  les  résultats  trouvés  précédemment. 

Si,  au  lieu  du  déterminant  fonctionnel  de  a,  P,  y,  on  introduit 
son  inverse 

on  aura 

(  uz=z$^%[q^d'^  —  r'fd^)  -h  9  A^{r'f  da  —  pa  iiy) 
^  *'  '  ■   9^y(padp'-gpdx), 


OU,  en  posant 

(55)  L'miîAa,     M'  =  ^Ap,     N'=^A7. 

(56)  u  =  V(qfkdy-'rydp)-hW(ryda^pady)'hT!{'(padp^qpda); 

L' sera,  par  rapport  k  x^  y,  z,  du  degré  m  —  q  —  /•  -H  a,  et  satisfera, 
par  conséquent,  à  l'équation 

On  aura  des  équations  semblables  pour  M',  N'. 

En  tenant  compte  de  ces  formules,  on  peut  aisément  former, 
avec  le  nouveau  système  de  variables,  Téquation  à  laquelle  satis- 
fait le  multiplicateur.  En  écrivant  que  (xu  est  une  différentielle 
exacte,  les  trois  conditions  d'intégrabilité  se  réduiront  à  une  seule, 

toute  pareille;  à  celle  que  nous  avons  obtenue  pour  les  variables 

On  peut  encore  transformer  directement  l'équation  du  multi- 
plicateur 

d.T  ôy  ôz  ^ 
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1  ,  dit  ôti  da,       du  JB       àti  ôy 

et,  en  remplaçant  -p»  ...  par  ^-  :r-  +  3Ç  x"  +  "r*  :r''  •••»  on  trou- 

^     *         Ox  ^       da  ox       dp  ôx       ôy  ôx 

vera 

Aa  3^ -h  AB -r^ -+- A7  3^  4- a  H  1=:  o. 

Si  nous  comparons  cette  équation  à  celle  que  nous  avons  obtenue 
précédemment ,  nous  verrons  que  les  coefficients  des  dérivées  de  jx 
deviennent  égaux  dans  les  deux  équations,  si  Ton  multiplie  la  pré- 
cédente par  $.  Il  faut  donc  qu'alors  les  coefficients  de  |x  soient  aussi 
égaux ,  ce  qui  donne 

Ce  résultat  pourrait  d'ailleurs  se  vérifier  par  un  calcul  direct. 

Ainsi  cette  fonction,  que  nous  avons  désignée  par  H,  est  un  in- 
variant, non-seulement  quand  on  eilectue  une  substitution  linéaire, 
mais  aussi  quand  on  prend  pour  nouvelles  variables  des  fonctions 
homogènes  quelconques  des  anciennes. 

En  terminant,  nous  allons  montrer  que  quelques-uns  des  résul- 
tats précédents  sont  indépendants  de  Thomogénéité  de  Téquation, 
et  les  rattacher  à  la  théorie  du  dernier  multiplicateur. 

Soit  un  système  d'équations  différentielles 

dr rir       dz 

OÙ  L,  M,  N  désignent  maintenant  des  fonctions  quelconques,  qui 
ne  sont  pas  nécessairement  homogènes;  si  Ton  substitue  aux  va- 
riables x,  j^  z  trois  nouvelles  variables  a,  P,  7,  les  équations  pri- 
mitives deviendront  encore 

doL       dp        dy 

"^"~  ^^^—  """    ^^2        -  • 

Aa       A^       Ay 


Le  multiplicateur  du  système  satisfait  à  l'équation 

L^      M^      N^  (—      —      —\—o 

dx  àjr  ôz  \dx       ày       àz]     '    ' 

Cette  équation  deviendra 


doL         ^  dp         '  dy       ^  \  dx       dy        dz  J 
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11  reste  h  transformer  le  coeflScîent  de  [i.  On  peut  éviter  le  calcul 
en  employant  Tartifice  suivant  : 
Considérons  l'intégrale  triple 

La  variation  de  cette  intégrale,  quand  la  fonction  li,  qui  est  quel- 
conque,  changera  de  forme,  est 

D'autre  part,  si  Ton  effectue  le  changement  de  variables,  l'inté- 
grale V  devient 

$  désignant  toujours 

La  variation  de  l'intégrale  sous  sa  nouvelle  forme  est 

En  comparant  les  deux  expressions  de  la  variation  dV,  on  aura 
donc  l'équation 

qui  n'est  pas  autre  chose  que  la  formule  (57)  étendue  au  cas  où 
L,  M,  N  sont  quelconques. 

{u4  suivre,) 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 
PÈRIGAUD,  astronome-adjoint  à  TObservatoire  de  Paris.  —  Exposé  de  la  bié- 

THODB  DE  HaNSBN  POUR  LE  CALCUL  DES  PERTURBATIONS  SPÉCIALES  DES  PETITES 

PLANÈTES.  —  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris;  1877. 

La  détermination  analytique  des  perturbations  d'une  planète 
ou  d'une  comète  étant  toujours  très-laborieuse,  les  astronomes  ont 
dû  chercher  des  méthodes  abrégées  pour  calculer  numériquement 
et  de  proche  en  proche  les  valeurs  de  ces  perturbations.  Hansen, 
dans  un  Mémoire  très-important  inséré  parmi  ceux  de  la  Société 
Royale  des  Sciences  de  Saxe,  et  dont  Tobjet  principal  est  la  déter- 
mination analytique  des  perturbations,  a  consacré  quelques  pages 
au  problème  moins  étendu  que  nous  venons  de  signaler,  et  a  donné 
une  méthode  nouvelle  pour  le  résoudre.  Dans  une  Thèse  présentée 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  M.  Pérîgaud  a  fait  de  cette  mé- 
thode une  exposition  d'ensemble,  et  Ta  éclaircie  en  l'appliquant 
aux  perturbations  produites  par  Jupiter  et  par  Saturne  dans  le 
mouvement  de  la  planète  Eugénie. 

La  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  permet  de 
représenter  les  coordonnées  d'une  planète  par  rapport  à  des  axes 
fixes,  et  leurs  dérivées  par  rapport  au  temps,  par  les  mêmes  fonc- 
tions du  temps  et  des  éléments  dans  le  mouvement  troublé  que 
dans  le  mouvement  elliptique.  Hanscn  a  remarqué  que  Ton  peut 
choisir  des  axes  mobiles  jouissant  des  mêmes  propriétés.  Il  a 
nommé  les  coordonnées  relatives  à  ces  axes  mobiles  coordonnées 
idéales;  et  comme  il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  coordonnées 
idéales,  il  assujettit  le  plan  mobile  des  XY  à  passer  constamment 
par  le  rayon  vecteur  mené  du  Soleil  à  la  planète  troublée.  Il  peut 
encore  disposer  de  Taxe  OX  dans  le  planXOY,  au  moins  à  l'origine 
du  temps,  et  il  en  profite  pour  rendre  égales  deux  des  constantes 
initiales. 

La  position  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes  dépend 
de  Tangle  Q  que  fait  avec  Ox  la  trace  de  XY  sur  xj^  de  l'angle  c 
que  cette  trace  fait  avec  OX,  et  de  l'angle  i  des  plans  XOY,  et  xOj, 
En  partant  des  équations  diiï'ércntielles  bien  connues  du  mouve- 
nient  de  la  planète  troublée,  et  tenant  compte  de  ce  que  les  coor- 

BuU.  des  Sciences  mathém.y   i"  Série,  l.  II.  (Mars  1878.)  7 
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données  mobiles  sont  idéales,  on  obtient  facilement  les  équations 
différentielles  suivantes  : 

t(t^  dt^  ^  '  r*  ^  '  dr 

r//»  r/r  di  ^  '  di^ 

f  \       '  di  da 

(.)       ,.  di  =  ^'''^'^"-'^ÔZ' 

—  =z>cot/rsin(p  — (x)— , 

//ô  _      f       ^<y 
f/l        cosi  di 

où  r  désigne  le  rayon  vecteur  de  la  planète  troublée,  u  Fangle  qu'il 
fait  avec  OX,  i2  la  fonction  perturbatrice,  et  X  une  fonction  simple 
du  paramètre  de  l'orbite.  L'exposition  de  ces  formules  et  de  la 
théorie  générale  des  coordonnées  idéales  fait  l'objet  du  §  1^'  de  la 
thèse  de  M.  Périgaud;  on  trouve  à  la  fin  du  paragraphe  une  dé- 
monstration des  mêmes  formules  indiquée  à  l'auteur  par  M.  Briot 
et  fondée  sur  les  principes  de  la  Mécanique. 

Bien  que  la  conception  des  coordonnées  idéales  soit  essentielle 
dans  la  méthode  de  Hansen,  elle  n'oifrirait  que  bien  peu  d'avan- 
tages si  elle  n'était  combinée  avec  la  suivante  :  au  lieu  d'introduire 
dans  les  formules  les  valeurs  variables  des  éléments,  Hansen 
s'edorce  d'y  introduire  leurs  valeurs  initiales,  ou  des  valeurs 
moyennes.  En  supposant  qu'on  ait  tiré  des  équations  (i)  pour  un 
instant  quelconque  les  valeurs  de  r,  i^,  i,  a,  0,  on  trouverait  la  lon- 
gitude /  et  la  latitude  £  de  la  planète  par  rapport  aux  axes  fixes  au 
moyen  des  équations 

COS^  COS(/  ~  ô)  rrr  CCS  (p  —  t), 

cos ^  sin  ( /  —  0)  =:  cosi sin («•  —  <r^ , 
sin  b  =  sin  /  sin  [v  —  a) . 

Hansen  réussit  à  écrire  ces  équations  comme  il  suit  : 


{^) 


cos/;c()s(/  —  0,—  V\  —  cosff  —  0.)  -h  -^, 

cos  /»  sin  (  /  —  6^  —  r  )  --  cos/,  sin  [v  —  0,  )  —  si  tang/^ 

sinij  ■-:-  sin/,  sin  («•  —  0^)  -h  s. 


XCOS/f 
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où  i'o  et  00  désignent  les  valeurs  Initiales  ou  moyennes  de  i  et  0'^ 
r,  p^  (j  eiK  des  fonctions  des  éléments  variables  de  la  planète, 
5  une  fonction  très-petite  de  f^,  i  et  0-^  les  quantités  5,  p  et  g  étant 
de  l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  T  de  Tordre  de  leurs  carrés. 

Hansen  avait  démontré  ces  formules  au  moyen  des  exponentielles 
imaginaires;  M.  Périgaud  en  a  donné  une  démonstration  géomé- 
trique ('). 

Partant  de  la,  on  abandonne  les  équations  (i)  et  Ton  en  forme 
d'autres  comme  il  va  être  expliqué. 

Pour  obtenir  pour  un  instant  quelconque  les  valeurs  de  r  et  y^  il 
suffit  d^employer  les  formules  du  mouvement  elliptique,  mais  en  y 
regardant  les  éléments  comme  fonctions  du  temps.  Hansen  se  pro- 
pose de  mettre  en  évidence,  dans  ces  formules  comme  dans  les  for- 
mules (2),  des  éléments  constants,  et  il  y  parvient  en  les  disposant 
ainsi  : 

/•(^  —  T)  V  -+-'w 


(3) 


I  H-  ^bCos^ 

r  et  t^  étant  toujours  les  coordonnées  polaires  idéales,  et  ^,  rj^  (fet  p 
désignant  non  plus  le  temps,  l'anomalie  excentrique,  l'anomalie 
vraie  et  le  rayon  vecteur,  mais  des  quantités  voisines  ;  v  est  très- 
petit. 

On  forme  assez  facilement  les  équations  différentielles  qui  font 
connaître  v,  S  et  u  =  rs'^  ces  équations,  qu'il  serait  inutile  de  re- 
produire ici,  donnent  —  »  -j-  et  —  »  JÇ  étant  égal  à  Ç  —  t, 

0.  suffit  de  calculer  les  valeurs  des  seconds  membres  de  ces  équa- 
tions pour  une  série  d'époques  équidistantes  et  en  employant  les 


(')  Ces  mêmes  formules  ont  été  démontrées  géométriquement  par  M.  L.  Dupuy  en 
1X7^  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  X, 
I».  Il  et  stiiv.).  (y Ole  de  la  rédaction.) 

J' 
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valeurs  initiales  ou  moyennes  des  éléments  pour  en  conclure  par 
la  méthode  des  quadratures  mécaniques  les  valeurs  de  v,  dÇ,  u,  pour 
ces  diverses  époques.  De  3Ç  on  conclut  Ç,  et,  par  suite,  17,  cp,  f. 
Ayant  obtenu  f^,  on  aura  &  et  /  au  moyen  des  formules  (2),  dans 
lesquelles  F,  ps  et  qs  sont  ordinairement  négligeables.  On  aura 
aussi 

et,  enlin,  on  calculera  les  coordonnées  rectangulaires  x^jk^  z  ainsi  : 

.r  ^r  rcosAcos/, 
V  ^=r  rcAy^ij  sin/, 
z  =  rsinh. 

L'application  faite  par  M.  Périgaud  montre  nettement  la  marche 
à  suivre  \  il  n*y  a  de  dérivée  un  peu  longue  à  calculer  que  celle  de  v^ 
celles  de  u  et  de  5l^  s'obtiennent  rapidement.  De  plus,  les  quanti- 
tés V,  M,  5Ç  sont  beaucoup  moindres  que  les  variations  des  coor- 
données rectangulaires  que  l'on  détermine  par  les  méthodes  an-^ 
ciennes.  B.  B. 


MELANGES. 

DÉVELOPPEMENTS  ANALTTIQUES, 
POUR  SERVIR  A  COMPLÉTER  LA  DISCUSSION  DE  LA  VARIATION  SECONDE 

DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  MULTIPLES  ; 

Par   m.  M.-G.  SABININE, 
Prolosseur  à   rilnivorsilé  d'Odessa. 

1 .  La  discussion  de  la  variation  seconde  d'une  intégrale  déGiiie 
multiple,  que  nous  désignerons  par  V,  présente  un  cas  qui  n'a  pas 
été  résolu  jusqu'ici.  C'est,  comme  l'on  sait,  celui  où  il  s'agit  de  la 
discussion  de  la  partie  intégrable  de  5' V,  ou  bien  celui  où  les  va- 
riations tronquées  o)  des  fonctions  j-,  qui  rendent  l'intégrale  V 
maximum  ou  minimum,  ne  sont  pas  nulles  aux  limites  des  inté- 
grations. Dans  notre  Note  insérée  au  Bulletin  de  l' jécadcniie  Lu- 
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périale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  t.  XV,  p.  yo-Sfiynous 
avons  obtenu  les  mêmes  résultats  qu'a  donnés  M.  Clebsch  da^i.^on 
Mémoire  Ueber  die  zweite  Variation  vielfacher  Integralh-V')^ 
résultats  qui  n'ont  pas  la  forme  définitive  sous  laquelle  il  convien- 
drait de  les  présenter.  Cela  ne  provient  que  des  réductions  què^ 
d'après  M.  Clebsch,  nous  avons  fait  subir  à  l'expression  p  (*);  en" 
vertu  de  ces  réductions,  nos  résultats  contiennent  un  terme  e  (') 
qui  entre  dans  la  partie  intégrable  de  5' V,  et  qui  renferme  les  dé- 
rivées partielles  de  quantités  arbitraires  t.  Dans  la  présente  Note, 
nous  allons  démontrer  que  l'expression  p  se  réduit  identiquement 
à  zéro,  et  nous  indiquerons  le  moyen  de  discuter  les  deux  parties 
de  d' V,  la  partie  non  intégrable  et  celle  qui  se  rapporte  aux  limites 
des  intégrations. 

Nous  ferons  entrer  plusieurs  parties  de  notre  Note  [Bulletin  de 
l'académie  de  Saint-Pétersbourg ,  t.  XV)  dans  celle-ci,  afin  de 
la  présenter  en  entier,  et  en  même  temps  afin  d'éviter  au  lecteur 
l'inconvénient  d'avoir  recours  aux  citations. 

Dans  notre  discussion  de  la  variation  d'V,  nous  supposons  que 
les  limites  de  l'intégrale  définie  multiple  sont  données  et  restent 
invariables.  Cette  supposition,  étant  admise  uniquement  pour 
exposer  de  la  manière  la  plus  simple  la  théorie  compliquée,  est 
toujours  permise  sans  que  la  présente  Note  manque  de  la  généra- 
lité qui  est  nécessaire  pour  la  discussion  de  la  variation  d*V.  En 
eflct,  au  cas  contraire,  c'est-à-dire  si  l'intégrale  multiple  V  est 
prise  par  rapport  aux  variables  indépendantes  X|,  x»,  . . .,  j?/,  dont 
les  valeurs  extrêmes  subissent  des  variations,  la  discussion  de  la 
variation  i*V,  par  le  changement  de  variables  dans  les  intégrales 
définies,  peut  être  toujours  ramenée  à  la  discussion  de  la  variation 
seconde  de  l'intégrale  V,  prise  par  rapport  aux  nouvelles  variables 
indépendantes  x, ,  x,,  ...,  x\^  dans  laquelle  les  variables  Xj, 
jTt,  ...,  Xi  doivent  être  regardées  comme  des  fonctions  inconnues 
de  x',,  j:',,  . . .,  x\.  Ainsi  le  moyen  que  nous  allons  proposer  sert  à 
compléter  la  discussion  de  la  variation  seconde  d'une  intégrale  dé- 
finie multiple,  lors  même  qu'il  y  a  la  supposition  admise  par  nous, 


(')  Journal  de  C  relie  y  t.  56,  p.  122. 
(')  P-  79»  formule  (/fo). 
;•)  p.  80,  formule  (^47). 


•      •      • 
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•       • 


•  •  •  . 


102        .;••:••  PREMIÈRE  PARTIE. 

c'est*Kdire  la  supposition  que  les  limites  d'une  intégrale  définie 
mi|It(|^lë  sont  données  et  restent  invariables. 


'2*.  Nous  exposerons  d'abord  les  préliminaires  qu'il  est  nécessaire 
*'cle  faire  voir  pour  les  transformations  de  la  variation  seconde  d'une 
'-,•/•  intégrale  définie  multiple,  et  nous  indiquerons  ensuite  ces  trans- 
.'•'    formations. 

Soit  proposé  de  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'inté- 
grale multiple 

(l)  Vf  =  I  t\'elL\  dr,  .  .  .  //.r,» 

prise  par  rapport  aux  variables  indépendantes  Xj,  x^^  . . .,  x.-,  dont 
les  valeurs  extrêmes  ou  les  limites  des  intégrations  successives  sont 
données  par  l'équation 

(a)  u=:o, 

u  étant  une  fonction  donnée  de  a:j,  X|,  . . .,  x„. 

Nous  désignerons  par  x\^  x\s  . . .,  x\  les  limites  inférieures  des 
variables  Xi,  x»,  . . .,  x,,  et  par  x\^  x\^  . . .,  x\  leurs  limites  supé- 
rieures \  nous  supposerons  que  les  limites  de  chacune  des  variables 
j?],  X2,  . . .,  x,-  sont  des  fonctions  des  variables  qui  la  suivent,  de 
sorte  que  les  limites  x]  et  x\  sont  indépendantes  de  toutes  les  va- 
riables X|,  0?,,  . . .,  Xi^  tandis  que  les  limites  aY_,  et  jr'j_,  pourront 
ôtre  fonctions  de  x,  \  celles  des  X|_„  savoir  x-_,  et  Xj^j,  des  fonctions 
de  Xi  et  Xi^x ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  variable  Xj ,  dont  les  limites 
a",  et  x\  seront  en  général  des  fonctions  de  Xt^  Xg,  . . .,  jr,. 

La  fonction  w,  qui  se  trouve  sous  le  signe  / ,  contient  explicite- 
ment les  variables  indépendantes  Xi,  x^^  . . .,  or,,  des  fonctions  in- 
connues j^,,j>^j,  . . .,  r*  de  ces  variables,  et  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  de  ces  fonctions  par  rapport  à  Xi^x^^  ...,  Xi.  Ces 
dérivées  seront  désignées  dans  la  suite  par 

Pt,t^  Pt,7f     •    •    •  ♦    yi.M      •    •    •  1    Pt.ll   Ps,i9     •    •    •  »  P*ft'* 

et  en  général 

i  étant  un  des  nombres  i ,  2,  ...,/,  et  .f  un  des  nombres  1,2,..,^- 
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Nous  admettrons  encore  que  les  fonctîonsj  j,  j^t,  ""ij*  *^^^  ^^^^* 
à  leurs  dérivées  partielles  p^^i  et  aux  variables  indépendantes  Xi  par 
les  équations 

(3)  ?i=0,       ^a  =  0,       ...,       ^4  =  0. 

Les  variations  tronquées  w,,  w,,  . . .,  w,  et  leurs  dérivées  partielles 
-T-''  qui  sont  en  même  temps  les  variations  des  dérivées  partielles 
/^,„  doivent  satisfaire  aux  équations 

(4  )  ^(p,  =  O,       $^t  =  O,        ...»       ^o>*  r=  G, 

dont  la  forme  générale  est 

(5)  y^„,+y  yiî?i^'=o, 

le  signe  X,  désignant  une  somme  relative  aux  indices  i,  2,  . .  .^  .v, 
et  £,•  une  somme  relative  aux  indices  i ,  2,  . . . ,  i. 

Outre  les  équations  (3)  et  (4))  nous  admettrons  que  les  valeurs 
limites  des  fonctions  j^j,  y^t  •  •  •  1 JT*  so^^t  liées  h  leurs  dérivées  par- 
tielles et  aux  variables  X],  X|,  .  . . ,  X/  par  les  relations  données,  et 
nous  supposerons  qu'il  n'y  a  qu'une  relation  donnée, 


/ 


x' 


étant  le  signe  de  substitution,  et 


0^2  O'C^  OXi 


» 


ôx\  Oj" 


Cette  supposition,  étant  admise  uniquement  pour  abréger,  n'a  pas 
d'influence  sur  la  généralité  de  la  discussion  de  la  variation  d*  W^ 
car.  au  cas  que  l'on  donne  un  nombre  quelconque  d'équations  ana- 
logues à  (6),  les  transformations  de  la  variation  de  (î*W  seront 
au  fond  les  mêmes  qu'il  est  nécessaire  de  faire  dans  le  cas  pris 


/ 
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par  nous.  En  posant 

F (X|,  jTj,  . . . ,  X/,  j^i,  ^1,  .  .  • , ^i,  Çi,jï  •  •  •  »  7«»*>  •  •  •  >  ^'»î«  •  •  •  »  Cm  I 
l'équation  (6)  se  représentera  par  celle-ci  : 

(8)  ^  (x„  . . . ,  x/,  j„  .  .  . ,  r/,,/)  =  o, 

i  étant,  dans  cette  équation,  un  des  nombres  a,  3,  . . . ,  i. 

Les  variations  tronquées  co,  relatives  aux  limites  des  intégra- 
tions, et  leurs  dérivées  partielles  ^'>  qui  sont  en  même  temps  les 
variations  des  dérivées  partielles  q,^i^  doivent  satisfaire  à  Téquatiou 

(9)  ^  —  o, 
dont  la  forme  générale  est 

V  ^^         V  V    ^^   ^^*  _ 

U  est  à  remarquer  que  nous  supposons  que  dans  les  équations  (6) 
et  (9)  entrent  les  q,^i^  mais  non  pas  les  p,^i\  cette  supposition  est 
permise  sans  restreindre  la  généralité  de  la  discussion  de  la  varia- 
tion ô'W.  En  eil'et,  au  cas  où  Ton  donne  l'équation  de  condition 
contenant  p,^i  sous  la  forme 


/ 


<  _ 


et  en  même  temps 


/ 


*: 


^/(x,,  X,,   .  .  .,   J„    .  .  .  ,  p^^i)  =:  O, 


âj{xi^x^^  •••îJT/^  • . -î  y?,,,)  =  0  entraine5-hi 

équations,  dont  une  est  celle  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  valeurs 
limites  des  oi),,  et  les  s  autres,  les  équations  qui  donnent  les  s  rela- 
tions entre  jr,,j^,  cl p,^i]  ces  s  relations  et  les  s[i  —  i)  équations  (7)  dé- 
terminent les  p,^i  en  fonctions  de  x,,  r#  et  q,^i\  en  portant  ces  valeurs 
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des.p,^i  dans  l'équation  /    y(j^i,  . . .,  o',,  . . .,  jK/i  •  •  •?  P*,i)^^  ^î  ^^ 

aura  l'équation  de  condition  qui  ne  renferme  plus  d'autres  dérivées 
partielles  de  y,  que  les  ^,^/. 

La  question  proposée  du  maximum  ou  du  minimum  relatif  peut 
être  ramenée,  comme  on  sait,  à  la  question  du  maximum  ou  du 
minimum  absolu  de  cette  autre  intégrale 

(il)  V=  V, -hVj,  où  V|=  1  f,  dxi  dx, , . .  dxi,  V,=  1  v^ dx^  dx^ . . .  é/x/, 
dans  lesquelles 

(12)  P,  =  «/  -+-\    >|  (pi,        Vi  =  l^9 

les  'k^  et  /  représentant  des  fonctions  inconnues  des  x^,  qu'il  faut 
déterminer,  ainsi  que  les  fonctions  y,^  au  moyen  des  équations  (2) 
et  (8)  et  d'autres  équations  qui  dérivent  de  la  condition  d\=  o. 

Les  limites  de  l'intégrale  Y  étant  supposées  invariables,  la  varia- 
tion dV  ne  sera  autre  chose  que  l'intégrale  des  différentielles  de  v^i 

et  v',  dues  aux  accroissements  w,  des  y,  et  aux  accroissements   .- 

'  ÔXt 

des  pj^i.  Nous  pouvons  donc  représenter  cette  variation  $Y  par 

(  1 3  )      ^V  =  JV,  H-  ^V,  =  I  $Vi  dxx  dXi  ..  .  dxi-h  l  Sv^dx^  .,  ,  dxt, 

en  posant,  pour  abréger, 


l'indice  i  qui  affecte  les  Q,,/  étant  un  des  nombres  2,  3,  •  •  • ,  /,  et 

i,4)  '".=I».-.+IS,-..'è;- 

(.5)  '-=X"--^XI,«"'S' 


ou 


Zà,Zui      àxt  Zjs^\  '     Zài  àxi) 
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Nous  aurons  donc 


/ 


(.8) 


-f-  /    \     >  *'* — ^  dxx  fix^  .  .  .  dxi 

En  égalant  à  zéro  le  quatrième  terme  de  cette  expression,  on  ob- 
tient les  s  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

auxquelles  il  faut  adjoindre  les  k  équations  (3).  Ces  équations  (19) 
et  (3)  serviront  à  déterminer  les  fonctions  inconnues  j^^  et  X^,  Les 
valeurs  générales  des  y,  et  des  Xi)  obtenues  par  l'intégration  des 
équations  (19)  et  (3),  contiendront  des  fonctions  arbitraires  a,, 
c^i^  •  •  •  • 

Quant  à  la  partie  restante  de  $' V,  l'intégrale 

I  \    \         '''       dx,  dx^  . . .  dx^ 

se  réduira,  au  moyen  des  transformations  connues,  à  deux  inté- 
grales de  Tordre  i  —  1 ,  dont  l'une,  celle  dans  laquelle  Xi  reçoit  la 
valeur  limite  a'\ ,  donne  les  s  équations 

du  du 

âxt  dXi 

l'autre,  celle  dans  laquelle  Xi  reçoit  la  valeur  limite  x\j  étant  égalée 

l'inlécrale  1    >  (M. — \  -t-^|«. rfx*  .  . .  rfx.,  donne 


a  zéro,  avec 


l'intégrale  /  \  (M,  — \  -j-^j  tù,dx^  .  . .  rfx,,  doni 
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encore  les  s  équations 


/  du 


^/  '*   du         '      ^i  dx/ 


(2.) 


<)« 


/'^I^f--Xt-'=»- 


(") 


L'intégrale 

se  réduira,  au  moyen  de  transformations  connues,  à  deux  intégrales 
qui,  étant  égalées  à  zéro,  donnent  les  us  équations 

âui  ôu^ 

ôut  du, 

II,  étant  le  résultat  de  l'élimination  de  la  variable  Xj  entre  11  =  o  et 

f)u 

— -  =  o. 

Aux  équations  (20),  (21)  et  (22)  il  faut  adjoindre  les  équations  (7) 
et  (8).  Ces  équations  (20),  (21),  (2a),  (7)  et  (8),  relatives  aux  limites 
des  intégrations,  serviront  à  déterminer  les  fonctions  /  et  ai,  oCf,  .... 

La  variation  seconde  (î'V,  en  vertu  de  la  formule  (i3),  se  ré- 
duit à 

(23;  tî»V=:  J'V,  -4-  <î'V,  =  I êU'^  elx,  d.r^  .  .  .  dxi  -i-  l$U^^dx^dx^  .  .  .  dxi^ 
OÙ 

'  ^Zài  ày,     '     Z^tZdi  àp,,i  dr,' 


•        • 
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Or  on  peut  mettre  ces  deux  deruières  expressions  sous  la  foi  oie 


9 


'.=SS 


iw:r) 


d 


par  conséquent 


<^A 


[A) 


*' V,  =  r Y  y  '''^•'  '  dr, dx,...  djci 


-im  -I 


OPs.i 


^f  d,r^  ilx-i  .  •     </X| , 


(25) 


J'V,=  /   y  y       '^^^*       '  dr,dx,  .  .  .  dur, 


o . 


4- 


/X\^  "S.-^/ ""'"••• ''"" 


où,  sous  le  signe  /  ,  il  faut  aussi  substituer  à  âvi  et  ^v^t  leurs  ex- 
pressions (i4)  6t  (i5).  La  sommation  relative  à  chacun  des  indices  s 
et  i  devant  être  faite  deux  fois,  nous  remplacerons  d*abord,  dans 
les  formules  (i4)  et  (i5),  les  indices  s  et  i  respectivement  par  a 
et  y,  et  nous  porterons  ensuite  ces  expressions  dans  (^4)  et  (aS), 
sans  changer  les  indices  s  et  i  relatifs  aux  secondes  sommations. 
Observant  que 


^^^/^    àP^^àP^^   àK^d^^    y  àP.j  ()»,  ^ Y   dy,  d»,^ 
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nous  obtiendrons  les  deux  formules 


J    X^ZdtZê^Zêi         àxi         J 


7) 


dxx  dxj  .  •  .  dxi 


dxy  tlx%  .  .  •  aX|', 


jLài      àxi  ^i  Oxi  J    ; 

3.  Pour  obtenir  une  expression  de  5' V  qui  puisse  servir  à  la  dis- 
tinction du  maximum  ou  du  minimum  de  Tintégrale  V,  nous  trans- 
formerons les  expressions  (26)  et  (27)  en  substituant  aux  variations 
tronquées  co,  des  fonctions  linéaires  de  nouvelles  variables,  dont  les 
coefScients  se  déterminent  de  la  manière  suivante. 

Désignons  par  a„  une  constante  indéterminée,  indépendante  de 
Xj,  Xi,  . . .,  Xi^  qui  n'entre  dans  les  fonctions  y^  X  et  /  que  par 
suite  de  rintégration  des  équations  (3),  (i3),  (20),  (21),  (22)  et  (8); 
le  nombre  des  fonctions  y,  étant  égal  h  .v,  prenons  s  quelconques 
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de  ces  constantes  a^y  et  formons  les  expressions 

Ri.i  ==  >  ^1,1" -ï — ♦     ••••    R..«=  7  ''-''^Tï — * 
(  a8  )  \   »      •  •  •  î     9 

dans  lesquelles  &]^i,  ...,  &i,,„,  ...,  &n,n  >••<>  ^H,m  sont  des  constantes 
indéterminées,  indépendantes  de  Xi^  Xf^  ...,  Xi^  qui  sont  assujetties 
à  la  seule  condition  d*ètre  des  quantités  réelles  et  positives,  et  qui 
n'entrent  ni  dans  les  fonctions  j^,  X  et  /,  ni  dans  les  équations  (a), 
(i3),  ni  dans  les  équations  aux  limites  (3),  (^o),  (21)  et  (22);  la 

somme  \    s'étendant  aux  constantes  a^^  et  /i,  ainsi  que  m,  dési- 
gnant tous  les  nombres  entiers  positifs  depuis  i  jusqu'à  5. 
Nous  représenterons  encore  ces  mêmes  valeurs  par 


(29) 

en  changeant  les  indices  5,  n,  m  respectivement  en  c,  v,  ^x. 

Les  valeurs  des  j',,  considérées  comme  fonctions  des  a„„  étant  in- 
dépendantes entre  elles,  et  les  constantes  i„,«  parfaitement  arbi- 
traires, on  peut  toujours  attribuer  à  ces  dernières  des  valeurs  pour 
lesquelles  le  déterminant  D  des  5'  quantités  (28)  ne  sera  pas  égal  à 
zéro.  Cela  posé,  formons  encore  les  5(Â'  -4-  i)  expressions 


(^"•=I!>-T)^'        ..,     A.,  ^^^6,, 


^  _ ôa 

(3o) 


/     A       ~V    h          ^^^*                              A              V    A         ^^* 
r     Aij,,=  7     »i,m-3 — »         ...1       A*,„  =:   7     ^„«-r » 


(3.^         ^'=^J"'è:  •••'    ï^"=S> 
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ou,  en  changeant  les  indices  /i,  m  respectivement  en  v,  [x^ 


(3a) 


"•'-X*'"'^'  ■■■'  ^' — X*'"'^^ 

»         •••>        •» 


•■'"2. ''"5^/    ■■■'    '^*— 2.   "iK' 

(^^'       ^'=S/''"'*v'  ■■■■  ^""S.*""^.' 

qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

En  prenant  les  dérivées  de  quelques-unes  des  équations  (19)) 
(3),  (20),  (ai),  (sa)  et  (8),  par  rapport  aux  constantes  a^,  multi- 
pliant ensuite  ces  dérivées  par  les  constantes  6^,^,  et  faisant  la  somme 
des  produits,  nous  obtiendrons  des  équations  différentielles  linéaires 
par  rapport  aux  expressions  (23),  (32)  et  (33),  de  la  forme 

(34)  /'i.v  =  o. 


ou 


OÙ 

(3«] 


3y,  /"•  y  y  ^'  (^  R„.^V  -j^-  ^  -.y  ^a,; 
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o. 


(4o) 


dx. 


d'où  Ton  doit  conclure  que  les  valeurs  des  R,  A  et  L  smit  les  so- 
lutions des  équations  (34)^  (36),  (Sp),  (4o)  et  (41)9  analogues  à 
celles  dont  les  intégrales  sont  connues  par  le  théorème  de  Jacobi 
{^Journal  de  Crelle,  t.  17).  Le  déterminant  D  des  expressions  (aS 
ou  (  29  )  n*étant  pas  égal  à  zéro,  ou  peut  exprimer  les  s  rariatioiis 
tronquées  tù,  en  fonctions  d'autant  de  variables  indépendantes  /. 
ou  /«,  en  prenant  les  expressions  (a8)  ou  (29)  pour  coefficients  de 
ces  variables,  savoir 

(4^0  ^,=S^.,nU, 

(43')  ro,=yR,,,/„ 

OÙ  les  variables  f„  ou  U  doivent  ùlre  considérées  comme  AMictions 
arbitraires  de  Xj,  x,,  . . . ,  J?,. 

Avant  de  faire  les  substitutions  de  ces  expressions  des  «,  dan* 
celle  de  ô' V,  nous  démontrerons  deux  égalités  qui  nous  seront  né- 
cessaires dans  la  transformation  de  d'Y,  que  nous  a%~oos  en  rae. 
La  première  de  ces  égalités  est 

III«-'-'-[X5^--I^,(I^-] 


m 


•i- 


-{- 
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LÂ^ZMZdiàxiX  àl        "  7 

Pour  démontrer  la  formule  (44)9  multiplions  d'abord  l'équa- 
tion (5)  par  Ai^yt^\  faisons  ensuite  la  sommation  par  rapport  aux 
indices  k  et  v,  et  nous  aurons 

-III'-è[I(I'^--)»"]- 

Les  expressions  (4^)  des  (ù,  étant  substituées  dans  l'équation  (5), 
il  en  résulte 

ce  qui  devient,  en  vertu  de  l'équation  (36), 

Si,  après  avoii*  multiplié  cette  dernière  équation  par  At^^U,  nous 
faisons  les  sommations  par  rapport  aux  indices  Aret  y,  nous  aurons 

XXXXX  "è  *'■"  Â  ^'■'  '• = °' 

ou,  en  remplaçant  respectivement  5,  n,  v  par  a,  v,  /i, 

lli"ê.[i(lt'm='- 

Cette  équation,  jointe  à  l'équation  (46)>  donne  l'égalité  (44)- 
Nous  déduirons  de  la  même  manière  Tégalité  (45)  et  la  suivante  : 

Du//,  des  Sciences  machém.,   i"  Série,  l.  II.  (Mars  1878.)  O 
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Nous  introduirons  encore  dans  le  calcul  les  expressions 

(49)        *-=X*"'dï/  """^^X^-é' 

que  l'on  obtiendra  en  remplaçant,  dans  les  expressions  (42)  et  (43) 

des  (ù,  et  a),,  les  variables  «„,  ty  par  leurs  dérivées  respectives  -j^j  -r-^« 
Il  est  évident  que 

(5q  7,./=;^ 7  '--Ti — '     W=:ï 7  ^*"X~ 

^        '  OXi        /  i-       (/JT,-  '  aoTy       ^^,      axy 

et  les  équations  (42)  et  (43)  donnent 


V 


par  conséquent 


.,= ^'  _y  y 


,^    ,  ,  <^^«         ^n^^    àxi         D        ^ 

(5l)  \ 

—  ^  —V  V  ^^  ^^ 

Au  moyeu  de  ces  formules,  les  équations  (47)  et  (48)  peuvent 
être  mises  sous  la  forme 

Les  x,^i  qui  se  trouvent  dans  les  équations  (53)  se  rapportent  aux 
limites  des  intégrations;  il  est  évident  que  les  équations  (5),  et  par 
suite  les  équations  (5a),  n'ont  pas  d'influence  sur  les  valeurs  li- 
mites des  Cl),,  et  par  conséquent  sur  les  t,,«-  qui  se  trouvent  dans  les 
équations  (53).  En  effet,  si  nous  désignons  par  co^  la  partie  de  tù, 
qui  ne  résulte  que  du  changement  de  forme  de  y,  par  rapport  aux 
fonctions  arbitraires  «i,  at,  •  • . ,  nous  aurons 
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Or  rintëgration  des  équations  (19)  et  (3)  donnera  la  forme  de  y, 
par  rapport  aux  fonctions  arbitraires  a,  et  cette  forme  ainsi  déter- 
minée restera  invariable,  quelles  que  soient  les  variations  des  va- 
leurs limites  de  j',  \  d'où  il  suit  que  les  a>^,  aux  limites  des  intégra- 
tions, s'annulent,  et  en  vertu  de  cela  les  variations  tronquées  ot>,, 
aux  limites  des  intégrations,  se  réduiront  à 


(54)  «,-^^ 


Mais  ces  od,  donnés  par  (54)  satisfont  identiquement  à  chacune 
des  équations  (5). 

4.  Revenons  maintenant  à  la  transformation  de  la  variation  $' V. 
Si  nous  ajoutons  à  la  troisième  intégrale  de  l'expression  (a6) 
Vintégrale  de  l'équation  (44))  nous  aurons 

(55)  ^»V.=rA-+-B, 

où  ' 


(57) 


(58) 


_y  ^  (^  R...  A  _  y  ^  ry  pi  %^)i . 

^iàxi\âx^  J      LdiàxiY^j^ôp^j       dxj     J 


^=IXII<>- 


'-s.iX'-è[i(i^' -■■)«•■■] 


(Sg)  ^  ^^  /  P'^^i  •  •  •  '^-^i- 

8. 
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De  même,  si  nous  ajoutons  à  la  troisième  intégrale  de  l'expres- 
sion (27)  Tintëgrale  de  Téquation  (45),  nous  aurons 

(60)  J'V,=:A.-+-B„ 

Oll 

^  i  J  ZâiZà^Zji  à-Ti  \Zjj  àg^j  d:rj  ^y 


(63) 


(  64  )  Bi  =  1  Pi  rfor,  .  .  .  dx,'. 

Pour  la  transformation  de  J' V  que  nous  avons  en  vue,  on  doit  faire 
des  réductions  d'abord  dans  l'expression  (58)  de  P,  et  ensuite  dans 
l'expression  (63)  de  jSj. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  l'égalité  suivante  : 

(65  )  P  =  p-^^  "*"'^"^XS  X^''"  '"  '' ^''^ 

où 


lembre  de  l'ëqualion  (35).  Pour  établir  la  for- 
que 

I  Vu     -irV  à9^àJK^-\ 

TLr'-'à'ilZidp,^    d-,   J 
,y«L»„.H...|t_y*î-B,..R.,.*i 

(iP..,  ^    dR...  ^ 
d;>,j    '■"  d*/    ()xi 
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Or,  les  indices  i,  j  étant  les  mêmes,  on  a 

par  conséquent, 

Si,  dans  la  formule  (69),  nous  remplaçons  l'expression  (70),  qui 
s'y  trouve,  par  (71),  nous  aurons 


\àx.  Z^iàp^,i    dxj  J       J 


Multipliant  cette  dernière  expression  par  f„,  faisant  ensuite  les 
sommations  relatives  aux  indices  5,  a,  tz,  v,  et  remplaçant 


Zàiàxi\Zdi^P^j    ''"    "'' àxj) 


par 


nous  obtiendrons  l'égalité  (65  ). 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  p  (66),  par  la  substitution  aux  va- 
riables tn  et  U  des  fonctions  de  nouvelles  variables,  se  réduit  iden- 
tiquement à  zéro.  En  effet,  en  remettant  dans  le  second  membre  de 
l'égalité  {66)^  pour  R,,,„  A^^,  R,„  A^,„  leurs  expressions  (28),  (29), 
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(3o),  (32),  régalité  {66)  prendra  la  forme  suivante  : 

~XX.X('è'' 5£  *"- M]  • 

Les  constantes  b„^^  ou  b^^^^  parfaitement  arbitraires,  n'étant  assu- 
jetties qu'à  la  condition  d*âtre  des  quantités  réelles  et  positives,  on 
peut  toujours  leur  attribuer  des  valeurs  pour  lesquelles  le  détermi- 
nant des  5'  quantités  ^b^  ou  v^^v.m  t^^  soit  pas  égal  à  zéro,  et  par 
conséquent  on  peut  exprimer  les  variables  t„  ou  t^  en  fonctions 
d'autant  de  variables  arbitraires  et  indépendantes  t^  ou  t„^  en  pre- 
nant les  radicaux  positifs  ^b„^^  ou  v^^v,m  pour  coeflicieuts  de  ces  va- 
riables tf,  ou  t^i  c'est-à-dire  qu'on  peut  poser 

En  remplaçant,  dans  le  second  membre  de  l'égalité  (72),  les  va- 
riables t^  et  ^  par  leurs  expressions  (  73  ) ,  nous  aurons 

De  même,  en  posant 

(75)         v=2]j-\^^'  /„=y  T.s^, 

et,  en  portant  ces  valeurs  (  70  )  de  t^  et  t„  dans  le  second  membre 
de  l'égalité  (yi),  l'expression  de  p  devient 


()T, 


XI.X(Êè*-*"^*"'^M|. 


En  changeant,  dans  le  ^^''"^^  2i<,S«S  "d^  ^K^Kv^^n^v^Knn 
les  indices  m,  |i,  a  respectivement  en  yt^  m,  .v,  il  est  évident  que  le 
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second  membre  de  l'ëgallté  (76)  sera  égal  à  zéro,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Ainsi  les  procédés  que  nous  avons  suivis  dans  la  transformation 
de  Texpression  (  58^  de  ^  montrent  que  cette  expression  se  réduit  a 
la  suivante  : 

Les  mêmes  procédés,  étant  appliqués,  sans  aucun  changement,  à 
Texpression  (63)  de|3|,  montreront  aussi  que  cette  expression  se 
réduit  a  la  suivante  : 

{ 78  )  p.  =  e,  H-/  -f-^^^K.^  gs..  tu  ^, 

où 

j^^^  étant  le  second  membre  de  Téquation  (38). 

Or^  dans  Ti^alité  ^77^^  le  coeffident  A^^de  R^f,^  étant  nul  en 
>eriu  de  Téquatioa  v^)^  ^  ^^  résulte  régalité 

Si>  |¥>ur  abn%«r«  no«$  fatsoBs 


,i^â^  C       Ç^drdr. 


«* 


î45>  K     r  \/iT  JUt^,.,dr. 


^■^ 


cl  r  ■i*^  —  dri. 


5^  t;         |"W  Vl^-^<.t.d£r....4/^,, 


\^  x%Hft%i  Jks  i?cu«i&fs  ^  ^  5J  .   5d.  59  .  8i),  (82),  (83),  (60), 


^  #^\     ^^c    t&  — \-c-r  — F,. 
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/}/ 
Remplaçant,  dans  l'intégrale  (8a),  la  valeur  R<,.»;r^  par 

on  a 

Nous  voyons  que  les  secondes  intégrales  des  expressions  (  56  )  A  et 
(88)  C  disparaissent^  d'ailleurs,  si,dans  la  première  intégrale  de  Â  (56) , 

nous  substituons  la  somme \  R,^v^  à  oi)«,  et  si  nous  ajoutons  le  ré- 
sultat à  la  première  intégrale  de  C  (88)  et  à  la  troisième  de  Â  (56), 
nous  aurons 

^  A^fi^àpa.1   dxj  J       J 

De  la  même  manière,  nous  trouverons 

L'expression  A  4-  C  (89)  se  réduira,  au  moyen  de  transformations 
connues,  à  deux  intégrales  de  l'ordre  i  —  i ,  et  l'expression  A^  -+-  Ct 
(90)  à  deux  intégrales  de  Tordre  i  —  2.  Chacune  des  deux  intégrales 
obtenues  pour  l'expression  Ai  -H  Ci  sera  égale  à  zéro,  en  vertu  des 
équations  (4o)  \  une  des  deux  intégrales  obtenues  pour  l'expression 
A  -h  C,  savoir,  celle  dans  laquelle  Xi  reçoit  la  valeur  limite  x\ 
sera  seule  égale  à  zéro,  en  vertu  des  équations  (89),  et  l'autre,  savoir 
celle  dans  laquelle  x^  reçoit  la  valeur  limite  x\ ,  étant  jointe  à  l'in- 
tégrale G  (86),  sera  aussi  égale  à  zéro,  en  vertu  des  équations  (37)', 
donc  la  formule  (87)  deviendra 

(91  )  o^\:=   l  fdxx  dxi  .  .  .  ilri  -H   l/i  d,r^  .  .  .  r/.r,. 
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En  ayant  égard  aux  formules  (68) ,  (80)  et  (91)9  et  en  y  remplaçant 

R,,„-r-^  et  IU,v;j—  respectivement  par  t,,i  et  t^j,  la  formule  (91) 

deviendra 

On  sait  d'ailleurs  que  la  discussion  de  la  variation  seconde  de 

l'intégrale  définie  multiple,  qui  contient  sous  le  signe  /  les  dérivées 

partielles  d'ordre  quelconque  des  fonctions  inconnues,  peut  tou- 
joiu*s,  au  moyen  des  équations  de  condition,  se  ramener  à  la  dis- 
cussion de  la  variation  seconde  de  Tiutégrale  définie  multiple  qui 

renferme  sous  le  signe  /  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

seulement  des  fonctions  inconnues.  D'après  cela,  la  formule  (92) 
conduit  au  théorème  suivant  : 

1°  Dans  le  cas  ou  il  n'y  a  pas  d'équations  de  condition,  telles 
que  (9),  qui  ne  se  rapportent  qu'aux  limites  des  intégrations,  la 
discussion  de  la  variation  seconde  de  l'intégrale  définie  multiple 
se  ramènera  à  la  discussion  d'une  seule  partie  de  la  variation 
seconde,  savoir,  de  la  partie  intégrable. 

a°  Dans  le  cas  ou,  l'on  donne  des  équations  de  condition,  telles 
que  (9),  qui  ne  se  rapportent  qu'aux  limites  des  intégrations,  on 
devra  discuter  les  deux  parties  de  la  variation  seconde,  savoir, 
la  partie  non  intégrable  et  celle  qui  ne  se  rapporte  quaux  limites 
des  intégrations,  et  chacune  des  deux  fonctions  qui  se  trouvent 
l'une  dans  la  première  partie  et  Vautre  dans  la  seconde  est  l'ex- 
pression différentielle  entière,  homogène  et  du  second  degré  par 
rapport  à  des  variables  arbitraires. 

Pour  l'élimination  d'une  ou  de  plusieurs  des  quantités  Zj^i  qui 
ne  se  rapportent  qu'aux  limites  des  intégrations,  on  emploiera 
une  ou  plusieurs  des  équations  telles  que  l'équation  (  53  )  ^  pour 
l'élimination  des  k  quantités  r,,/  qui  se  trouvent  dans  la  partie  non 
intégrable,  on  emploiera  les  k  équations  (Sa).  Cette  élimination 
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étant  faite,  la  discussion  de  la  variation  S*\  (9a)  se  ramènera, 
en  général,  à  celle  de  deux  expressions  différentielles  entières, 
homogènes  et  du  second  degré  par  rapport  à  des  variables  arbi- 
traires et  indépendantes  entre  elles  r,j* 

Le  théorème  énoncé  se  rapporte  à  la  discussion  de  la  variation 
seconde  de  l'intégrale  définie  multiple  qui  ne  renferme  pas  explici- 
tement sous  le  signe  1  les  dérivées  partielles  des  valeurs  limites  des 

fonctions  inconnues  \  mais  les  procédés  exposés,  qui  servent  à  dé- 
duire le  théorème  énoncé,  montrent  la  marche  à  suivre  pour  dis- 
cuter la  variation  seconde  de  l'intégrale  définie  multiple  qui  ren- 
ferme  explicitement  sous  le   signe  /    les  dérivées  partielles  des 

valeurs  limites  des  fonctions  inconnues,  et,  dans  ce  cas  sans  doute, 
la  discussion  de  la  variation  seconde  se  ramènera  à  celle  de  deux 
expressions  différentielles  entières,  homogènes  et  du  second  degré 
par  rapport  à  des  variables  telles  que  t,^,-. 


k9< 


MÉMOIRE  SUR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES 
DU  SECOND  ORDRE  ET  DU  PREMIER  DEGRÉ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

(Suite.) 

DEUXIÈME  PARTIE. 

APPLICATION    DES   MÉTHODES  PRÉCÉDENTES  AU  CAS  OU   L,   M,   N 

SONT   DU  SECOND  DEGRÉ. 

vn. 

Des  points  singuliers. 

Dans  le  cas  où  L,  M,  N  sont  du  second  degré,  les  points  singu- 
liers sont  au  nombre  de  sept.  Il  résulte  des  théorèmes  de  l'article  \ 
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que  quatre  d'entre  eux  ne  peuvent  être  en  ligne  droite,  que  six  de 
ces  points  ne  peuvent  être  sur  une  conique.  Enfin ,  si  trois  d'entre 
eux  sont  en  ligne  droite,  la  droite  qui  les  réunit  sera  une  solution 
particulière  de  l'équation  différentielle. 

Supposons  que  l'on  ait  transporté  l'origine  des  coordonnées  en 
un  de  ces  points  singuliers.  Les  valeurs  correspondantes  de  L,  M,  N 
pourront  s'écrire ,  en  supposant  z  ==  i , 

I'  h  =ti  X  -h  ^ j  -+-  a  .r»  -4-  pxx  -h  7/', 
M  =z  fl'x  4-  ^'/  -f-  ax^  -h  p'xr  -4-  v'j', 
N  =  Ax'  H-  Bxf  -t-  C/% 

et  l'équation  sera 

(60)  _l|+M-^n(x'^-^)=o. 

Si  la  nature  du  point  singulier  est  telle  que  les  quatre  coeffi- 
cients a,  i,  al^  V  soient  nuls,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  l'équa- 
tion sera  intégrable.  En  effet,  si  nous  rétablissons  la  3**™®  coor- 
donnée z^  l'équation  deviendra 

(ax«  -+-  ^Jry  +  7^^»)  [ydz  —  zdy) 
-4-  (a'x»  -4-  ^' xy  -1-7'j')  [zdx  —  xdz] 
-H  (Ax»  -f-  Bxy  -hCy^)  (xàf — ydx)=z  o, 

et  elle  sera  une  équation  linéaire  par  rapport  à  z.  L'intégration 
n'offre  donc  aucune  difficulté,  et  elle  nous  conduit  à  une  intégrale 
de  la  forme 

Iz[y  —  axY  [y  —  hx)^  (j  — cx)t 
r(kx^-\-V^xy-^CY')(ydx--xdY)  _^ 

OÙ  l'on  a 

a  -h  p  4-  7  =  —  I. 

Cherchons  maintenant  combien  il  peut  passer  par  un  point  sin- 
gulier de  courbes  pour  lesquelles  j^  soit  une  fonction  développable 
de  X.  Si  nous  exprimons  que  la  courbe  dont  l'équation  est 

y  =  Cx  -\-  Cx^-h  . .  . 
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satisfait  à  l'ëqaation  différentielle,  nous  aurons  pour  déterminer  C 
l'équation 

Il  y  a  donc,  en  général,  seulement  deux  courbes  de  cette  nature 
passant  par  chaque  point  singulier.  H  résulte,  d'ailleurs,  des  prin- 
cipes exposés  dans  le  beau  Mémoire  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  sur 
l'intégration  des  équations  différentielles  (Journal  de  t Ecole  Po- 
lytechnique (XXXVP  Cahier),  que  ces  deux  courbes  existent  réel- 
lement, tant  que  l'équation  précédente  en  C  a  ses  racines  inégales. 
Si  l'on  veut  qu'il  passe,  par  un  point  singulier,  plus  de  deux 
courbes  à  tangentes  distinctes,  il  faudra  que  l'équation  qui  déter- 
mine C  ait  lieu  identiquement,  c'est-à-diie  que  l'on  ait 

b  =  a'  =:  o,     b'  zi^a. 
Alors  les  valeurs  de  L,  M,  N  pourront  s'écrire 

M  zzzjrz-i-p^y 

1x29^29^2  désignant,  pour  abréger,  des  polynômes  homogènes  en 
x^y  seulement.  Dans  ce  cas,  l'équation  différentielle  peut  s'écrire 

-f-  [vjdr  —  i/a  fijr]  z-^-  i'  [xfif  —  jr  dx]  z=i  o. 

Elle  admet  comme  solutions  particulières  les  trois  droites  repré- 
sentées par  l'équation 

et,  du  reste,  si  l'on  fait  j^  =  i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  Ton 
prend  comme  variables  -9-9  elle  prend  la  forme 

dz 
A -7-  -+- B  4- Cz  +  D«' =  o, 

équation  que  l'on  saura  intégrer  dès  que  l'on  connaîtra  une  solu- 
tion particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  deux  points  pareils  et  que 
Ton  ait  choisi  le  triangle  de  référence  de  telle  manière  que  les 


,  .il 


V 
V  . 


W^ 


,v^>. 
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L'intëgralc  générale  sera  donc 


OU,  en  récrivant  indépendamment  de  tout  système  d'axes, 


,„,  |.c(:) 


a 


/7,  ^,  r,  5  désignant  des  polynômes  du  premier  degré. 

EnOn,  si  Ton  voulait  qu'il  y  eût  plus  de  deux  points  singuliers 
de  Tespèce  indiquée,  on  obtiendrait  le  cas  particulier  suivant  de 
l'intégrale  précédente, 

(m)  ps=Cqr, 

qui  représente  des  coniques  passant  par  quatre  points  fixes.  On 
voit  que  ces  quatre  points  fixes  sont  des  points  singuliers  de  l'es- 
pèce indiquée. 

Considérons  maintenant  les  points  singuliers  par  lesquels  peu- 
vent passer  deux  courbes  qui  soient  tangentes  sans  être  oscula- 
triées.  On  peut  alors  démontrer  le  théorème  suivant,  qui  nous  sera 
utile  dans  la  suite  : 

Toutes  les  fois  que  deux  courbes,  satisfaisant  à  l'équation,  sont 
tangentes  en  un  de  leurs  points  communs  sans  y  être  osculatrices, 
la  tangente  commune  au  point  de  contact  sera  une  solution  par^ 
ticulière  de  Inéquation  différentielle. 

Prenons,  en  effet,  l'origine  des  coordonnées  en  ce  point,  qui  sera 
nécessairement  un  point  singulier,  et  supposons  que  la  tangente 
commune  ait  été  prise  pour  axe  des  x.  Les  valeurs  de  L,  M,  N  sont 
données  par  les  formules  (Sg).  Si  Ton  écrit  que  l'équation  est  satis- 
faite par  une  valeur  de  y  de  la  forme 

on  aura,  en  ordonnant, 

0=:  —  a'x-+-[C(2/i~  ^»')  —  a  Jx'  -f-  ...; 

on  devra  donc  avoir 

a   =  (}y      C  (  2fl  —  ^'  )  —  a'  =  O,       .... 
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peut  donner  à  L,  M,  N,  il  y  en  a  toujours  une  pour  laquelle  L  ne 
contient  pas  le  terme  en  a:^,  M  le  terme  enj^  et  N  le  terme  en  z^. 
Les  trois  points  singuliers  qui,  en  dehors  des  sommets,  sont  sur 
les  côtés  du  triangle  se  déterminent  aisément.  Leurs  coordonnées 
sont 

ar  z=  O,      fl"z  =  b'y^ 
X  =  O,      bz  =.aXf 
s  =r  O,     n'y  =  b'x. 

E^  exprimant  qu'il  y  a  au  moins  deux  courbes,  passant  en  cha- 
cun de  ces  points  et  tangentes  au  côté  correspondant  du  triangle, 
on  trouve  les  équations  de  condition 

au"  -\-  bb'  -^  ab  =0, 
n'a  -4-  b'ù"  -h  a'b'  =  o, 
a''a'  -h  bb"  4-  a^b"  =  o. 

On  peut,  d'ailleurs,  toujours  disposer  des  paramètres  de  réfé- 
rence de  telle  manière  que  Ton  ait 

a  :=  b^     a!  =z  b\ 
Alors  les  équations  précédentes  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

u"  =  b\      fl-f-«'  +  û"  =  0, 

et  les  valeurs  de  L,  M,  N  peuvent  s'écrire 

Nr=z[(p-a)x4-(a-7)7]. 

Nous  intégrerons  plus  loin  (art.  XV)  Téquation  définie  par  ces 
valeurs. 

Considérons  encore  Téquation  définie  par  les  valeurs 

L  z=x[y  -i-  iz], 
M  =j(2  -h  ?..r), 

qui  présente  des  propriétés  analogues  pour  les  trois  points  singu- 
liers, sommets  du  triangle  de  référence,  et  cela  de  telle  manière 
qu'au   point   c  =  o,  j^  =0,  il  passe  au  moins  deux  courbes  tan- 
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génies  à  la  droite  jr  =  w^  qu'au  point  x  =  o,  z  =  o,  il  y  ait  de 
même  au  moins  deux  courbes  tangentes  à  la  droite  z  =  o,  et, 
enfin,  qu'au  point  >'  =  o,  x  =  o,  il  y  en  ait  deux  au  moins,  tan- 
gentes à  la  droite  x  =  o. 

Aux  trois  solutions  particulières  a:  =  o,  j^  =  o,  z  =  o,  on  peut 
ajouter  la  suivante  : 

XI*  4-  /x*  -f-  zjr^  —  3xx^  =  o, 

qui  représente  une  courbe  du  troisième  degré,  à  la  fois  inscrite  et 
circonscrite  au  triangle  de  référence.  Avec  quatre  solutions,  on 
pourra  former  le  multiplicateur.  On  a 


=    y  -h  2  «  ,  X, 

Ar=r(j    4-2x)j-, 
AX  =  (x-h  2j'  S, 

et  ou  posant,  pour  abréger, 

p  =  xs'  -\-  rx»  -4-  zj^  —  3x1  s, 
on  trouve 

Ar  =  *ax  -H  2jr  -»-  HZ  r. 

Le  multiplicateur  sera  de  la  forme 

3t,  ^s  y^  i  étant  déiinis  par  les  équations  <  art.  V» 

Ax         ^  Ar  A^  Ar         ^ 

a—  -4-8  —  -U7 ^,* uHr=o, 

X  »  5  r 

qui  donnent 
On  a  donc 

*:.;    jrt-z      '    xs* — »^=  —  rr^ — 3rx;~*. 

Mais»  AU  Heu  d  eiUvtuer  rinlé^ration.  il  est  préférable  de  faire  un 
chatt::vmout  do  \arijLbles  et  de  sob^taer  à  jc^  > ,  r  les  variables 
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Ona 

N'  =  Av  =  V  (v*fx  -f- 1  V  —  2p'>), 

et,  en  appliquant  les  formules  de  Tarticie  VI,  la  nouvelle  équation 
en  X,  ^,  V  sera 

L'  (fx£f^  —  vi/fc)  4-  M'  (v  rfX  —  X  éfv)  -h  N'  (X//^  —  fx ^)  z=  o. 

Sî  Ton  substitue  à  h\  M',  N'  les  valeurs 

V  —  X(XS4-f**X-i-p/), 

M'—  a(X'v-4-  fx'XH-p»), 
N'— v(X«v-4-ptn-+-av»), 

ce  qui  no  change  pas  l'équation,  le  facteur  AyLV  sera  en  évidence,  et, 
après  sa  suppression,  on  aura 

V  ( p £/v  —  V //p )  -h  X  (v  //X  —  X  i/v)  -h  f* (X  r/ft  —  tf.dX)  =  Oy 
ce  qui  est  une  équation  de  Jacobi.  On  a,  pour  cette  équation, 

A(X4-      pt-f-     v)  =  X  H- f* -hv, 

A  (X  -f-  a  a  H-  a'v)  =  a  (X  -f-  a  |a  -f-  a*v), 

A  (X  -h  a'^  4-  a  v)  =r  a*  (X  -4-  a^f*  -h  a  v), 

a  étant  une  racine  cubique  imaginaire  de  Tunité,  et,  par  consé- 
quent, rintégrale  est 

(X  -+-  a  -h  v]  (X  -+-  au  H-  a'v}«(X  -f-  a'fx  -h  av)  a'  =  C, 

OU,  en  revenant  aux  notations  primitives, 

L'intégrale  générale  n'est  donc  pas  algébrique. 

Je  terminerai  ce  que  j'ai  à  dire  sur  les  points  singuliers  en  re- 
marquant que,  si  l'on  considère  trois  points  singuliers,  non  en  ligne 
droite,  on  peut  toujours,  en  substituant  à  L,  M,  N  les  va- 
leurs L  —  Aa:,  M — \j^  N  —  A  rr,  disposer  des  trois  constantes 
contenues  dans  le  polynôme  du  premier  degré  A,  de  telle   raa- 

9' 
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nîère  que  les  nouvelles  valeurs  de  L,  M,  N  s'annulent  pour  les 
trois  points  singuliers.  Alors,  si  Ton  prend  le  triangle  de  ces  trois 
points  pour  triangle  de  référence,  on  aura 

(62)  <  M  =  G'yz  +  A'x3  4-  B  xr, 

(  N  =  "^yz  4-  C  X8  4-  A"x7. 

Après  ces  remarques  préliminaires  sur  les  points  singuliers,  nous 
allons  intégrer  Téquatiou  différentielle,  en  supposant  qu'il  y  ait 
des  solutions  particulières  du  premier,  du  second  ou  du  troisième 
degré,  en  nombre  suffisant  pour  donner  soit  le  multiplicateur,  soit 
l'intégrale  générale. 

VIII. 

Intégration  de  V équation  proposée  dans  le  cas  où  le  facteur 
est  une  puissance  d'un  polynôme  du  premier  degré. 

Dans  ce  cas,  il  y  aura,  comme  solution  particulière,  la  droite 
que  l'on  obtient  en  égalant  ce  polynôme  à  zéro.  Supposons  que  l'on 
ait  choisi  le  triangle  de  référence  de  telle  manière  que  l'équation 
de  cette  droite  soit 

2  =::  O. 

Alors  l'équation  diiTérenticlle  pourra  être  ramenée  à  la  forme 

h[xdz  —  zdjr]  -{-Mlzdx  —  x dz)  zn o, 
,     Tvr        ^         1     T  >  •        l^{r  dz  —  3  r/>  )  -f-  M  ( 3  ^  —  .t  dz)    ^ 

OU  JN  est  nui.  L  expression  — '—^ — - — ^ devra 

être  une  diiTérentielle  exacte.  Si  l'on  fait  z  =  i ,  elle  se  réduit  à 

—  Ldy-\-Mdx. 
n  faudra  donc  que  l'on  ait 

dL      ÔM 

d'où  il  suit  que  l'on  peut  poser 

'î-*^"        M-         '^- 
Ôjr  Ox 
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u  désignant  un  polynôme  du  troisième  degré  en  x^y.  L'intégrale 
générale  sera  donc 

on  y  si  Ton  rétablit  Thomogénéité, 

V  désignant  un  polynôme  homogène  quelconque  du  troisième  degré 
en  X,  j',  z.  Si  Ton  écrit  cette  équation  indépendamment  de  tout 
choix  particulier  d'axes,  elle  devient 

(V)  p  =  C/.^ 

p  étant  un  polynôme  quelconque  du  premier  degré.  Réciproque- 
ment, on  reconnaîtra  sans  peine  que  l'équation  différentielle  des 
courbes  représentées  par  l'équation  précédente  se  ramène,  quels  que 
soient  v  et  p^  au  type  que  nous  étudions.' 

A  l'examen  de  ce  premier  cas  d'intégrabilité  se  rattache  un 
théorème  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite.  Ce  cas  est  le  seul  dans 
lequel  rSifualion  proposée  puisse  admettre  comme  solution  par- 
ticulière une  cubique  sans  point  double. 

En  eilety  supposons  que  Téquation  proposée  admette  comme  so- 
lution une  telle  cubique,  représentée  par  l'équation 

f  =  0; 

on  devra  prendre  pour  L,  M,  N  (art.^III)  les  valeurs 

OZ  Ôf 

dv  dp 

ÔX  OZ 

oy  ÔX 

où  rt,  i,  c  seront  nécessairement  des  constantes,  puisque  L,  M,  N 
doivent  être  du  second  degré,  comme  les  dérivées  de  u.  L'équation 
pourra  donc  s'écrire  (art.  HI) 

3p{a  djT  -\~  b  djr  -{-  c  fiz]  —  eh[aa:  -\-  bjr  -h  cz)  =  o^ 

et,  en  intégrant,  on  aura 

V    -C(r/.r  +-  by  -+-  cz]\ 
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IX. 


*  ^\4.v^/J^  Jm  \>4s  i*à  ti^fk»ciemr  esi  de  la  forme  pf^^y  F^i 

ei^mi  Jm  pretmier  degré. 


VWx  vv  sN*><  TiNi^iuiÙMi  Jknn  nhaglffr  comme  sololiixis  les  don 


jr^*.     f  =  » 


H    *  "^  ;KVmI  tv  ;riatt^«r  Âr  gnfcpBMor  «k  ieOe  manière  que  les  é^as- 


A      -4*      ^ïti^^    —31   .r^ —jrdbr^  =ro, 
V    ;^MkM  MA   «NOinKJMw   «HL  ^Mi'j— r  ife^tt^  Ijs  acteur  sera  x*^',  et 


♦i 


«*    «i**>^  «t 


Jti»«>        V.-   ««V   ^t.***^  «t     •>       A< 


X  ^"Âimiioa  précédente 


MÉLANGES.  i35 

et  l'équation  diiTërentielIe  pourra  s'ëcrîrc 

a,,  £,,  C|  étant  de  nouvelles  constantes  dépendant  de  a^b^c\  d'où 
résultera  pour  Tintégrale  la  forme 

(VI)  U'-  =  C/>'»'^-", 

où  U  est  un  polynôme  du  second  degré  et  p^q  des  polynômes  du 
premier  degré. 

Ou  peut  aussi  démontrer  un  théorème  de  la  nature  de  celui  que 
nous  avons  établi  pour  le  cas  précédent.  Toutes  les  fois  que  l'équa- 
tion admettra  comme  solutions  particulières  une  conique  et  deux 
droites,  qui  ne  soient  pas  tangentes  à  la  conique  y  et  ne  se  coupent 
pas  sur  cette  conique,  son  intégrale  sera  de  la  forme  (VI). 

Prenons,  en  effet,  pour  triangle  de  référence  le  triangle  formé 
par  les  deux  droites  et  par  la  polaire  de  leur  point  de  concours  rela- 
tivement à  la  conique.  L'équation  de  cette  conique  pourra,  si  Ton 
choisit  convenablement  les  paramètres  de  référence,  être  mise  sous 

la  forme 

a  =  x'  4- ^'  -h  z'  H-  2.bxjr  =  0, 

et  les  valeurs  correspondantes  de  L,M,  N  seront  (art.  III) 

L— Q3  — R(j-+-^jr), 

^1  =Vi(jr-^h)]  —  Pz, 

P,  Q,  R  étant  des  polynômes  du  premier  degré.  On  aura 

A«  =.  o. 

D'autre  part,  les  droites  a:  =  o,  j=  o  devant  être  solutions  parti- 
culières, il  faudra  que  L,  M  soient  divisibles  respectivementpar  j:,j)^ 
en  exprimant  ces  conditions,  on  sera  conduit  par  un  calcul  facile 
aux  valeurs  suivantes  de  P,  Q,  R  ; 

et  par  suite  aux  valeurs  suivantes  deL,M  : 

Li=x(A  —  b]z,     U^y[b  —  C)z; 
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on  aura  donc 

Ax  =r  (A—  A)zx,      ^x=:{b'-'C)zJ:, 

et  par  conséquent 

A(x*jPaT)  z=i  o, 

pourvu  que  a,  ^  satisfassent  à  la  relation 

a(A— ô)4-p(^  — C)  =  0. 

Si  maintenant  on  détermine  y  par  l'équation 

a  -h  ,8  -f-  2y  =  o, 

x*j^u^  sera  une  fonction  homogène  de  degré  zéro,  dont  le  A  sera  nul, 
et  rintégrale  générale  sera  par  conséquent 

C'est  le  théorème  que  nous  voulions  démontrer;  mais  nous  ferons 
remarquer,  et  Ton  verra  plus  loin,  que  ce  théorème  cesserait  d'être 
exact,  si  les  deux  droites  se  coupaient  sur  la  conique,  ou  si  l'une 
d'elles  était  tangente  à  la  conique. 

X. 

Du  cas  où  le /acteur  est  de  la  forme  p^q^r^^  p^  q^r  étant 

du  -premier  degré. 

Dans  ce  cas,  l'équation  devra  admettre  coDime  solutions  les  trois 

droites 

/?~o,     7  =  0,     r=o; 

supposons  d'abord  que  ces  trois  droites  forment  un  triangle,  et  pre- 
nons ce  triangle  comme  trianp;lc  de  référence. 
Alors  les  valeurs  de  L.  M,  N  seront 

L  =  Aar,     M  =r  B j-,     N  =  Cz; 
A,  B,  C  étant  du  premier  degré,  ou  pourra  même  écrire  (art.  VU) 

^z=zz[bx   -^c»; 


? 
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et  Ton  trouvera 

H  =  (*  4- c)« -f.  (*' 4- c;')r -4- (*'' -+- c^)»  =  A  4- B -*- C. 

Cela  posé,  pour  que  le  facteur  soit  a^j^zf^  il  faut  que  Ton  ait 

^(af'Jy^z^)  4-  J^y^zi  H  =  o, 

a  4-  p  4-  V  =  —  4, 
OU 

(«4-  i)A4-(p4-  i)B4-(7  4-  i)C=0. 

Les  trois  polynômes  A,6,  C  étant  liés  par  une  équation  linéaire,  il 
faudra  que  leur  déterminant  soit  nul,  ce  qui  donne  l'équation  de 
condition 

(63)  bb'b'''^ci/€r  =  o. 

Mais  alors,  on  peut  trouver  directement  Tintégrale  générale.  11 
est  aisé  de  reconnaître  qu'il  y  a  une  nouvelle  droite  satisfaisant  & 
Téquation.  En  effet,  on  a 

A{uje  -^  pjr  -^  (vz)  =  xjr(b'u  4-  cp)  -^  yz  [b'^v-^  i/tv)  4-  zx[bw'^  tfu)^ 

et,  si  la  condition  (63)  est  vériQée,.on  peut  trouver  des  valeurs 
àeUjV^w  satisfaisant  aux  équations 

^'a4-  c  pz=zo^ 
^"«'4- c'«'=  o, 
biv  4-  c"  a  =  o. 

On  aura  donc,  avec  ces  valeurs, 

A(aar  4-  **X  "*"  ^^^)  =  0« 

D'autre  part,  on  peut  trouver  des  nombres  oi^ifif^'/^  tels  que 

Il  suffira  que  a^,|S',/  vérifient  les  équations 

a'  b*  -t-  y't'  =r  o, 
p'^"4-a'c"  =o, 
y'Z»    4-  p'c    :^0, 
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également  compatibles  en  vertu  de  la  relation  (63)  On  aura  donc 

et  par  conséquent  l'intégrale  générale  sera 

x*y' zt' =  C  ( a j: -f- c/ ■+ IV 2 )  •' +  P' +T'. 

Elle  est  de  la  forme 

(VII)  p^q^r^s^  =  Cy 

p^  q^r,  s  étant  des  polynômes  du  premier  degré  et  la  somme 
a  H-  P  -I-  y  -f-  3  étant  nulle.  Réciproquement ,  quels  que  soient 
p,  ^,  r,  5,  l'équation  diflërentielle  des  courbes  (VII)  appartient  au 
type  que  nous  étudions. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  les  trois  polynômes  p^  q^  r,  qui 
forment  le  facteur  égalé  à  zéro,  représentent  trois  droites  concou- 
rantes. Par  un  choix  convenable  des  axes  et  des  paramètres  de  ré- 
férence, on  pourra  ramener  les  équations  de  ces  trois  droites  à  être 

^  =  0,     rr=o,    ^  — z  =  o. 

On  aura  ici 

M  =  Bj,     N  =  o, 

et  comme 

il  faudra  que  B  soit  divisible  par  j^  —  z.  On  aura  donc 

et  Téquation  deviendra 

(64)  \a[x  dz  —  ^dy)  -\-y{y  —  «)  [zdx  —  x  dz]  =:  o. 

On  aura 

dh 

Aj  =  (j  — «)r» 

A3  =  0, 

^(r  — -)=/(r  —  *)» 

et  par  conséquent 

^[y-z^[y  -  c)T]  =  [a(j  -  z)  4-  yJ^'^^U  -  ^Y' 

Le  multiplicateur  devant  satisfaire  à  Téquation 

AfA  H-  f*  B  =  o, 
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il  faudra  que  l'on  ait 

a(^  —  «)  4-  77  -f-  ^  -H  27  —  z  =  o. 
Cette  équation  détermine  pour  L  la  valeur 

L'équation  proposée,  multipliée  par  le  facteur,  prendra  la  forme 

'hJ''z^J-'z]^Ay''^Bxz-hA'z'){ydz^zdx)z=:zo. 
On  a  d'ailleurs 

En  intégrant,  on  trouve 

(vni)  r       ^  ^-^      ^ 

La  quadrature  indiquée  se  ramène,  si  l'on  pose  j  =tz^  k]a  forme 

—ft^ii  —  iH A^'  -4-  Bf  4-  A')  fit, 

qui  conduit  dans  un  très-grand  nombre  de  cas  à  des  fonctions  algé- 
briques. 
Par  exemple,  pour  7  =  1,  on  obtient  l'intégrale 

(IX)   1  «-H. 3-.-< Tj. /^  __  2^î  ^  j^'y  ^  BVs  -h  C'zV  -H  D'z']  =  C, 
où  A',  B',  c,  D'  sont  liés  par  l'unique  relation 

(a-+-4)A'-f-  (a  +  3)B'+(a-|-2)C'-f-(a  +  l)D'=::0, 

^l  OÙ  c  est  la  constante  arbitraire. 
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Du  cas  oii  il  y  a  au  nombre  des  solutions  particulières 

quatre  droites. 

Les  calculs  précédents  démontrent  que,  s'il  y  a  au  nombre  des 
Solutions  particulières  quatre  droites ,   dont  trois  ne  soient  pas 
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concourantes,  l'intégrale  générale  sera  de  la  forme  (Vil).  Cette 
forme  comprend,  comme  cas  particulier,  les  formes  (II)  et  (HI) 
déjà  trouvées,  dans  lesquelles  le  nombre  des  droites  s'élève  à  cinq 
et  à  six.  Il  nous  reste  donc  seulement  à  traiter  le  cas  où,  sur  les 
quatre  droites,  trois  sont  concourantes. 

Supposons  que  les  axes  aient  été  choisis  de  telle  manière  que  les 
équations  des  trois  premières  droites  soient 

j— o,     z  =  o,    j— x  =  o, 

et  celle  de  la  quatrième 

X=:  o. 

Toute  équation  qui  admet  les  trois  premières  comme  solutions  par- 
ticulières est,  nous  l'avons  vu  à  l'article  précédent, 

jr[x  —  z)  [zdx —  xdz]  -h  h[jrdz  —  zdjr]  =  o, 

et  l'on  vérifie  sur  cette  équation  qu'il  ne  peut  y  avoir  une  quatrième 
droite  satisfaisant  à  l'équation  et  passant  par  le  point  de  concours 
des  trois  premières.  Cette  équation  devant  admettre  en  outre  la 
solution  X  =  o,  on  aura 

L=  Ax, 

Â  étant  du  premier  degré.  Comme  on  a  quatre  solutions,  on  pourra, 
sans  difficulté,  former  le  multiplicateur. 
Ecrivons  Â  comme  il  suit  : 

kzzL  hx  —  pj  —  (a  -+-  i)z; 

le  multiplicateur  sera 

y  étant  défini  par  l'équation 

a4-p  +  7-h2=:0, 

el  l'intégrale  de  l'équatiou  sera 

(X)     -  ■- ^ ^—  +  hfrà  [y  -  zY  [j-dz  -  zdy)  =  C. 

Celte  forme  peut  donner  également  une  inllnilé  d'intégrales  alge- 
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briques.  Par  exemple,  pour  7  =  i,  on  a 

et  pour  7=2, 

(xn)  X-'  j-»3— » fcr-»)*  -4-  hx (-^  - -^^  -f-  --^"^l  =  c. 

*        '  "^  L  \a-h3       a  +  2        a-hl/J 

Nous  signalons  ces  formes,  parce  que  dans  ce  cas  il  y  a,  comme  so- 
lution particulière,  soit  une  conique,  soit  une  cubique. 

Nous  avons  maintenant  épuisé  Tétude  des  cas  où  la  solution 
peut  être  obtenue  en  employant  les  seules  droites  comme  solutions 
particulières. 

Xll. 

Remarques  générales  sur  le  cas  où  il  y  a  une  conique 
au  nombre  des  solutions  particulières. 
Soit 

/('.r.«)  =  o 

l'équation  de  la  conique,  solution  particulière.  Les  valeurs  de  L, 
M,  N  pourront  être  prises  (art.  III)  sous  la  forme 

(65)  M  =  R/, -P/,, 

(n  =  p/;  -<i/;, 

P,  Q,  R  étant  du  premier  degré ,  et  alors  on  aura 

r  û/=  o, 

(66)  1  „  _  ,,  (df\      dq\       ^  (dP      dK\  (dQ      âP\ 

Si  l'équation  différentielle  admet  le  facteur /^  (a  =  —  a),  il  faudra 
([ue  H  soit  nul  ;  on  devra  donc  avoir 

dR      dQ_         ^__^—         ^_^  — 
ôf       dz  '      dz       dx         '      âx       ôjr 

On  pourra  donc  poser 

p_^?       o-^^^^       R-^^ 


-   —  '■■ 
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concourantes,  l'intégrale  générale  sera  de  la  forme  (V 
forme  comprend,  comme  cas  particulier,  le»  formes  (E 
déjà  trouvées,  dans  lesquelles  le  nombre  des  droites  s'élj 
et  à  six.  Il  nous  reste  donc  seulement  à  traiter  le  cas  < 
(juatre  droites,  trois  sont  concourantes. 

Supposons  que  les  axes  aient  été  choisis  de  telle  manît 
équations  des  trois  premières  droites  soient 


et  celle  de  la  quatrième 


*^o. 


Toute  équation  qui  admet  les  trois  premières  ^^...u. 
ticulièrcs  est,  nous  l'avons  vu  à  l'article  précédent 

j(r  —  i)  {sdx—xds)  +  L(j-A  — ïûTrj  =o. 

et  l'on  véri&e  sur  cette  équation  qu'il  ne  peut  y  avoir  une 
droite  satisfaisant  à  l'équation  et  passant  par  le  point  di 
des  trois  premières.  Cette  équation  devant  admettre  O 
solution  X  ^  o,  on  aura  ^ 

L=A*.  ^ 

A  étant  du  premier  degré.  Comme  on  a  quatre  solutions  ~. 
sans  difficulté,  former  le  multiplicateur. 
Ecrivons  A  comme  il  suit  : 


A^A.t- pr- 
ie multiplicateur  sera 

y  étant  défini  par  l'équation 

a-Hp  +  74 
et  l'intégrale  de  l'équation  sera 

Cette  forme  peut  donner  égalem 
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et  l'intégrale  générale  sera 

Ainsi,  en  dehors  de  ce  cas  particulier,  si  deux  coniques  donnent 
des  solutions  de  l'équation,  elles  ne  peuvent  ni  se  couper  en  quatre 
points  distincts,  ni  être  doublement  tangentes. 

Revenons  au  cas  général,  où  il  y  a  une  seule  conique  comme  so- 
lution particulière.  Il  est  utile  de  connaître  la  disposition  des 
points  singuliers,  et  de  savoir  combien  il  y  en  a  sur  la  conique. 

Les  points  singuliers  sont  définis  par  les  équations 

et  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  L,  M,  N  dans  l'équation  iden- 
tique 

elle  devient 

2>/=r:0. 

11  y  a  donc  deux  espèces  de  points  singuliers  :  i^  ceux  pour  lesquels 
on  a 

>  =  o,      L=:M  =  N  =  0, 

ou 

P^       Q       R 

J  X         J  y        J  z 

ces  points  sont  au  nombre  de  trois-,  a°  les  quatre  autres  seront  sur 
la  conique,  et  il  résulte  des  formules  (36)  qu'ils  seront  définis 
par  les  deux  équations 

Po?  -h  Qr  -^  Ri  =  o. 

Supposons,  comme  cela  a  lieu  généralement,  que  les  trois  pre- 
miers points  forment  un  triangle,  et  que  Ton  choisisse  ce  triangle 
pour  triangle  de  référence,  l'équation  difTércntielle  prendra  une 
forme  remarquable. 

Soit  alors 

/=  kx^  -+-  Ay  -f-  A" 2'  -f-  2B73  -f-  ïB'xz  -f-  2B" xj  rn  o 
l'équation  de  la  conique.  Si  Ton  exprime  que  les  valeurs  de  L,  M,  jN, 


• 


I 

r 


^1 


tion  de  A  j:,  f 


*'^Ê.'J 


r  XE  —  f     X  —  A  jrr. 


,:=  —  »*  —  A 


tangentie 


rt  ,  i_         ~  _        r  —    .  —  i     .  ^  —   T  —  \   5  r. 
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GUNTHER  (S.).  -^  Zielb  und  Résultats  der  neueren  mathematisch-histo- 
RiscHEN  FoRSCHUNG.  —  Erlangen,  1876.  —  In- 16,  IV-i33  pages. 

L'auteur  publie  sous  ce  titre  un  travail  composé  pour  la  qua- 
rante-huitième réunion  générale  des  naturalistes  et  des  médecins 
allemands,  tenue  en  iS^S  dans  la  ville  de  Graz.  Refondu  et  com- 
plété par  plus  de  100  pages  de  notes,  avec  de  très- soigneuses  indi- 
cations bibliographiques,  ce  travail  présente  un  tableau  attrayant 
des  recherches  contemporaines  et  des  questions  à  Tordre  du  jour 
sur  Fhistoire  des  Mathématiques. 

Fruit  d'une  érudition  profonde  et  sûre,  il  témoigne  également, 
chez  l'auteur,  d'une  largeur  d'esprit  peu  commune.  Il  semble  même 
que  M.  Gûnther  aflecte  de  ne  pas  se  prononcer  pour  un  côté  ni 
pour  l'autre  dans  les  débats  toujours  ouverts,  mais,  en  rendant 
compte  des  travaux  des  deux  partis  avec  la  plus  grande  impartialité, 
de  chercher  comme  un  point  de  vue  plus  élevé  pour  les  juger.  Ses 
appréciations  sont  toujours  dès  lors  assez  mesurées,  et  les  critiques 
enveloppées  d'assez  de  réserves  pour  que  son  livre  ne  soit  pas  un 
nouvel  aliment  de  polémique  *,  mais  il  est  actuellement  et  restera 
longtemps,  sans  doute,  précieux  à  lire  et  à  consulter  pour  tous  ceux 
qui  s'intéressent  à  ces  sujets. 

Nous  ne  saurions  mieux  caractériser  les  tendances  de  M.  Gûnther 
comme  historien  qu'en  lui  appliquant  l'épithète  à'éi^olutionnîste. 
Il  aime  à  suivre  dans  le  cours  des  âges  les  lentes  et  parfois  singu- 
lières transformations  de  la  pensée  humaine  sur  un  même  sujet. 
Dans  cet  ordre  d'idées,  rien  ne  doit  être  négligé,  ni  les  chimères  de 
l'astrologie,  ni  l'importance  mystique  si  longtemps  attribuée  aux 
carrés  magiques  et  aux  polygones  étoiles.  Kepler  est,  sur  ce  dernier 
point  et  sur  d*autrcs  encore,  un  exemple  assez  frappant  de  la  né- 
cessité d'étendre  l'histoire  des  Mathématiques  au  delà  du  cadre 
strictement  scientifique,  et  d'en  faire  ce  qu'elle  doit  être  vrai- 
ment, un  facteur  essentiel  de  l'histoire  de  l'humanité  pensante. 

D'autres  exemples  intéressants  de  l'évolution  d'une  idée  sont 
amplement  développés  :  ainsi  la  constitution  de  la  théorie  de  l'arc- 
en-ciel,  celle  de  la  loi  mathématique  qui  règle  la  distribution  des 

Bu/l.  des  Sciences  mathém.^  i"  Série,  t.  II.  (Avril  1878.)  lO 
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feuilles  sur  la  tige  d'une  plante.  L'invention  du  Sto^ia^uioç,  par  le 
platonicien  Léon,  est  rapprochée  des  travaux  de  Cauchy  sur  la  con- 
vergence des  séries. 

L'Astronomie  ancienne  estvengéedes  reproches  d'absurdité  qu'on 
lui  a  adressés,  par  la  remarque,  déjà  faite  par  Whewell,  que  les 
méthodes  d'approximation  modernes  ne  sont,  au  fond,  que  la 
théorie  des  épicjcles  mise  sous  forme  analytique. 

Je  note  ici  que  M.  Gûnther  ne  parait  pas  connaître  l'important 
Mémoire  de  Schiaparelli  sur  le  système  astronomique  d'Eudoxe, 
et  qu'il  ne  donne  pas,  par  suite,  de  ce  système  une  idée  bien 
exacte  (p.  54). 

On  peut  également  s'étonner  de  le  voir  affirmer  (p.  78)  que  le 

théorème  d'Euclide,  (c  que  dans  un  triangle  la  somme  de  deu!v  angles 

ne  peut  pas  être  plus  grande  que  deux  droits,  »   a  évidemment 

pour  fondement  implicite  le  postulatum  sur  les  parallèles.  Cette 

assertion  serait  difficile  à  soutenir*,  il  suffira  de  faire  observer  que, 

dans  ce  cas,  Lobatchefsky  et  Bolyai  auraient  inventé  la  Géométrie 

elliptique  en  même  temps  que  l'hyperbolique. 

P.  T. 


TEIXEIRA  (F.-GoMEs).  —  Sobre  0  emprego  dos  eixos  coordenados  obuquos 
NA  jMecanica  analytica.  (Dissertaçao  de  concurso.  In-S**,  5o  pages.  Coiiobra, 
1876.) 

Les  équations,  données  par  Lagrangc,  qui  traduisent  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  supposent  les  coordonnées  rectangulaires. 
M.  Teixeira  donne  les  formules  équivalentes  en  coordonnées 
obliques,  soit  ordinaires,  soit  obtenues  en  projetant  orthogonale- 
ment  sur  les  axes  de  coordonnées  le  rayon  vecteur  qui  joint  un 
point  à  l'origine.  Il  en  déduit  les  conditions  d'équilibre  d'un  corps 
solide.  Les  équations  générales  de  la  Dynamique,  les  équations  qui 
déterminent  le  mouvement  d'un  corps  solide  sont  ensuite  données 
pour  les  mêmes  systèmes  de  coordonnées. 
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RfiSULTAT  DES  OBSERVATIONS  DU  PASSAGE  DE  VENUS 
RECUEILLIES  DANS  LES  STATIONS  ANGLAISES  ; 

Par  m.  g.  RAYET. 

M.  Airy  et  les  astronomes  de  Greenwich,  après  avoir  présidé 
aux  études  préliminaires  nécessitées  par  l'organisation  des  expédi- 
tions envoyées  par  le  gouvernement  britannique  pour  observer  le 
dernier  passage  de  Vénus,  ont  été  chargés  de  poursuivre  la  discus- 
sion des  observations  recueillies  et  de  déduire  de  ces  nombreux 
docoments  la  valeur  la  plus  probable  de  la  parallaxe  solaire.  Un 
Rapport  présenté  au  Parlement  (^)  renferme  le  résumé  des  Notes 
des  astronomes  ainsi  que  la  reproduction  de  leurs  croquis,  et  deux 
Communications  adressées  à  la  Société  Royale  Astronomique  de 
Londres,  en  novembre  1877  et  en  février  1878,  ont  fait  connaître 
1  état  d'avancement  des  travaux  de  discussion  et  la  conclusion  gé- 
nérale des  observations. 

La  détermination  de  la  position  géographique  des  stations  à 
laide  des  culminations  lunaires  n'a  présenté  aucune  difficulté  sé- 
rieuse, et  les  calculs  sont  terminés  depuis  longtemps  déjà  ^  mais  il 
n'en  a  pas  été  de  même  de  la  discussion  des  observations  de  con- 
tact, soit  à  l'entrée,  soit  à  la  sortie.  En  eifet,  les  astronomes  n'ont 
généralement  pas  observé  le  phénomène  géométrique,  et  le  plus 
grand  nombre  d'entre  eux  ont  signalé  l'existence  d'un  pont,  d'une 
goutte  noire,  plus  ou  moins  marquée  suivant  la  puissance  optique 
de  leur  instrument  et  les  conditions  atmosphériques.  Les  appa- 
rences qu'ils  ont  décrites  peuvent  cependant  se  réduire  à  un  petit 
nombre  de  types.  A  l'entrée  on  parait  avoir  observé  trois  phases 
diflërentes  a,  j3  et  y,  à  la  sortie  quatre  phases  J,  e,  Ç  et  yî.  La 


(')  Report  on  the  telescopic  observations  of  the  Transît  of  Venus j  i87/'(,  made  in 
ihe  expédition  of  the  British  Government ^  and  on  the  conclusion  derived  from  those 
observations t  by  sir  G.-B.  Airy.  Broch.  petit  in-folio,  34  p. 

10. 
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phase  OL  répond  à  Tins  tant  où  la  planète  se  projette  tout  entière 
sur  le  Soleil,  la  lumière  entre  les  deux  limbes  étant  encore  très- 
obscure.  A  l'instant  de  la  phase  |3  la  zone  précédente  a  commencé 
à  s'éclairer,  et  le  contact  paraît  passé  depuis  quelques  instants. 
Enfin,  pour  la  phase  y,  la  zone  qui  sépare  les  deux  limbes  a  pris  un 
éclat  égal  à  celui  des  points  voisins  du  Soleil.  Les  phases  e  ou  Ç 
paraissent  identiques  à  la  phase  P,  et  de  la  discussion  de  l'en- 
semble des  observations  il  résulte  que  : 

La  phase  a  précède  la  phase  P  de  24*9  ^^  6t  correspond  à  une 
distance  des  centres  des  deux  astres  plus  grande  de  o^,  78  \ 

La  phase  7  est  postérieure  de  20',  1 7  à  la  phase  /3  et  correspond 
à  une  distance  des  centres  inférieure  de  o^,  64  à  celle  qui  convient 
à  la  phase  |3; 

La  phase  ^  précède  la  phase  t^  de  48')  4  ^^  répond  à  une  distance 
des  centres  moindre  pour  d  que  pour  ("  de  i",63  ; 

La  phase  e  est  antérieure  de  2 1  ',  o  à  la  phase  ^  et  répond  à  une 
distance  des  centres  moindre  que  o'',72  ; 

La  phase  r?  est  postérieure  de  72*,  i  à  la  phase  ^  et  correspond  à 
une  distance  des  centres  plus  grande  pour  -n  que  pour  ^  de  2''',4i. 

Quoique,  dans  les  textes  que  nous  avons  sous  les  yeux,  M.  Airy 
ne  donne  point  une  description  détaillée  de  chacune  des  phases 
précédentes,  il  nous  a  cependant  paru  intéressant  de  faire  con- 
naitre  la  grandeur  de  leurs  difFérences,  qui  est  une  sorte  de  limite 
de  Terreur  dont  les  observations  peuvent  être  entachées  par  suite 
des  phénomènes  du  ligament  noir. 

L'application  des  corrections  précédentes  ayant  rendu  les  obser- 
vations comparables,  elles  ont  ensuite  pu  être  combinées  deux  à 
deux  dans  les  équations  de  la  méthode  de  Halley,  ou  introduites 
séparément  dans  les  équations  de  condition  de  la  méthode  de  De 
risle. 

Les  calculs  ont  alors  conduit  aux  résultats  suivants.  La  parallaxe 
a  pour  valeur  : 

Poids. 

Par  les  observations  d*enlrêe 897^9         10,46 

Par  les  observations  de  sortie 8,847  2,53 

Moyenne  générale 8,^60 

Pour  montrer  le  degré  de  concordance  des  résultats  partiels,  il 
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suffira  de  reproduire  ici  le  tableau  où  MM.  Airy  et  Tupman  ont 
rassemblé  les  résultats  partiels  de  la  combinaison  deux  à  deux  des 
•   observations  du  second  contact  interne  : 

Parallaxe  solaire  moyenne  dédttite  de  la  comparaison  des  phases  semblables 

du  deuxième  contact  interne, 

Mokattam  Abbas- 

et  Suez.     Liixor.       scyeh.     Roorkee.    Madras.  Mussoorie.  Moyenne. 

Iney 8*76  8*78  8^,78  8'',8i  8*91  8'',6i  8^,768 

olbum  (N.  S.  W.).  8,88  8,90  8,9a  8,92  9,05  8.73  8,891 

)odford  (N.  S.  W.).  8,8a  8,79  8,81  8,83  8,95  8,64  8,801 

toria 8,91  8,90  '8,90  8,93  9,o5  8,74  8,900 

éUûde 8,77  8,79  8,79  8,82  8,94  8,61  8,778 

> 8,5o  8,5i  8,72  8,55  8,63  8,3o  8,495 

n  Elisabeth 8,44  8,4i  8,43  8,46  8,5i  8,20  8,385 

Moyenne 8,774     8,780     8,780     8,804    8,918     8,597     8,770 

La  parallaxe  de  8'',  770  donne  la  distance  moyenne  de  la  Terre 
au  Soleil  égale  à  23549^5  rayons  terrestres. 

«  Las  calculs  préliminaires  nécessaires  pour  la  combinaison  des 
observations  photographiques  sont  »,  dit  en  terminant  M.  Airy,  (c  ef- 
fectués depuis  longtemps,  mais  on  a  rencontré  dans  la  mesure  des 
plaques  une  difficulté  inattendue  :  vingt-quatre  des  négatifs  me- 
surés par  M.  Burton  ayant  été  mesurés  à  nouveau  par  M.  Tupman 
avec  le  même  instrument,  on  a  trouvé  que  les  distances  des  centres 
données  par  les  deux  opérations  différaient  d'environ  i  seconde,  soit 
de  ~  du  déplacement  parallactique  de  Vénus.  La  suite  des  calculs 
a  donc  du  être  ajournée  à  l'époque  où  Ton  aura  trouvé  un  meilleur 
procédé  de  mesure  ». 

La  méthode  de  discussion  employée  par  M.  Airy  dans  les  Com- 
munications que  nous  venons  d'analyser  a  pour  but  de  rendre  uti- 
lisable au  calcul  final,  à  Taide  de  corrections  particulières,  Ten- 
semble  de  toutes  les  observations.  Lorsqu'on  étudie  les  descriptions 
du  phénomène  telles  qu'elles  ont  été  données  par  les  observateurs, 
il  est  d'ailleurs  facile  de  se  convaincre  que  les  instants  notés  se 
rapportent  à  des  phases  du  phénomène,  en  général  très-dilfé- 
rentes  et  qu'il  ne  parait  pas  aisé  de  classer  suivant  un  petit  nombre 
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de  types.  M.  Stonc  (  *  )  n'admet  donc  pas  le  système  de  correctioii 
employé  par  le  savant  directeur  de  Greenwich  \  il  pense  au  con- 
traire que,  parmi  les  observations,  il  faut  en  éliminer  un  certain 
nombre  et  ne  tenir  compte  que  de  celles  qui  se  rapportent  à  une 
phase  bien  déterminée  du  phénomène,  phase  qui  n'a  pas  besob 
d'être  celle  du  contact  véritable,  puisque  les  diflérences  des  obser- 
vations entrent  seules  dans  le  calcul,  mais  qui  doit  avoir  été  nette- 
ment saisie  par  les  observateurs.  Suivant  M.  Stonc,  cette  phase  est 
l'instant  où  le  ligament  noir  entre  le  bord  solaire  et  Vénus  a  com- 
plètement disparu  et  où  le  filet  de  lumière  formé  par  la  jonction 
des  cornes  a  repris  une  intensité  égale  à  celle  des  points  voisins. 

Examinant  à  ce  point  de  vue  les  observations  publiées  par 
M.  Airy,  le  directeur  de  l'Observatoire  du  Cap  trouve  que,  parmi 
les  observations  du  contact  interne  de  l'entrée,  il  y  en  a  dix  qui  se 
rapportent  à  la  phase  choisie  par  lui  comme  la  plus  nette.  Ces  dix 
observations  lui  donnent  ensuite 

Tr=:8',86. 

Les  observations  du  contact  interne  de  sortie  sont  plus  difficiles 
à  discuter  et  se  montrent  moins  concordantes  que  les  précédentes. 
Dans  quelques  stations,  en  elTet,  les  conditions  atmosphériques  se 
sont  alors  trouvées  très-mauvaises,  et  puis  il  est  possible  que  l'ap- 
parition du  ligament  noir  soit  plus  difficile  à  saisir  que  sa  rupture 
complète.  Quoi  qu'il  en  soit,  M.  Stone  a  choisi  parmi  les  observa- 
tions de  sortie  celles  qui  répondent  k  l'instant  où  le  ligament  noir 
était  bien  formé,  et  leur  discussion  lui  a  donné 

7r--=8^98; 

en  tenant  compte  des  poids  probables  des  deux  déterminations 
précédentes,  leur  moyenne  est  8'',884. 

Dans  une  seconde  Note  sur  le  même  sujet  ('),  M.  Stone  s'est  plus 


{*)  On  the  telescopic  observations  of  the  Transit  of  Tenus  1874*  mode  in  the  expf- 
dition  of  the  British  Government^  and  on  the  conclusions  to  be  deduced  front  tkosf 
observations,   by  E.-T.  Stone  (Monthljr  Notices^  vol.  XXXVIII,  p.  379-295). 

(')  ^  Comparison  of  the  Observations  of  Contact  of  Venus  with  the  Sun's  limb  in 
the  Transit  of  1874»  rnade  at  the  R.  Observatory^  Cape  of  Good  Uope^  with  the  correS' 
pouding  Observations  made  at  the  Stations  in  the  Parliamentary  Report  and  a  discussion 
of  the  results  {Monthly  Notices,  vol.  XXXVIII,  p.  34 1). 
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spécialement  occupé  de  la  comparaison  de  ses  observations  du  Cap 
avec  celles  des  autres  stations.  Étudiant  surtout  les  observations 
du  contact  interne  de  sortie,  il  conclut  que  la  valeur  la  plus  pro- 
bable de  la  parallaxe  est  comprise  entre  8^^,84  et  8'^,  9a. 

M.  le  capitaine  G.-L.  Tupman  s'est  également  occupé  d'une 
nouvelle  discussion  des  observations  publiées  dans  le  Rapport  de 
l'Astronome  Royal  d'Angleterre  (*).  Une  méthode  de  discussion 
analogue  à  celle  de  M.  Stone  lui  donne,  pour  la  parallaxe  déduite  : 

Des  observations  d'entrée 8 ,  857 

Des  observations  de  sortie 8 ,  792 

Moyenne 8, 81 3 

La  diûerence  des  résultats  déduits  du  second  contact  interne 
tient  sans  doute  en  grande  partie  à  ce  que  M.  Tupman  a  eu  à  sa 
disposition  un  assez  grand  nombre  d'observations,  faites  en  parti- 
culier en  Australie  et  dans  l'Inde,  qui  ne  se  trouvent  pas  publiées 
dans  le  Rapport  de  M.  Airy  et  n'ont  pu  être  utilisées  par  M.  Stone. 


MÉMOIRE  SUR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES 
DU  PREMIER  ORDRE  ET  DU  PREMIER  DEGRÉ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

(Suite.) 

xm. 

Examen  du  cas  oîi  le  multiplicateur  est  de  la  forme  u'^p^^ 
u  étant  du  second  degré,  p  du  premier. 

Dans  ce  cas,  il  devra  y  avoir,  comme  solutions  particulières,  une 
droite  et  une  conique.  Supposons  d'abord  que  la  droite  ne  soit 
pas  tangente  à  la  conique  :  on  pourra  choisir  les  axes  de  telle  ma- 


''  '  )  Note  on  the  Mcan  Solar  Parallax  as  derivfd  front  the  observations  of  the  récent 
Transit  of  f'enu^^  by  Cap.  G.-L.  Tupmuii  {Monthly  Notices^  vol.  XXXVIII,  p.  33'|). 
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nière  que  réquation  de  la  droite  soit 

x  =  o, 
et  celle  de  la  conique 

«  =r  je'"  -h^»  -f-  I*  =  o; 

on  aura 

L  =  Q»  -  Rj, 

M=::R«  — Pa, 

N  =  P/  —  Qx. 

En  exprimant  que  L  est  divisible  par  x,  on  trouvera 

Qzn  far,     R  =  bx, 

et  les  valeurs  définitives  seront 


Ax=r  {cz  —  bj)x^ 


,      .  1  M  =  ^x'  —  Pa, 

•70)  <i 

nr         «  ^  «  L  dP  dP 

Si  l'on  veut  que  le  facteur  soit  u^or*,  il  faudra  d'abord  que  ' 

2p-+-a  =  — 4, 
et  ensuite 

ce  qui  donnera,  pour  P, 

P  =  (a  -h  i)  [bz  -f-  cy)  -h  «x. 

On  trouvera  sans  peine,  dans  ce  cas,  la  nouvelle  solution  parti- 
culière 

/wx 

-  -f-  ftz  -I-  c/ =  o. 


qui  conduira  à  l'intégrale 


aPx'-^-'  (  JHfL^  ^l,z-^cx\  =C, 


qui  ne  dîfiere  pas  de  Tintégrale  (VI).  Le  seul  cas  nouveau  corres- 
pond à  la  valeur  de  a, 

a=:  —  2. 
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Dans  ce  cas ,  l'intégrale  devient 

'Xni)  :i  -4-  w  log  —  C. 

^  yx^  -4- 7^  -h  «* 


Etudions  maintenant  le  cas,  beaucoup  plus  intéressant,  où  Ton 
suppose  que  la  droite  soit  tangente  à  la  conique,  et  choisissons  les 
ixes  de  telle  manière  que  l'équation  de  la  conique  soit 

X*  -f-  2XZ  =  o, 

celle  de  la  droite  étant  toujours  a:  =  o. 

Alors  on  aura 

L  =  Q  *  -  -  Rr, 

M  =  Rz  —  Px, 

N  =:  Pj  -  Qz, 

L  devant  ôtre  divisible  par  x,  R  est  de  la  forme  cx\  mais,  comme  à 
P,  Q,  R  on  peut,  sans  changer  L,  M,  N,  substituer  P  -f-  a^,  Q-h  «jj'^, 
R  -f-  aor,  nous  pourrons  supposer  R  =  o.  Alors  on  a 

Le  facteur  étant  or*  M^  on  devra  avoir 

Posons 

P  ~~  mx  -+-  nj  -f-  /?z. 

L'équation  précédente  deviendra 

«Q  4-  x\m!  —  n)  -\-pjr  —  p' z  -^  o, 
ce  qui  donne 

(a  -+-  l)  /w'  — /l  =  0, 

an'  -t-  p=z  Oy 

(a —  i)/?'  :=  o. 

L'hypothèse  p'  =:  o  conduirait  à  l'intégrale  déjà  trouvée.  Suppo- 
sons a  =.  I  ^  on  a  alors 

—  n  =:pj     m  =  -• 

2 
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Le  multiplicaleur  sera  —•  L'intégration  n'offre  aucune  difficulté, 

et  Ton  obtient  un  résultat  de  la  forme  suivante  : 

(XIV)       [x»  {ax  -+-bx-h  cz)  -*->-»  -+-  3 j-jz j»  =  C  (r'  -4-  ar»)». 

L'intégrale  générale  se  compose  de  courbes  du  sixième  ordre*, 
mais  il  y  a,  comme  solutions  particulières,  la  droite  et  la  conique 
qui  ont  servi  à  former  le  facteur,  la  cubique  correspondante  à  une 
valeur  nulle  de  C,  et  enfln  une  courbe  du  quatrième  ordre,  qu  oo 
obtient  en  faisant  C  =  i  et  en  supprimant  le  facteur  .r^.  La  cu- 
bique, comme  on  doit  s'y  attendre  d'après  le  théorème  de  Tar- 
ticle  VIII,  a  un  point  double,  dont  les  coordonnées  sont  •r  =  o, 
j^  =  o*,  ici  ce  point  n'est  jamais  un  point  de  rebroussement. 

Pour  simplifier,  autant  que  possible,  l'intégrale  précédente,  il 
•  convient  de  rapporter  la  cubique  aux  axes  les  plus  simples  possi- 
bles :  ces  axes  seront  formés  par  les  deux  tangentes  au  point  double, 
et  par  la  droite  qui  contient  les  trois  points  d'inflexion.  En  effec- 
tuant ce  changement  de  variables,  l'intégrale  prend  la  forme 

(XIV)  (r'  -^-  ^  H-  3xj3)»  =  c  (7»  4-  2.r«  -+-  ax^)\ 

qui  montre  que  cette  intégrale  n'a  qu'un  seul  invariant  a. 

XIV. 

Etude  des  cas  ou  le  multiplicateur  est  de  la  forme  a»/^?y^, 
u  étant  du  second  degré,  p  et  q  du  premier. 

Dans  ce  cas,  l'équation  admettra  comme  solutions  deux  droites 
et  une  conique.  Si  les  deux  droites  ne  sont  pas  tangentes  à  la  co- 
nique, et  si  elles  ne  se  coupent  pas  sur  la  conique,  nous  avons  vu 
(art.  IX)  que  l'intégrale  sera  de  la  forme 

U  suffira  donc  d'examiner  les  cas  exceptionnels  que  nous  avions 
exclus. 

Le  cas'où  une  seule  des  droites  est  tangente  à  la  conique,  et  où 
leur  point  de  concours  est  en  dehors  de  la  conique,  ne  donne  rien 


j 
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de  nouveau.  Examinons  le  cas  où  les  deux  droites  sont  tangentes; 
alors,  en  choisissant  convenablement  les  axes,  les  équations  des 
deux  droites  et  de  la  conique  deviendront 

Ou  aura,  comme  dans  Texemplc  précédent, 

D'ailleurs,  N  devant  être  divisible  par  z,  puisque  z:==  o  est  une  so- 
lution, on  devra  faire  P  =  a^,  ou,  plus  simplement,  P  =:  3. 
On  a  donc 

L  =  r(//ijr-+-  fijr  -h pz)y 

Mz=.  —  jrZf 

N  =xz  —  z[uix  -4-  njr  -f- pz)^ 

H  =  mx  -H  j  — /?*. 

écrivons  que  le  facteur  est  x*  z^  a^;  on  a 

a  -t-  p  -+-  27  =  —  4' 

ce  qui  donne  les  conditions 

(  a  —  p  -h  I  )  w  t=r  c, 

(a  — P)//-l-  ?  -f-  I  -r  o, 
(a—  p—  l)//.  =  0. 

Excluons  le  cas  où  m  et  /7  seraient  nuls,  qui  conduirait  à  Tinté- 
grale  (VI)  ;  il  faut  donc  que  l'on  ait 

Les  deux  équations  à  considérer  se  ramènent  l'une  à  l'autre  en 
érhangeant  x  et  z.  Prenons  donc 

alors  on  aura 

m  1=0,     /i  :^  —  a, 

et  le  multiplicateur  sera 
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L'intégralioa  s'eflcctue  sans  difficulté,  et  conduit  à  Tintégrale 

(XV)  ^^'  =C, 

où  Ton  a  posé  !ixz  =  \u. 

Le  cas  où  les  deux  droites  p^q  se  coupent  sur  la  conique  u, 
aucune  n'étant  tangente  à  la  courbe,  ne  donne  rien  de  nouveau. 
Laissons-le  de  côté,  et  examinons  celui  où,  les  deux  droites  se  cou- 
pant sur  la  courbe.  Tune  est  tangente. 

Alors,  en  choisissant  convenablement  les  axes,  les  équations  des 
deux  droites  et  de  la  conique  seront 

jr  =  0,      ^=10,       «  =r^* -h  2,r3  =  0, 

On  a  encore  ici 

L  =  Qx,     Mzri  — Par,     N=:P^— Qs, 

et  il  reste  à  exprimer  que  j^  =  o  est  une  solution,  c'est-à-dire  que 
P  est  divisible  par  j.  Prenons  P  =j^;  on  aura 

h  =x  [mx  •+■  ny  -hpz]y 
M  —  —  J?/, 

N  =j»  —  z(mr  4-iîJ-hA?s), 

En  écrivant  que  x'^u^z^  satisfait  à  l'équation  du  multiplicateur,  ou 
aura  les  équations 

(a-f-l)  wr=  p  -h  I, 
an  zrr  <i, 

(a  —  i)  /?  n^  o. 

Excluons  les  cas  qui  conduiraient  aux  intégrales  déjà  trouvées, 
nous  aurons  seulement  à  examiner  Thypothèse 

1-4-p 
a  ^i  I ,     n  =z  Of     m  =. • 

2 

L'intégration  s'effectuera  sans  difficulté,  et  conduira,  aux  notations 
près,  à  rintégrale 

(  XVI  )  ( jr^  —  -2  a  .rz  -h  a  jt'  )  (  r»  -h  2  .rz^  =  C J»'"^^ . 

On  remarquera  que  nous  voyons  apparaître  ici,  pour  la  première 
fois,  deux  coniques  comme  solutions  particulières.  Ces  deux  coiii- 
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ques  sont  simplement  tangentes,  ce  qui  est  d*accord  avec  le  théo- 
rème (le  l'article  XII. 

U  ne  reste  plus  à  examiner  de  multiplicateur  formé  avec  une 
conique  et  deux  droites. 

XV. 

Etude  du  cas  ou  au  nombre  des  solutions  particulières  se  trouvent 

trois  droites  et  une  conique. 

Supposons  d'abord  que  les  trois  droites  forment  un  triangle,  que 
nous  prendrons  pour  triangle  de  référence.  S'il  y  a  seulement  deux 
des  trois  droites  qui  ne  soient  pas  tangentes  à  la  conique,  ou  qui  ne 
se  coupent  pas  sur  la  conique,  l'intégrale  sera  de  la  forme 

Nous  pouvons  donc  écarter  cette  hypothèse,  et  il  restera  à  exa- 
miner les  suivantes  : 

I**  La  conique  passe  par  les  trois  sommets  du  triangle  formé  par 
les  trois  droites.  Alors  il  y  a  trois  points  par  lesquels  passent  trois 
courbes  non  tai^gentes,  satisfaisant  à  l'équation,  les  trois  sommets 
du  triangle,  et  (art.  VIU)  l'intégrale  est  formée  par  un  faisceau  de 
coniques  circonscrites  au  triangle. 

1^  La  conique  passe  par  deux  des  sommets,  par  exemple,  par 
ceux  qui  sont  sur  la  droite  y=o.  Alors  Tune  au  moins  des 
droites  x  =  o,  z  =  o  est  tangente  n  la  conique.  Sans  cela,  on  au- 
rait deux  droites  ne  se  coupant  pas  sur  la  conique  et  non  tangentes 
à  la  conique,  ce  qui  est  un  cas  exclu.  On  reconnaît  aisément  que 
le  cas  où  elles  seraient  toutes  les  deux  tangentes  est  impossible.  Il 
suffira  donc  de  supposer  qu'une  seule  des  droites  x  =  o  est  tan- 
gente à  la  conique. 

Alors,  en  prenant  convenablement  les  paramètres  de  référence, 
l'équation  de  la  conique  sera 

et  les  valeurs  correspondantes  de  L,  M,  N 

L  =^Qx— R(j-+-.r), 

M  =  K  [y  -hz)  —  P.r, 
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Il  faut  que  L,  M,  N  soient  divisibles  respectivement  parx,  r?  -•  Les 
valeurs  correspondantes  de  P,  Q,  R  sont 


A* 


R  =io. 


On  a  alors 


L   :rr  ( —  ,r  —  jr  ^  /i  z)  X^ 

N  =  [.r-f- r  (i  — //)  —  Azjs. 
Ou  trouve  facilement  une  cinquième  solution 

pz:zjr{l  — /l)  — //2  =  o; 

car  oA  a 

^p=z  [.r  —  hz)p.  • 

Au  moyen  de  ces  cinq  solutions,  on  forme,  d'après  la  règle,  l'in- 
tégrale, qui  est 

( XVII )       X'*-»  s*-»  [A  5  H-  j  (A  —  1  )  ]*  ( j'  4-  2XZ  -f.  2 j-j)»-»*  =  C. 

3°  Examinons  maintenant  le  cas  où  la  conique  passe  par  un  seul 
sommet  du  triangle  a:=  o,  j^=  o.  Alors  elle  sera  nécessairemcint 
tangente  au  côté  opposé,  et  son  équation  sera 

(.r  —.)')'  4-2  3  (mar  ■+-  njr)  =  o. 

Les  valeurs  correspondantes  de  L,  M,  N  s'obtiennent  sans  peine. 

On  a 

L  :=^  j:  [2 mn 3  -h  ( /i/  -t-  «).>']  . 

M  zrr  j  [2 mn z  -h  [m  '\-  n)  .r] , 
N  =^  3  [  —  m  y  —  /î.r]. 

On  peut  encore  trouver  une  cinquième  solution 

.r  —  y  z::z  o; 

car  on  a 

^(•^'— .>')  =  2/??/23(.r  — j). 

Au  moyen  de  ces  cinq  solutions,  on  forme  l'intégrale  générale,  qui 
est 

m  n 


(XVIIÏ)  :^r"'^"r"'-"  =zC[(.v—y]'  4-  23(/;/.r  -f-  n  —  y]]. 
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Dans  CCS  deux  derniers  cas,  il  y  a  trois  droites  passant  par  un 
point.  Les  intégrales  trouvées  sont  donc  des  cas  particuliers  de 
TintégraleX. 

4*"  Enfin,  si  la  conique  ne  passe  par  aucun  des  sommets  du 
triangle  formé  par  les  trois  droites,  elle  est  nécessairement  tan- 
gente aux  trois  côtés  ^  car,  si  elle  coupait  un  de  ces  côtés,  il  y  au- 
rait, sur  ce  côté,  quatre  points  singuliers,  ce  qui  est  impossible. 
Servons-nous  des  formules  de  l'article  XII.  Les  trois  sommets  de 
notre  triangle  sont  les  trois  points  singuliers  qui  ne  se  trouvent 
pas  sur  la  conique.  Les  formules  (68)  sont  donc  applicables,  et 
pour  que  les  trois  côtés  du  triangle  donnent  des  solutions,  il  faut 
que  dans  ces  formules  on  ait 


a  :=z  a*  z=.  n"  =  «. 


Or,  il  résulte  des  valeurs  de  a,  «',  a"  que  ces  équations  expriment 
précisément  que  la  conique  est  tangente  aux  trois  côtés.  En  dispo- 
sant des  paramètres  de  référence  de  telle  manière  que  réquation 
de  cette  conique  soit 

tt  =  x'  -f- r'  -f-  c'  —  2J3  —  7,xz  —  iLxjr  =  o, 

les  formides  déjà  rappelées  nous  donneront 

L  z=z  xz  [c  —  a)  -h  xj'  [a  —  b), 
M  =  jrx (^a  —  b)  -*~rz  [h  —  r ) , 

N  =zzjr[ù  —  c]  -4-  z.t'  [r  —  n)y 

H=.r   [c  —  ^j-f-J"   (fi  —  c]-{-z(b — a), 

\ver  les  quatre  solutions,  on  forme  le  facteur,  qui  est 


xrz  y  u 


L'intégration  directe,  quoiqu'un  peu  longue,  n'offre  aucune  diffi 
cHillé.  En  ne  prenant  dans  la  différentielle  que  les  termes  conte 
nant  «,  on  trouve  leur  intégrale 

,      .r  —  r  —  z  -^  \'  u  ,      ./'  —  >*  —  2-1-  \/// 

a  log ^  TT.  2fl  loj;  —     ~ zn: » 

.'•  —   )    —  Z  —   1/  //  2  ^}  Z 
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ce  qui  conduit  à  i'intëgrale  générale 


(XIX)      ^ 

/r  —  8  —  X  +  v^  Y  A  —  r  —  y  •-?-  v/tfY_  ^ 

que  l'on  pourrait  aussi  écrire 

< 

{x  —  r  —  3  -*-  \/w  )'*  T'r  —  3  —  j:  -4-  ^]     («  —  jf  —  y  -\-  v'w)*' p, 

^^int-r  jo-i-c  gu-hà 

Nous  présenterons  quelques  remarques  sur  ce  résultat,  qui  nous 
parait  élégant. 

D'abord,  l'équation  différentielle  ne  changeant  pas  quand  on 
augmente  a,  &,  c  d'une  même  quantité  A,  il  faut  que  le  produit 

X  —  Y  —  z-h  \n    y  —  z  —  x  -\-  sj"-     «  —  x  —  r  -\-  S'^ 


X — /  —  z  —  \lu    y  —  *  —  X  —  y'a    z  —  x  —  /  —  ^u 

soit  constant,  et  en  eifet  la  valeur  de  ce  produit  est  l'unité. 

Remarquons,  de  plus,  que  l'équation  intégrée  ici  est  celle  que 
nous  avons  considérée  à  l'article  VII,  et  qui  est  caractérisée  par 
cette  propriété,  qu'il  passe,  en  trois  points  singuliers,  une  infinité 
de  courbes  tangentes,  aux  mêmes  droites. 

Enfin,  nous  signalerons  une  manière  curieuse  d'interpréter  le 
résultat  trouvé.  Posons 

(71)  x  —  a\     y  =  b\     zz=c\ 

et  considérons  a,  i,  c  comme  les  côtés  d'un  triangle,  dont  les  angles 
seront  A,  B,  C.  On  aura 

iizzz  —  ^b^c^  sin  A  =  —  ^n^c''  sin'B  =  —  4^'^'**"'^, 
.r  —  y  —  z=z  a'^  —  b'  —  c^  =:  —  2,bc  ces  A , 
et  par  suite 

X  —  y  —  z  —  \)a 

L'intégrale  générale  (XIX)  sera  donc,  en  remplaçant  les  rvjK)- 
sants  a,  i,  c  par  ///,  //,  /;, 

///  A  -}  /i  B  -h  /^  C  r-  consi. 
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Ainsi,  avec  le  changement  de  notations  exprimé  par  les  formules 
(71),  l'équation  diiTérentielle  considérée  est  celle  des  triangles 
dont  les  angles  satisfont  à  la  relation  précédente. 

Pour  terminer  Texamen  complet  du  cas  où  il  y  a,  comme  solu- 
tions particulières,  trois  droites  et  une  conique,  il  nous  reste  à 
traiter  le  cas  où  les  trois  droites  sont  concourantes.  Alors,  ou  bien 
la  conique  passe  par  le  point  de  concours  des  trois  droites,  ou  bien 
elle  est  tangente  à  deux  des  droites.  L'examen  de  ce  dernier  cas, 
qui  n'offre  aucune  difficulté,  nous  a  conduit  k  l'intégrale  suivante, 
que  nous  nous  contenterons  de  mentionner  : 

(XX)  2^_*(ff  =  c  f  ^£±^  Y- 

Etudions  un  peu,  avec  plus  de  détails,  le  cas  où  la  conique  passe 
par  le  point  de  concours  des  trois  droites.  Si  l'on  prend  ce  point 
de  concours  comme  origine,  et  que  l'on  choisisse  les  axes  de  telle 
manière  que  la  conique  ait  pour  équation 

a  =r  r»  -f-  2XZ  =  0, 
l'équation  différentielle  correspondante  sera  définie  par  les  valetirs 

N  z=:a"xf  -h  b"y^  —  z^  —  axz  —  byz. 

Si  Ton  prend  comme  variables  x^j  et  a,  l'équation  dcviendi*a 

'L[xdu  —  iudy)-\''i/L[iudjc  —  .r  du)  1=  o, 

et,   si  l'on  fait  pour  un  instant  a:=  i,  elle  devient  une  équation 

linéaire  -•  L'intégrale  s'obtiendra  donc  sans  difficulté,  et  l'on  trou- 
u  " 

vera  le  résultat  suivant  :  les  trois  droites  satisfaisant  à  l'équation 

étant  représentées  par  les  équations 

formons  les  fonctions 

?(-r,r)  =  [y  —  a--^){y  —  P-^)  (/  — v-')- 

Bull,  (les  Sciences  mathém.y   1"  Série,  l.  11.  (Avril  187S.)  I  I 
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L*intégrale  sera,  en  choisissant  convenablement  les  paramètres  de 
référence, 

Ici  se  termine  Texamen  des  cas  dans  lesquels  il  y  a,  comme  solu- 
tions particulières,  une  seule  conique  et  des  droites. 


XVI. 

Etude  du  cas  où  l'équation  admet  comme  solutions  particulières 

deux  coniques  simplement  tangentes. 

Dans  ce  cas,  on  choisira  le  triangle  de  référence  de  telle  manière 
que  les  deux  coniques  aient  pour  équations 

«  =  x'  -f-^» -f-  2ZX    =  o, 

V  =  jt'  H-  j''  -t-  2  ^'  3j:  =  (>. 

Les  valeurs  de  L,  M,  N,  définissant  toute  équation  admettant  la 
première  conique  comme  solution  particulière,  seront 

L  =  Qx  —  R  j, 

M  =  R  {.r  4-  3)  —  P  j:, 
N  =1',— Q(.r-f-5), 

P,Q,R  exprimant  des  polynômes  du  premier  degré.  On  aura  aloi'S 

Att=  o, 
Ap  =  2pjrj(X  — l)  -f-2Qx»(i  — X-)  H-2R7z(l  —  k). 

On  trouve  facilement  les  valeurs  de  P,  Q,  R  pour  lesquelles  Av  est 
divisible  par  ç.  Ce  sont 

et  les  valeurs  correspondantes  de  L,  M,  N  deviennent 

L  =  a:*  -4-  ^Âxz  —  f^^Ti 
(72)  {  M  =  6.1-'  H- .rj, 

N  =  byz  —  y*  —  x'  —  (2 X  -^  i)  .rz  —  2 /•  5*. 
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On  a 

H  =  7.x(i  —  k)  —  TikZf      Al«=:o, 

Avz=io.[i  —  XjjTP,  ^x  =2  j- iar -^  9Jt  i  —  ùjr]. 

Remarquons  que  la  solution  x  =2  o  s'est  introduite  d'elle-même. 
Cela  est  conforme  au  théorème  général  de  l'article  VU ,  d'après 
lequel,  toutes  les  fois  que  deux  courbes  satisfaisant  à  l'équation 
dlQërentielle  sont  simplement  tangentes,  leur  tangente  commune 
est  une  nouvelle  solution  particulière. 

11  suffira,  dans  le  cas  actuel,  de  connaître  une  seule  solution 
nouvelle  pour  obtenir  au  moins  le  facteur.  Cherchons  s'il  y  a  des 
droites  pouvant  satisfaire  à  l'équation.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'il  y  ait  une  droite,  c'est  que  trois  points  singu- 
liers soient  en  ligne  droite.  Nous  allons  d'abord  déterminer  ces 
points. 

Us  sont  déterminés,  nous  l'avons  vu,  par  les  équations 

L  =  ).  X,    M  =  yjTj    N  =1  >  5. 
U  y  a  d'abord  les  trois  points  sur  la  droite  x  =  c», 

(l)  x=:0,      7=0,      2=r,      >=:  —  ?./, 

(2,3)  x  =  o,    y^  —  ^/3 -h  aX-z' =1  o,     X=o. 

U  y  a  ensuite  un  point  sur  la  conique  (^,  et  non  sur  la  conique  1/, 

(4)  '=»»     y— -h,     z=- -^,      >  =  o; 

un  point  sur  la  conique  u,  et  non  sur  (/, 

(5)  x  =  /,     ^=-^,     3=-.^!+^',     X=z=/(i--X;. 
et  enfin  les  deux  points  communs  à  u  et  à  »^, 

(6)  X=:l,      7  =  1,  3=0,      Xzzri  —  Z»/, 

(7)  x=:l,      y=z  —  i,      5  =  0,      \=:\+ii. 

Ces  sept  points  seront  désignés  par  leurs  numéros  d'ordre. 

D'abord,  si  le  point  (i)  est  en  ligne  droite  avec  deux  autres,  la 
solution  particulière  correspondante  sera  de  la  forme 

mx  -f-  ny  =  o. 

1 1. 
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Or  on  a  ^ 

Pour  que  le  second  membre  soit  divisible  par  mx  +  nj^,  il  faut 
que  le  coefficient  de  z  soit  nul,  que  Ton  ait 

m  -=.  o. 
La  droite  ne  pourra  donc  être  que 

et  il  faudra  que  h  soit  nul. 
Dans  ce  cas, 

et  par  conséquent 

.  <^)-   . 

L'intégrale  générale  sera  donc 

C  (**-♦- 7*  4-  a  kxz)  y  '*->  =  (x»  -i-^«  -H  ixz)^. 

C'est,  aux  notations  près,  l'intégrale  (XVI). 

Nous  pouvons  donc  laisser  de  côté  le  cas  où  la  droite  cherchée 
passerait  par  le  point  (i).  Elle  ne  pourra  donc  couper  la  droite 
or  =  o  qu'en  un  des  points  (a,  3  ). 

La  droite  6, 7,  z  =  o  ne  pouvant  Jamais  être  solution,  comme  on 
s'en  assurera  sur  l'équation,  il  ne  reste  donc  que  deux  hypothèses  : 
ou  bien  l'un  des  points  6,7,  Tun  des  points  4^5  et  l'un  des  points 
2, 3  seront  en  ligne  droite,  ou  bien  la  droite  4)5  ira  passer  par  un 
des  points  a,  3. 

Les  points  6,  7  jouant  le  même  rôle,  et  les  points  4)  5  se  chan- 
geant l'un  dans  l'autre  quand  on  échange  les  deux  coniques,  tout 
se  réduit,  pour  le  premier  cas,  à  exprimer  que  la  droite  6, 4  con- 
tient Tun  des  points  2,  3.  On  obtient  ainsi  la  condition 

et  la  droite  qui  contient  les  points  singuliers  est 

Jî  -h  '/  -h  3  =  o . 
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On  trouve,  en  eflet, 

On  a  maintenant  assez  de  solutions  pour  former  le  facteur;  mais 
l'intégration  se  présenlc  ainsi  sous  Une  forme  si  compliquée,  que 
j'ai  dû  recourir  au  changement  de  variables  suivant. 
Prenons  comme  nouvelles  inconnues 

ar  -h  /jr  =  a, 

^  —  /r  =  p. 
jc« -I- ^>  4- 2  xz  m  tf  =  Y*  ; 

comme  Ay  est  nul,  la  nouvelle  équation  sera,  d'après  les  règles 
données  à  l'article  VI, 

En  d'autres  termes,  on  aura,  pour  elle, 

V  r=  Aa,     M'  =  ^p,     N'  =  o. 

Le  calcul  Aa,  ùk^  n'offre  aucune  difliculté,  et  l'on  trouve 

L'=2Aa  — (l  -f-^/)(a»-*-ap)  -f- 2X(7»  —  ap), 
Bl'  ==  2A{1  =  (l  —  bi)  (a»  -4-  ap)  -+-  2^(7»  —  af). 

L'équation  de  la  conique  u  devient 

p  ~  aP(l  —  *)  H- X'7' =  o, 
et  l'on  a 

A't'r=2(a-f-p)  (l  —  ^•)*'. 

Ces  formules  s'appliquent  à  l'équation  générale,  et  sont  indépen- 
dantes de  toute  relation  entre  Ar  et  i.  Appliquons-les  au  cas  où 

on  aura  alors 

L'r:=2X'(a'-f-7'), 

et,  par  conséquent, 

A(a2  -f-  7-)  —  /jX-a  (»'  -+-  7' j. 

Avec  les  solutions  v,  a^  H-  7^,  u,  on  peut  former  le  facteur,  qui  est 

t— ?  A:  ?A-— I 

ft=  (a'-^7')"^^[ap(i  —  X  j -*-X-7']-*7    *    . 
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En  commençant  rintégration  par  rapport  à  |3,  on  trouvera 


IMXIS  l     y^^t^'  +  V'P       .      /la» +  7')'*   (ta 


=c. 


Cette  forme  conduit,  dans  une  infinité  de  cas,  à  des  courbes  algé- 
briques. 

Revenons  à  l'équation  primitive.  Il  nous  reste  à  étudier  le  cas 
où  les  deux  points  singuliers  4)  S  sont  en  ligne  droite  avec  un  des 
points  T.,  3.  La  condition,  facile  à  calculer  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 

est  que  Ton  ait 

X  =:  —  b\ 

et  la  droite  qui  contient  les    trois   points   singuliers    aura  pour 

équation 

jr(i  —  ^')  —  iby —  26*3=0. 

\vec  les  variables  a,  P,  7,  cette  solution  prend  la  forme 
Elle  se  décompose  en  deux 

q  z^  aL[\  -\-  ib)  -h  P(i  — /6)  -h  267  =  o; 

et,  en  effet,  on  trouve,  pour  l'équation  en  a,  (3,  7, 

M  —  W- 
Le  facteur  est 


n^P*J 

L'intégration,  encore  assez  compliquée,  s'effectue  avec  facilité,  si 
aux  variables  a,  (3,  7  on  substitue  /?,  q  et 

r  =  a  (1  -h  16)  —  p(i  —  ib). 
Je  me  contente  d'indiquer  ces  calculs,  qui  conduisent  à  l'intégrale 


MÉLANGES.  167 

En  revenant  aux  notations  primitives  et  c(rectuant  une  substi- 
tution homographique,  l'intégrale  deviendra 

z-h^x(z  -h  hy)  \  Y  -^-J^iz-^  hY)'\ 

(XXII)         — V        ^'  \- — \  -^      =  c, 

les  équations  des  deux  coniques  étante  avec  les  nouvelles  variables, 

z'  —  xz  —  hjx  =2  o, 
j'^  —  xz  —  hfx  =  o, 

et  la  tangente  commune  ayant  pour  équation 

z  -h  hx^=o. 

XVII, 

Examen   du  cas  oh  au  nombre  des  solutions  particulières  se 
trouvent  deux  coniques  simplement  osculatrices. 

On  pourra  toujours  choisir  le  triangle  de  référence  de  telle  ma- 
nière que  les  équations  di  s  deux  coniques  soient 

a  =  7*  -h  2X3  =  o, 

V  =:jr^  -{-  1XZ  -\-  2XJ  ^  O. 

Les  valeurs  déjà  données  de  L,  M,  N,  qui  déGnissent  toute  équa- 
tion admettant  co:ume  solution  particulière  la  première  conique, 

sont 

L  =  Qx— Rj,     M=R3— Px,     NmPj  — Qz. 

On  aura 

Am  rr:  O, 
Ap=  —  2Px»-|-  2QX7-+-  2R(2.r-~J>). 

En  écrivant  que  Ai/  est  divisible  par  i/,  on  aura  facilement  les  va- 
leurs de  P,  Q,  R,  et,  par  suite,  celles  de  L,  M,  N.  On  trouve  ainsi 

L  -t::  ( a ^  -f-  3c) x^  —  ay^  —  Zaxz  -\-  [b  —  la) xjr^ 
M  zrz  ajrz  -h  2  bxz  —  3cx/, 
(-3)  i  N"3cj^>-4-(2«  — 3^)^r3  — {2^4-3c)xz-+-  Zaz\ 

\  }\  :^  2,bx  —  iby  -{-  ^aZy 
li'=  (ibx  —  2ar)tf. 
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On  voit  que  nous  n'avons  pas,  dans  cet  exemple  comme  dans  le 
précédent,  une  troisième  solution.  C'est  un  désavantage^  car,  dans 
la  plupart  des  cas ,  eu  cherchant  à  déterminer  les  solutions  nou- 
velles qui  nous  sont  nécessaires ,  nous  serons  conduits  à  détermi- 
ner -9  -9  c'est-à-dire  à  des  équations  numériques. 

Je  traite  d'abord  le  cas  où  a  =  o^  alors  on  aura  une  nouvelle 

solution 

jr  r=  o, 

qui ,  jointe  aux  précédentes,  permet  de  déterminer  le  facteur 

X*!/*    I'"       ^     . 

L'intégration  se  fera  facilement,  si  l'on  choisit  comme  variables 
j:-,  u^  i^,  et  le  résultat  obtenu  est,  aux  notations  près,  le  suivant  : 

X     r'  -+-  2^5 ^XY i-*»  )    =  C, 

\  7  7'/ 

avec  la  relation  a  -I-  (3  4-  y  =  o. 

On  remarquera  qu'il  y  a,  comme  solution  particulière,  une  troi- 
sième  conique  osculatricc  aux  deux  premières. 

Cherchons  maintenant  à  compléter,  au  moyen  de  droites,  le 
nombre  de  solutions  nécessaire  pour  qu'on  puisse  déterminer  le 
facteur.  La  connaissance  des  points  singuliers  nous  aidera  dans 
cette  recherche-,  ces  points,  désignés  par  leurs  numéros,  sout  les 
suivants  : 

(1)  jr  =r  O,      jrzL^O,      Z  =  I,      XrrrSa. 

Li      M       N 

Nous  appelons  toujours  X  le  quotient  -  =  —==:-.  Ce  point  appar- 

X       y         z 

tient  aux  coniques  1/,  v^ 

(2)  J  ^=  o,     ZL--0,     j:  =  i,     X=:26-4-3c; 
il  appartient  aussi  à  a  et  à  v^; 


i  r 


-f-  1XZ  r_  O, 


(3,  4  \  \-   bx  —  tiy^ 


\  b  -f-  3c)j:  -\    [b  —  a)  y  —  113  rr  o; 
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ces  points  appartiennent  au; 

(5)  jr  =  fl,     X=^h^     z  =  Cy     A=:o; 

il  n^appartieut  ni  à  u  ni  à  i^  ; 

ces  deux  points  appartiennent  à  \f. 

Nous  allons  d'abord  cherclier  les  droites  qui  peuvent  passer  par 
Tun  des  points  communs  aux  deux  coniques.  Commençons  par  le 
point  a  :  toute  droite  passant  par  ce  point  aura  pour  équation 

jr  -h  mz  =  0{ 

elle  ne  pourra  devenir  solution,  on  le  reconnaîtra  aisément,  que  si 
l'on  a 

(74)  bc{ù-hc)--o. 

Et,  en  effet,  pour  c  =  o,  on  a 

Az  =  z[3*-f-  [aa  —  3^)r  —  2^.rJ  ; 
pour  A  =  —  c, 

A(7  -♦-  2)  =  (/  -♦-  z)  ( 3rj^  -h  33  —  3cx)  ; 

mais,  pour  6  =  o,  on  a  trois  droites  passant  par  le  point  considéré. 
On  trouve,  en  eiTet,  dans  ce  cas, 

l[/iy-hz)=z{//j-hz)  (  3fl3  — 3cx-+-~:r  U 
//,  h'  étant  les  racines  de  l'équation 

2flA'  —  2£y/4  -h  3c  irz  o, 

et  satisfaisant,  par  conséquent,  à  l'équation 

Ayant  cinq  solutions,  on  peut  former  l'intégrale  générale,  qui  est 
(XXIV  • : -)        —    r-^rr-  —  c. 

\  y'  -4-  2.r3         /  z-t  (i  —  n )y 
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Maïs  on  peut  aussi  se  proposer  de  déterminer  les  constantes  de 
telle  manière  que  Ton  puisse  former  le  facteur  avec  la  droite 
trouvée  et  u,  v.  Le  cas  de  b  =  o  ne  peut  rien  donner  de  nouveau; 
mais,  si  Ton  suppose  c  =  o,  on  verra  alors  que  le  facteur  peut  être 
de  la  forme  u"v^z^,  si  b  =  — i.  L'équation  correspondante  est 
définie  par  les  valeurs  suivantes  de  L,  M,  N  : 

N  =  —  Sjrz  —  2XZ  —  3«'. 

Le  facteur  est 

-1      -  • 

fi=:v    ^  UZ    ^. 

1^'intégration  peut  être  faite  en  commençant  par  x,  et  elle  conduit 
à  l'intégrale 

(  XXV)        «(j»  -f-  2.r2  -+-  la^xY  =  Ciy-hxy  4-  axj-î  —  x«*}% 

qui  «*st  formée  de  courbes  du  neuvième  degré.  Pour  c  =  — -^y 

on  obtient  une  courbe  du  cinquième  ordre,  et  deux  fois  la  co- 
nique u. 

Il  est  inutile  de  traiter  de  la  même  manière  le  cas  où  b  =  — c\ 
car  il  se  ramène  au  précédent  quand  on  échange  les  deux  coniques 
Tune  dans  Tautrc. 

Après  avoir  étudié  cette  première  manière  d'obtenir  des  droites, 
cherchons  s'il  peut  y  en  avoir  qui  passent  par  le  point  x  =  o,  j  =  o. 
Il  suffira  de  voir  si  A()^  -f-  hx)  peut  être  divisible  par  j-  +  AjC,  et 
Ton  reconnaît  que  cela  ne  pourra  avoir  lieu  que  si  Ton  a 

(75)  b^  —  ^ab  —  8ac  =  o. 

On  obtient  alors 

A(^x  4-  2ar)  =  {bx  +  2ax)  1   {'ib  -+-  3c)x '-^  -haz    • 

U  y  a  plusieurs  manières  de  faire  usage  de  ce  résultat  :  d'abord,  la 

condition  [y 5)  peut  être  combinée  avec  l'équation  (74)7  et  l'on 

aura  alors  une  droite  de  chacun  des  deux  systèmes  déjà  étudiés. 

Le  seul  cas  nouveau  auquel  conduise  cette  combinaison  est  celui 

pour  lequel 

c  =  o,     b  z=z  4«. 


j 


»7« 
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Il  est  toujours  permis  de  prendre  a  =  i  ^  ou  aura  alors 

L'équatiou  sera  dëfiule  par  les  valeurs 

I,  =  8x*  H-  2XX  —  3xz  —  jr'f 

'h\-=jrz     -4-  8  JTZ, 

^  =  IOJ2  —  8X2  -h  3s'. 

On  trouve 

A/i  =  o,      Ap=r(8jr — a^J^», 
A(2Jr-f-j)  =:(îiJ:-t-7)  (s -4- 8x  —  2j), 
Az  =  z(32~  10^  —  8x). 

Au  moyen  de  ces  solutions,  on  formerait  sans  peine  le  facteur. 
Mais  il  vaut  mieux  remarquer  que  les  deux  droites,  solutions  par- 
ticulières, 

zr=o,     ^-f-2X  =  0, 

se  coupent  sur  la  conique  f^.  Comme  en  leur  point  de  rencontre 
il  passe  trois  courbes  non  tangentes,  satisfaisant  à  l'équation  diâ'é- 
rentielle,  les  deux  droites  et  la  conique  i^,  il  y  aura  (art.  Vil)  une 
nouvelle  droite  passant  par  ce  point  et  satisfaisant  à  l'équation  ^  et, 
en  eflet,  on  trouve 

Af  j-H-  2X—  j\  ={8x—7.:^'-h3z)  U'-^^^  —  t)' 

Au  moyeu  de  ces  cinq  solutions,  on  forme  Tintégrale  générale, 
qui  est 

(  r*  ■+•  2X5  -f-  2XV  Y  (  r  -+-  2X  —  -  j 

(XXVI)  — — ^=:C, 

^  '  Ir  H-2Jr)»(j'-i-  2XZJ 


•     f 


ce  qu  on  peut  aussi  écrire 

^        2  \j^  —  2;rr  —  8  J-'  —  2xsp 

I   —  C=— ^^- r-^« 

(J-H  2X)»(J»  -H  2X3] 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  il  y  aura  trois  coniques  au  nombre  des 
solutions  particulières. 

Si  Ton  cherchait  à  former  le  facteur  avec  une  des  droites  passant 
par  le  point  x=  0,^:^0  et  m,  v,  on  serait  conduit  à  des  cas 
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traités  a  =  £  =  o.  Nous  avons  donc  épuisé  tout  Tusage  que  l'on 
peut  faire  des  solutions  précédentes. 

Voyons,  maintenant,  s'il  y  a  des  droites  ne  passant  pas  par  les 
points  1,2,  communs  aux  coniques  u,  ^.  Je  dis  que  de  pareilles 
droites  doivent  être  tangentes  au  moins  à  Tune  de  ces  coniques. 
En  eOct,  si  elles  les  coupaient  en  quatre  points  distincts,  ces  points, 
étant  des  points  singuliers,  seraient  au  nombre  de  quatre  sur  une 
droite,  ce  qui  est  impossible. 

Ainsi  les  droites  nouvelles  doivent  être  tangentes  au  moins  à 
Tune  des  coniques  u,  i^.  Supposons  d'abord  qu'elles  soient  tan- 
gentes aux  deux. 

L'unique  tangente  commune  aux  deux  coniques,  en  dehors  de 
la  tangente  triple  j:  =  o,  est 

et  Ton  trouve  qu'elle  est  solution,  si  l'on  a 

(76)  ^^2c-==7« 

Alor 


s  ou  a 


A  (.r  -  4j~  83)  zz.  (x  -  4r  -  8z)  ïx{^  -  r\  -h X  l^r  "+-  7)  "+-  3^3  l 

Cherchons  si  cette  tangente  commune  peut  être  solution  en 
même  temps  qu'une  de  celles  des  groupes  précédents.  Supposons 
d'abord  que  les  deux  relations  (74)^  (76)  aient  lieu  en  même 
temps.  On  peut  écarter  le  cas  où  i  =  o,  qui  a  été  complètement 
intégré  ;  quant  aux  équations 

r  =  o,     ^  -h  r  z=r  o, 

elles  se  changent  l'une  dans  l'autre,  quand  on  échange  les  deux 
coniques.  On  peut  donc  se  borner  à  examiner  le  cas  où  l'on  a 

Prenons 

l'équation  est  définie  par  les  valeurs 

L  =  l.r^  —  '].7'X  — 'i^jrz  —  4J^^ 
M  1^  ^jz  -h  2jr3, 

N  zi.  5 1  w  —  2X3  -+-  I :)►  3* ; 
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on  a  ' 

A3  =  (  5^  —  2  A'  -+-  1 2  z)  3, 
A(x  —  4^  —  Bzl  =  (.r —  4J"~  8^)  (^-^  "+"  ï^-^  -+- j)- 

Le  fadeur  est  compliqué, 

-±  -i  -.1  «1 

pi  =  (a:  — 47 — 82)" 'z"*  (7'-*-  2J:3-+-2Jr^)"**(j»-4-  2xz)~*. 

Pour  faire  rintégration,  ayons  recours  au  changement  de  va- 
riables. Substituons  à  j:  la  variable  ocf^  définie  par  l'équation 

ar"  =  j^a  -4-  ^xz. 

La  nouvelle  équation  sera  définie  par  les  valeurs 

L'  =  o, 

M' =  473 -4- a:'» -J% 

N' =  5^3  +  .r^  —  j/' -f- 123*. 
Enfin,  substituons  à  z  la  variable  z'  définie  par  la  formule 

43'==4^  + j"- 

On  aura,  pour  la  nouvelle  équation, 

W  =  I^jt!  -\~  .r"  -  2J% 

N"  — -Î(l63"  — a:'»). 

Cette  nouvelle  équation,  considérée  comme  définissant  j^,  est  de 
la  nature  de  celles  qu'on  intègre  quand  on  en  connaît  une  solution 
particulière.  Faisons-y,  pour  un  instant,  z'  =  i,  ou,  si  Ton  veut, 

prenons  comme  inconnues  ^^  -7;  elle  deviendra 

Z!       3 
(12-  I*")  fx'^,-^J  H-4r  +  «"-2r'  =  0. 

Or,  la  solution  particulière  v  =  o  devient  ici 


-(-/*■) 


-f-   I   I  x''  =1=  O. 
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Les  trois  valeurs  de  y^  fournies  par  cette  opération,  seront  donc 
des  solutions  particulières  de  l'équation  différentielle,  et,  d'après 
une  propriété  connue  des  équations  de  cette  forme,  l'intégrale  gé- 
nérale sera  cette  fonction  de  x'  qui  forme,  avec  les  trois  racines  de 
l'équation  précédente,  un  rapport  anharmonique  constant.  En  par- 
ticulier, on  aura  une  solution  nouvelle  en  cherchant  la  valeur  de 
y  qui  forme  une  proportion  équianharmonique  avec  ces  valeurs. 
On  trouve  ainsi  la  nouvelle  solution 

ou,  en  rétablissant  l'homogénéité, 

et  enfin,  en  revenant  aux  notations  primitives, 

9/'  -f-  i6jz  -f-  ixz  =  o. 

On  aura  donc  cinq  solutions  de  l'équation  primitive. 
On  trouve 

à  [qX^  -f-  l6jS  -h  2  rz)  =■  162(97*  -♦-  l6j3  -♦-  2X3), 

et  l'intégrale  générale  est 

(  3*(.r — 4j  —  83)  (r'-+- 2.r3  4- 2.rr]« 
XXVII  ^  ^^  M^  /; 

(         =  C  (/»  -h  !}..rz)  (97»  +  l6xz  -h  2Jr2)^ 

On  voit  qu'elle  est  formée  de  courbes  du  huitième  ordre. 
Cette  intégrale  peut  aussi  s^écrire 

(i  —  128c)  (j»  -♦-  2x3)  (97»  -♦-  i6.rs  -4-  2x3)* 

Après  avoir  combiné  les  formules  (76),  (74)1  il  nous  reste  à  sup- 
poser que  les  relations  (75),  (76)  ont  lieu  simultanément.  11  y  a 
alors  deux  systèmes  de  valeurs  pour  a,  A,  c,  qui  se  ramènent  l'un 
à  l'autre  quand  on  échange  les  deux  coniques.  J'en  prends  donc 
un  seul, 

/i  —  I,      6—1,      c=  —g. 
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On  a  alors 

et  l'on  peut  former  le  multiplicateur,  qui  est 

-1  -Il 

(ar-t-a^)-»(ar  — 4^— 82)     *  (7' -4- 2X3 -4- 2a?j)  •  (/> -|- 2x3)    V 

Dans  cet  exemple,  comme  dans  les  suivants,  je  me  contenterai  de 
donner  la  valeur  du  multiplicateur. 

Pour  terminer  ce  qui  concerne  la  tangente  commune,  il  nous 
suffira  de  rechercher  si,  prise  seule  avec  les  coniques  uei  v^  elle 
peut  donner  un  multiplicateur.  Le  calcul  indique  que  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  pour  les  deux  systèmes' de  valeurs 

^  2 

azrzl^^      C  = »       ^  =  2, 

2 

qui  se  ramènent  l'un  à  l'autre  quand  on  échange  les  deux  coniques. 

Eln  considérant  donc  seulement  le  premier,  on  trouvera  que  le 

multiplicateur  est 

_î  1  1 

(7>  -+-  2X*  4-  2x7)"  •  (X  —  4/  —  85)"  *  (r'  -+-  2X3)"  •. 

Nous  avons  maintenant  obtenu  tous  les  cas  d'iiilégration  que 
peut  donner  la  considération  des  trois  premiers  groupes  de  droites. 
11  nous  reste  à  rechercher  s'il  peut  y  avoir  des  droites  tangentes  à 
Tune  des  coniques  u  ou  v^  et  coupant  l'autre  en  deux  points  dis- 
tincts. 

Si  la  droite  cherchée  est  tangente  à  la  conique  li,  elle  ne  peut 
être  que  la  droite  joignant  les  deux  points  singuliers  6,  7,  situés 
sur  la  conique  v.  En  exprimant  que  cette  droite,  dont  l'équation  est 

\^b  -\r  Zc]x  '\'  hy  —  az  =0, 

est  tangente  à  u,  on  trouve  la  condition 
(77)  6'  —  ^ah — 6flc  =  o. 

Et  alors  on  a,  en  cflct 

A[(2^  -+-  3r)x4-  hy  ^az\ 

=•[(2^  -h  3c)x  H-  ^j'  —  flfsj  [(26  -f-  3c).r  -f-  (2«  —  h)Y  -^Zaz\, 


I7C  PREMIÈRE  PARTIE. 

Si  Ton  exprime  de  même  que  la  droite  qui  joint  les  points  sin- 
guliers 3,  4  6s^  tangente  à  la  conique  i^,  on  aura 

(78)  6*  —  2ab  —  6ac=zo, 

Cette  condition,  combinée  avec  la  précédente,  ne  donne  que  des 
cas  examinés.  Prise  seule,  il  suffit,  pour  la  ramener  à  la  précédente, 
d'échanger  le  rôle  des  deux  coniques.  Nous  pourrons  donc  la  laisser 
de  côté,  et  nous  borner  à  combiner  la  relation  (77)  avec  les  précé- 
dentes (74)5(75)5  (76)- 

Supposons,  d'abord,  que  la  relation  (77)  ait  lieu  seule,  et  voyons 
si  la  droite  obtenue  dans  ce  cas  suffit,  avec  u  et  i^,  à  donner  un  fac- 
teur. Nous  retomberons  sur  le  cas,  déjà  examiné,  où  cette  droite 
serait  tangente  aux  deux  coniques.  Cette  supposition  ne  donne  donc 
rien  de  nouveau. 

Combinons  ensuite  la  relation  (77)  avec  la  relation  (74)?  ce  qui 
donne  d'abord 

r  =  o,    fl~i,    6  =  4 

et,  en  second  lieu, 

Dans  le  premier  cas,  le  facteur  sera 


s         t 


(8-r -+-4r-— s)     *-    '(/'-+-  2X3 -h  2Xj)     ^(7'-f-2.r3)     ^ 

Dans  le  second,  on  trouvera 

1  ^  1  -A  JL 

(r-4-3f  {2X  —  9.X—  s)'  '  (/'  -h  2.r2  4-  IXj)'"   (r'^-  2XS)*. 

En  combinant  les  relations  (77),  (75),  on  obtient  a  =  o,  c  =;  ci, 
cas  déjà  examinés. 

Eutiu,  eu  combinant  les  relations  (77),  (7^)1  on  obtiendra  le 
système  nouveau 

rt  r—   —  5,       A  r:^:  —  4»       û  ^~~  8, 

pour  lequel  le  multiplicateur  sera 

(.r-^X-Sz)"^'  {-C)X-   12/  -h  82)"^ 

_  -'.  _  * 

(j'-f-  l.rz  -f-  7..Tjr)    '  (r*  -f-  2.rz)     *. 


J 
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Nous  avons  ainsi  terminé  l'examen  des  cas  où  il  peut  y  avoir, 
comme  solutions  particulières,  des  droites  en  même  temps  que  les 
coniques  u  et  i^. 

XVII. 

Etude  du  cas  où,  au  nombre  dés  solutions  particulières,  se 
troui^ent  deux  coniques  doublement  osculatrices. 

Écrivons  les  équations  des  deux  coniques, 

u  =jr^  -h  aorz  =  o, 

v  =  /*  -H  2ar*  4-  X*  r=:  o  ; 

je  ferai  même  remarquer  que  les  axes  ne  sont  pas  complètement 
déterminés.  La  droite  z  =  o  est  une  tangente  quelconque  à  la  pre- 
mière conique.  On  pourra  profiter  de  cette  indétermination  pour 
simplifier  Téquation  différentielle. 
On  aura  toujours 

L  =  Qj?  —  R7, 

M  =  Rz  —  Px, 

N=:Pr  —  Qx. 

Ces  valeurs  donneront 

Att  =  o, 

Ac  =  2*  (Qx  —  Rj). 

Pour  que  Ai^  soit  divisible  par  ^^  il  faut  prendre 

R  =  — 7,     Q  =  x-|-2z. 

Quant  à  P,  il  sera  quelconque, 

et  Ton  aura 

L  =  x^+j'*  4-  2.ZX^ 
M  =  —  jrz  —  ax^  —  bxjr  —  cxz^ 
N  zr:  axjr  -h  by"^  -+-  cjrz  —  xz  —  2s', 
H  =  x(i  —  b)  -\-  cy  —  33, 

Ap  =r  7.  XV, 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  i""  Série,  t.  II.  (Avril  1878.)  ^T^ 
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On  verra,  par  un  calcul  facile,  que  Ton  peut  toujours  choisir  les 
axes  de  telle  manière  que  Ton  ait  c  =  o.  Nous  supposerons  donc 
cette  constante  nulle  dans  la  suite. 

Les  points  singuliers  sont  définis  par  les  équations 

et  ces  valeurs  de  L,  M,  N,  substituées  dans  les  identités 

au  =  O,      àvz=2  xÇj 

donnent 

n  y  aura  d'abord  un  point  commun  aux  deux  coniques 

(l)  jr=:o,     J=o,     z  =  Of     \=^  —  ?.. 

Il  y  aura  ensuite  trois  points  sur  \fy  pour  lesquels  X  =  o  :  ces 
points  se  déterminent  par  les  formules 

.r  =2  2, 
(2,3,4)  {j  =  — 2fi,  fi»-|-fA(l  — 2A)-h2a  =  o, 

z  =  —  I  -4-  fi*,  X  =  o, 

puis  trois  points  sur  i/,  pour  lesquels  \  =  x^  qui  sont  déterminés 
par  les  formules 

(5,6,7)  ij=  — 5'f*»    f*'  — 2(^ -+-i)fA4-2û  =  o, 

z  = p*,  X  =  2. 

Un  premier  cas  d'intégration  se  présente  si  Ton  a  a  =  o.  Alors 
on  a  une  nouvelle  solution  j>'  =  o 

Ar=  —  j(3-*-  bx), 

et  le  facteur  est 

L'intégration  se  fait  sans  difficulté  si  l'on  prend  comme  variables 
M,  V,  —  •  On  obtient  une  équation  linéaire,  dont  l'intégrale  est 

(XXVIII)  j-^ '- hftt*p         («'  —  «)   ^  {udp-^pdu)=C. 
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Le  cas  que  nous  venons  d'examiner  est  le-  seul  dans  lequel  il 
puisse  y  avoir,  comme  solution,  une  droite  passant  par  le  point 
commun  aux  deux  coniques.  Nous  allons  rechercher  s'il  peut  y 
avoir  d'autres  droites  satisfaisant  à  Téquation. 

Ces  droites  seront  nécessairement  tangentes  à  Tune  des  coni- 
i[ues  et  couperont  l'autre  en  deux  points  singuliers.  L'équation 
d'une  droite  tangente  à  la  conique  i^  est 

h^x-^^hy  —  X  —  2s  =  o. 

Ecrivons  qu'elle  coupe  la  conique  u  en  deux  points  singuliers. 
Nous  trouverons 

ii:=h^~-h^     aZ>  =  3/i»—  I. 

On  a,  en  efiet,  avec  ces  valeurs  de  a  et  de  b^ 

A  (/i'x-4-2Aj  —  X —  2z) 

=  (/i*x-f-  !ikjr  —  X  —  22)  [(i  — !lh*)x —  hy —  23]. 

Mais  cette  unique  droite,  jointe  aux  coniques  n^  v^  ne  peut  donner 
un  facteur  que  dans  le  cas  déjà  examiné  a  ==  o. 

Si  l'on  exprime  de  même  qu'il  y  a,  comme  solution  particulière, 
une  droite  tangente  à  la  conique  u,  l'équation  de  cette  droite  sera 

A^x  -+-  2  ^^  —  izz=o. 
On  trouvera 

A  ( /'x  -h  2  Aj'  —  9.z) 

=  (X-».r  H-  ^Ajr  —  2z)  [—  (i  4-  vlA*)x  —  Ay  —  iz]. 

Pour  qu'il  y  ait  une  droite  de  chaque  système,  il  faudra  que  l'on 

ait 

ft  =  //=»  —  //  =  A'  -h  / , 

2Z»  =  3/'  =  3/i'— I, 
ce  qui  donne  les  deux  systèmes  de  solutions 

I  '  /  ^  '^         A  ' 

A=  -»         // =: —  -1         a=:         — ,         0  z=z         -, 

3  3  27  b 

6  6  27  3 

Ces  deux  systèmes  se  ramènent  l'un  à  l'autre  quand  on  échange  les 

12. 
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coniques.  Je  traiterai  donc  seulement  le  premier.  Les  valeurs  de 
L,  M,  N  sont  alors 

w  'o         xr 

M=  —  jz X»—  —, 

27  b 

Il  =  — ^r -+-  •:t  —  xz—  23% 
27  b 

et  Ton  trouve 

Le  facteur  sera 

X  (j*4-  2xz)"*(/«-+-  2XZH-  axr)~'. 

On  peut  eflectucr  l'intégration  de  la  manière  suivante.  Prenons, 
k  la  place  de^,  Zy  les  inconnues  définies  par  les  relations 

5x-f-i2j4-  85=185', 

—  .r  —   6 V H-  i8z  =z  i8y. 

Los  équations  de  u  et  de  i/  deviendront 

«  -_=  (  >  '  —  ^  )*  4-  axy  =  o, 

r  _z  '  >  '  —  3"^  H-  2  J*>^  H-  x=  z=  o, 

et  la  nouvelle  équation  diilérentielle  sera  définie  par  les  y 

M'  =  — y(x-4-y-hi'  , 

>•'  =  —  ^yz\ 

l\)sons  enfin 


2r    —    ar-^  S"    \  —  «; 

on  aura 

a{  —  4«  —  ^>'-h^  ?v  —  x. 
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li'équation  en  a,  j3  deviendra 

fia  f/6 

r=  O, 


a*  —  I         p*  —  I 

pt  son  intégrale  sera 

On  voit  que  les  courbes  représentées  par  cette  équation  ne  seront 
pas  algébriques. 

XIX. 

Etude  du  cas  où,  au  nombre  des  solutions  particulières,  se  trouve 

une  cubique  à  point  double. 

Après  avoir  examiné  le  cas  où  il  y  a,  comme  solutions  particu- 
lières, des  droites  et  des  coniques,  nous  allons  dire  quelques  mots 
de  ceux  où  il  y  a  au  moins  une  cubique  comme  solution  particu- 
lière. Mais,  comme  déjà  nous  avons  rencontré  plusieurs  de  ces  cas, 
nous  ne  donnerons  pas  à  cette  Partie  de  notre  étude  tout  le  déve- 
loppement qu'elle  comporte. 

Commençons  par  les  cubiques  à  point  double^  la  forme  cano- 
nique de  leur  équation  est 

M  =  X*  -hjr*  4-  3xjz  =  o. 

11  faut  chercher  les  valeurs  de  L,  M,  N  pour  lesquelles  on  a 

L(x'-j- jz)  4- M  (7'  -hxz)  -hNx7  =  o. 

On  a  une  première  solution 

L  =  c{j^  -h  xz)  —  bxjf 
M  =  axjr  —  c(x'  -h/z), 
N  z=z  k{x^  -+-/z)  —  a{jr^-^xz)^ 

qui,  prise  seule,  donnerait 

A(flX  -h  A/  -f  CZ)  z=z  O, 

et,  par  conséquent,  l'intégrale  serait 

^  -h^^  -f-  3.rjrz=zC(ax  -t-  ^ J  -h  Cz)*; 

c'est  un  cas  particulier  de  l'intégrale  V. 
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coniques.  Je  traiterai  donc  seulement  le  premier, 
L,M,  N  sont  alors 

27  fa 

10  t' 

N  ^— j'ï-M-'^-— j-s— as*. 

et  Ton  trouve 

'(-i-¥H-(-T-5-^=)(-: 

Le  facteur  sera  ! 


(-i-ï-'-n^ 


On  peut  ellèctuer  l'intégration  de  la  mauii' 
à  la  place  de^,  s,  les  incouQucs  déiîmes  pai' 


_,,-  6.r  +  .8=  = 

18 

Les  équations  de 

unliic  V  deviendront 

et  la  nouvelle  équation  dijlcrenlielle  8r 

L'  —  >; 

«r  =  -y(x- 

Posons  en&n 

ii'  =  -,y.'. 
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U  faudra  remplacer  dans  L,  M,  z  en  fonction  de  u  :  on  obtient 
ainsi,  en  faisant  a:=  i,  l'équation 


'^tt^,      ».  V       o/  ,         «  —  y*  —  î\ 


> 


qui  est  une  équation  linéaire  en  —  L'intégrale  s'obtient  aisément. 
Si  Ton  appelle  X,  X',  Y  les  racines  de  l'équation 

et  si  l'on  rétablit  l'homogénéité,  l'intégrale  générale  est 

(XXX)  '  J\         J  J  } 


f-/ 


tr — >x)»-*fr  —  Vx)»-'^'  (/  —  r  x)»-*" 


x>j' 


(arflfr— ^i/r)  =  C, 


A,  //,  lif  étant  définis  par  les  formules 

(V-hX)(V^-4->) 

_  (r-+-V)(x-hX^) 

-(X--V;(X-X')' 

(X-hX^)(V-hX--) 

"~(x  — r)(x'  — X")* 

et,  d'ailleurs,  X,  X',  X"  étant  liés  par  la  relation 

XX'X"  =  i. 

Pour  obtenir  d'autres  cas  d'intégrabilité,  nous  allons  chercher  les 
points  singuliers. 
On  établira  facilement  les  identités 

L(2x  —  ay)  -h  M( 23  —  ^j)  4-  (i  —  c)x^  =z o, 
l,(iz-hax)  -4-  M{2x-^bx)  -+- (c-+- i)xN=r  o, 

qui  résultent ,  d'ailleurs,  de  ce  qu'on  peut  écrire  ainsi  les  valeurs 
de  L,  M,  N  : 

ih  =  [c  -h  i)x [nz  ^  by]  -f-(c—  i)y(2y-\-bx), 
2M=:  (l  —  c)y[2Z-haa:)  —  (c 4-  1)^(20: —  flj), 
2N  =r  (2j:  —  ar)  [zr  -+■  bjc)  —  (23-4-ax)  (23 —  by). 
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Il  suit  de  là  que  Ton  aura  un  premier  groupe  de  trois  points  singu- 
liers, pour  lesquels  L,  M,  N  seront  nuls,  et  qui  seront  définis  par 
les  équations 

i^jc — a  y iz  —  bx       (i — c)x 

az  -f-  ax       ^x-hbjc       (i  H-cjx 

d'où  Ton  déduit 

x=:i  —  c, 

[i  satisfaisant  à  l'équation 

Pour  les  autres  points,  L,  M,  N  ne  seront  pas  nuls,  mais  ils  seront 
proportionnels  à  x,  j^,  z;  en  remplaçant  donc  L,  M,  N  par  a:,j^,  z 
dans  les  identités  écrites  plus  haut,  on  aura 

2x'  -H  3jrz — x(ffJP  H-  ^)^-f-cz)  =  o, 
2^'*  -+-  3xz-{-x[ax-^bx-^Çz)  =  o. 

Les  quatre  points  communs  à  ces  deux  coniques  et  (}ui.a|^artien- 
nent,  comme  cela  doit  être,  à  la  cubique,  seront  les  quatre  poinis 
restants.  Il  y  aura  d'abord  le  point 

pour  lequel  le  rapport  X  =  —  =  —  2,  et  trois  autres  points  dont 
les  coordonnées  seront 

V  satisfaisant  à  l'équation 

(80)  (ff  — 3)-/— 3^v*— 3/ïv-hc4-3  =  o. 

Pour  ces  points,  le  rapport  X  =  -  aura  pour  valeur 

X 

1  —  c       ,     i-f-r       5  —  r' 

A  =  ft.C UY  ■ 1 Z, 

2  2  2 

Nous  allons  profiter  de  celle  détermination  des  points  singuliers. 
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pour  indiquer  quelques  cas  dans  lesquels  des  droites  satisfont  à 
l'équation  difiërentiellc. 

Nous  avons  vu  (art.  VII)  que,  si  un  point  d'inflexion  de  Tune  des 
:ourbes  satisfaisant  à  Téquation  diflérentielle  est  un  point  singulier 
le  cette  équation,  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  sera  une  nou- 
velle solution  particulière.  Nous  serons  donc  sûrs  d'avoir  des  inté- 
grales rectilignes,  si  nous  exprimons  que  quelques-uns  des  points 
singuliers  qui  se  trouvent  sur  la  cubique  sont  des  points  d'inflexion. 

Les  points  d'inflexion  de  la  cubique  sont  sur  la  droite  z  =  o,  et 
correspondent,  dans  les  formules  écrites  plus  haut,  aux  valeurs  de 
1^  qui  satisfont  à  l'équation 

8i)  v^  4-1=0. 


Q  suffira  donc  d'exprimer  qu'une  ou  plusieurs  de  ces  valeurs  sont 
racines  de  l'équation  (8o).  Supposons  d'abord  qu'il  y  en  ait  une 
^ulc,  et  prenons 

ilors  on  aura  la  condition 

[82)  ^  =  a-l-a, 

et  l'on  trouvera 

A(x-|-j-  —  z)  =  [x  -h  jr —  z)[[c'-h  a  —  l]jr  —  (o-h/z-h3)x  —  2z]. 

On  reconnaîtra  aisément  qu'avec  cette  nouvelle  droite  seule  et  la 

cubique  on  ne  peut  jamais  former  un  facteur. 

Combinons  la  relation  (82)  avec  la  précédente  (79)  :  supposons, 

par  exemple, 

c  =  0; 

alors  on  aura  un  cas  particulier  de  l'intégrale  (3o)  :  ce  cas  parti- 
culier est  assez  remarquable. 

Une  des  valeurs  X,  }/,  V'  est  égale  à  —  i ,  et  l'intégrale  prend  la 
forme 

(XXXI)  (r— Xx)  -^•*'  (x-4-Vr)'-^^'  ^^"^•^"'^^  — c. 

On  peut  aussi  combiner  la  relation  (82)  avec  l'une  des  hypothèses 

c=::t:i, 
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qui  se  ramènent  Tune  à  l'autre  quand  on  échange  x  et  y.  Prenons 
donc  seulement 

on  aura  alors,  en  même  temps  que  la  cubique,  les  deux  droites 

x=ro,     x^y  —  z  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  le  facteur  peut  se  former  avec  ces  trois  solu- 
tions, on  trouvera 

et  Téquation  sera  définie  par  les  valeurs 

L  =  nxz  -f-  2 XJ, 

M  r=  —  ^xjr  —  2x', 

N  =  —  2x^  -i-  4j'  —  2  2*  —  7.XZ  H-  4  J^3  -*-  ^xy. 

Le  multiplicateur  est 

V 

et,  si  Ton  cfTectuc  l'intégration  en  commençant  par  z,  on  obtient 
le  résultat  suivant  : 

f  XXXII 1     r(>^'-.r^)^  +  4.r3(.r'-x»)-f-2x'3»-f-2x»(x-f-.r)'?  _  ^ 

Les  courbes  qui  forment  l'intégrale  générale  sont  du  douzième 
degré. 

Nous  allons  maintenant  rechercher  s'il  peut  y  avoir,  comme 
solutions  particulières,  plusieurs  droites  tangentes  à  la  courbe  en 
des  points  d'inflexion.  Si  les  tangentes  aux  trois  points  d'inflexion 
donnaient  des  solutions  particulières,  la  droite  qui  joint  ces  trois 
points  serait  une  quatrième  solution  :  on  retrouverait  donc  le  cas, 
déjtà  examiné,  où  il  y  a  quatre  droites  au  nombre  des  solutions 
particulières.  Nous  pouvons  donc  nous  contenter  d'examiner  le 
cas  où  deux  points  d'inflexion  seulement  de  la  cubique  sont  des 
points  singuliers  de  l'équation  di/férentielle^  il  faut,  pour  cela, 
que  l'équation  (8o)  en  v  admette  deux  racines  de  l'équation 

v'  4-  I  =r  o. 

Nous  pouvons,  pour  plus  de  symétrie,  supposer  que  ces  deux  ra- 
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cines  communes  soient  les  racines  imaginaires 


V  =  —  a,     V  =  —  a*, 


a  étant  une  racine  cubique  de  l'unité. 
On  trouve  alors  que  l'on  doit  avoir 

^  =  2,     b  =  —  2f 
et,  dans  ce  cas,  on  a,  en  eSet, 

à[ax  -h  a^jr  —  z)  =  (aa:  H- a'jr  —  z) 

X  [c(a*j^— ax)  -+-x(2a'  — a)  H- j(2a  —  a»)  —  23], 

A(a'jr-+-  (XX  —  z)  =  [a} X  •+■  xjr  —  z) 

X  [c[o^X  —  «'*)  "^  ^^aa —  a')  -f-/{2a'--  a)  —  2z]. 

Nous  ferons  une  seule  application  de  ce  résultat  :  supposons  c  =  i  *, 
l'équation  sera  déânie  par  les  valeurs 

L  =  2X3  H-  2xy, 

M  rzr  —  2 x*  4-  2x7", 

N  =  —  2X*  —  2/*  —  23*  —  2/Z  —  2X3  H-  2x7^. 

Le  multiplicateur  sera 

X-»  (ax -h  a»j  —  z)-«  (a»x -h  «7  —  z)-»  (x»  4- r' -4- 3x73)"'* 

et,  en  choisissant  comme  nouvelles  variables 

X  -hay  =  x'j     X  -f-  ol'x  =^>     x*  H-  j'  -h  3xj3  =  a*, 
l'intégration  pourra  se  faire  et  conduira  au  résultat  suivant  : 

XXXIII  j[- — ^)     l- — ^,]    =c. 

Nous  nous   contenterons   des    exemplçs   précédents,  sans  traiter 
d'une  manière  complète  la  recherche  des  solutions  linéaires. 

XX. 

Etude  du  cas  oit  l'équation  admet,  comme  solution,  une  cubique 

à  point  de  rebroussement , 

L'équation  d'une  telle  courbe  peut  toujours  être  ramenée  à  la 

forme 

>•'  -f-  3x'3  =  o. 
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On  devra  avoir 

Cette  équation  est  très-facile  à  résoudre  ^  elle  nous  donne  les  va- 
leurs suivantes  de  L,  M,  N  : 

(83)  { 

*N  =  —  /j' — 7,axz — 2.byz  —  acz', 

H=:  —  bx  —  3c3. 

Les  points  singuliers  se  détermineront  comme  il  suit  :  il  y  a  d'abord 
le  point  de  rebroussement  de  la  cubique 

(i)  xz=o,    r  =  o,     z=i, 

pour  lequel  >=-=  —  2c;ilya  deux  points  pour  lesquels  L,  M,  N 

X 

sont  nuls, 

(2,3)  xz=:7.hj     zr=i  —  ^,     ^*  —  ^.by -\- nck  —  ^ah=zo\ 

enfin)  pour  les  quatre  autres  points,  le  rapport  X=  -  n'est  paé 
nul,  et  ils  se  trouvent,  par  conséquent,  sur  la  cubique 

(4,5,6,7)  X—Z,       J=-  —  3fA,        3=fX% 

fx  étant  déterminé  par  Téquation 

cfi*  —  h\t} —  3^fx'  -f-  3flfi4-  3/-  =  0, 

et  le  rapport  ?»  =  -  ayant  pour  valeur 

•m, 

3  X-  -H  2  /*  U? 


.r 


\='- 


v- 

Je  signalerai  quelques  cas  évidents  d'intégrabilité. 

1^  Si  /i  et  c  sont  nuls,  on  a  trois  droites  passant  par  le  point 
x  =  o,  j^  =  o.  L'intégrale  se  forme  au  moyen  de  la  cubique  et  de 
ces  droites  :  elle  est  de  la  forme 

(XXXIV)  (.r-i-aj^)«  (x-  pj^)P  [y*  -f-  3x^2)1  =  0, 

où  Ton  a 

a-f-p-f-37  =  o. 

2®  Si  h  =  o,  la  droite  x  =  o  est  solution-,  on  a 

A.r  z=ix[ax  •+■  by  -h  ez); 
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pour  que,  jointe  à  la  cubique,  elle  donne  un  facteur,  il  faut  que 

l'on  ait 

eL[ax-h  bx  -i-cz)  —  bjr  —  3cz  =  o, 

ce  qui  entraine  les  deux  systèmes  a  r=n  o,  c  =  o,  qui  donne  un  cas 
particulier  de  Tintégralé  précédente  et  a  =  o,  i  =  o  ',  dans  ce  der- 
nier cas,  le  facteur  est 


et  il  conduit  à  Tintégrale 

(XXXV)  ix'  4-  4x»/2  -h  ajc*  Y  =  C(7»  -h  3x^zy. 

n  est  à  remarquer  que  la  droite  j^  =  o  n'est  jamais  solution*, 
ear,  si  A:  et  A  sont  nuls,  L,  M  sont  divisibles  par  ax  -h  by  -+•  cz^  et 
l'équation  se  réduit  à  une  équation  de  Jacobi  dont  l'intégrale  est 

y^z=zCx^z. 

3^  Si  Ar  =  o,  la  droite  2  =  0  est  solution,  et  Ton  a 

Az  =  —  7.z[ax  -\-  by  -\-  cz) 

Jointe  à  la  cubique,  elle  ne  peut  donner  un  facteur  que  dans 
les  deux  cas  suivants  :  a  =  o,  i  =  o,  et  a  =  o,  c  =  o. 
Pour  a  =  o,  i  =  o,  le  facteur  est 

i.  A 

z"'(7>-+-  3x'z)"*. 

Si  l'on  substitue  à  la  variable  z  la  quantité  u  définie  par  l'équa- 
tion 

l'intégration  s'eOectue  sans  difficulté,  et  l'on  trouve 

(XXXVI)  -^^^  -f-  ÇIÈLZJ^  ^  c. 

L'intégration  dépend  des  fonctions  elliptiques. 

De  même,  pour  a  =  o,  c  =  o,  on  est  conduit  à  l'intégrale 

(xxxvn)      -"'^"'r-^'^''  -f.  ÇxJzÈLzJiM  =  c, 

qui  dépend  également  des  fonctions  elliptiques. 


igo  PREMIÈRE  PARTIE. 

Enfin,  sans  étudier  d'une  manière  complète  les  solutions  li- 
néaires, je  signalerai,  en  terminant,  le  cas  où  il  y  a  au  nombre  des 
solutions  la  droite  z  =  o,  une  autre  droite  passant  par  le  point 
j-  =  o,  z  .=  o  et  une  droite  passant  par  le  point  de  rebroussement 
de  la  cubique.  On  a  alors 


1' 


Le  facteur  est 


z{2hj:  —  xY 


L'intégration  commencée  par  rapport  à  x  donne 

{ xxxvin  )     (3.+4A'j')'tr'  +  3x«,) ^  ' 

Ce  cas  est  remarquable,  parce  qu'au  nombre  des  solutions  particu- 
lières se  trouve  en  évidence  une  nouvelle  cubique.  On  peut  encore 
donner  à  l'intégrale  la  forme 

(3«  -h  ^hyy  (y^  -h  3x»5)  ""      9 


XXI. 

Indication  d'une  méthode  synthétique  qui  permet  de  vérifier 
quelques-unes  des  intégrales  précédentes  et  d'en  troui^er  de 
nouvelles. 

Il  résulte  des  recherches  des  articles  précédents  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  dillérentielle  du  premier  ordre,  dans  le  cas 
où  L,  M,  N  sont  du  second  degré,  peut  revêtir  un  très-grand 
nombre  de  formes  différentes.  Sans  doute,  toutes  les  intégrales  que 
nous  avons  trouvées  ne  sont  pas  essentiellement  distinctes,  et,  du 
reste,  nous  ne  nous  sommes  nullement  attaché  à  les  réduire  au 
moindre  nombre  possible,  et  à  montrer  comment  quelques-unes 
d'entre  elles  sont  des  cas  particuliers  des  plus  générales;  il  résulte 
néanmoins,  de  Tétude  qui  vient  d'être  faite,  des  conséquences  qui 
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nous  paraissent  dignes  d'être  signalées.  Pendant  que  Téquation  de 
Jacobi  admet  en  définitive  une  seule  forme  d'intégrale  dont  toutes 
les  autres  sont  des  cas  limites,  l'équation  di£férentielle  la  plus  simple 
après  elle  peut  être  intégrée  de  plusieurs  manières  différentes,  et  il 
est  possible  de  donner  pour  chaque  degré  plusieurs  faisceaux  de 
courbes  algébriques  appartenant  à  des  types  différents  et  dont  l'é- 
quation difierentielle  sera  précisément  celle  que  nous  avons  étudiée. 
Nous  allons  indiquer  une  méthode  qui  permet  de  vérifier  plusieurs 
des  intégrales  précédentes  quand  elles  sont  algébriques,  et  même 
d'en  trouver  de  nouvelles. 

Supposons  que  l'intégrale  d'une  équation  diflerentielle  soit  al- 
gébrique. Elle  sera  alors  de  la  forme 

(84)  iiî«ii?...ir;F  =  c, 

Ui,  Us,  •••,11^  étant  des  fonctions  algébriques  entières  que  nous 
pouvons  supposer  être  indécomposables,  et  dont  nous  désignerons 
les  degrés  par  ^1,^19  •  •  •  >  ^p^  On  devra  avoir 

(85)  Aitti  4-  h%ot.2  4-  ...  -4-  hp!x.p  =  0; 

si  l'on  forme  directement  l'équation  difiërentielle  des  courbes  (84)) 
on  trouvera 

(00)  (a, ha, h  ...  -h  ^p — '  )«,«,...  «^=r  o, 

et  cette  équation  se  présentera  sous  la  forme 

(87)  P£i:r4-Qf/r-+-R</2  =  o, 

où  P,  Q,  R  seront  des  fonctions  entières  de  degré 

/'i  4-  ^a  4-  ...  -\-  lip  —  I  • 

On  sait  que  l'équation  précédente  peut  toujours  être  ramenée  à 
la  forme 

(88)  l.[rdz  —  zdf)  4-M(2^x  — 4?£/z)  4-N(xdy-— j£ir)  1=0, 

où  L,  M,  N  sont  d'un  degré  inférieur  d'une  unité  à  celui  de  P,  Q,  R, 
et  par  conséquent,  si  nous  désignons  toujours  ce  degré  par  m,  on 
aura 

(89)  //i  =  /<,  4-  ^j  4-  . . .  4-  //^  —  2. 
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n  suit  de  là  que  toute  équation  algébrique  de  la  forme  (88) 
pourra  admettre  des  intégrales  de  la  forme  (84)9  les  degrés 
^1^  • . .,  /t^  étant  liés  par  la  seule  relation  (88),  et  les  exposants 
«1,  . . . ,  ap  par  la  seule  équation  (85). 

C'est  ainsi  que,  pour  le  cas  de  ni  =:=  2,  on  obtient  immédiate- 
ment trois  cas  possibles  d'intégrabilité,  qui  conduisent,  pour  l'inté- 
grale générale,  aux  trois  types  suivants  : 

chacun  des  polynômes  p^  u,  1^  étant  d'un  degré  égal  à  son  indice. 
Mais  cette  remarque  évidente,  et  qui  a  déjà  été  faite,  du  reste, 
par  M.  Fouret,  est  loin,  comme  nous  l'avons  vu  par  les  exemples 
que  nous  avons  traités,  de  faire  connaître  tous  les  cas  d'intégrabi- 
lité  de  l'équation  différentielle  considérée.  Il  peut  arriver,  en  effet, 
que  l'équation  différentielle  (85),  ordonnée  suivant  dx^  dy^  dz^  se 
présente  sous  la  forme 

(90)  '       5i*V*' ...  (P£/x4-Q^j-+-R^z)=:o. 

Alors,  en  supprimant  les  facteurs  X^,  X'''  ,  . . . ,  on  abaissera  le  ^ 
degré  de  l'équation.  H  est  possible  de  reconnaître  d'une  manière 
précise  dans  quel  cas  ce  fait  si  essentiel  se  produira. 

Remarquons  d'abord  que  jamais  ces  facteurs  X,  If!  ne  peuvent 
être  identiques  aux  fonctions  11,  . . . ,  Uj,,  En  effet,  dans  l'équa- 
tion (86),  tous  les  termes,  sauf  axU^Ui . . .  u^du^^  sont  divisibles 
par  Ui,  Comme  nous  avons  supposé  les  fonctions  li/  indécomposa- 
bles, il  est  impossible  que  le  terme  précédent  soit  divisible  par  Ui. 

D'autre  part,  si  nous  comparons  les  équations  (90),  (86),  nous 
voyons  que  X'X'**  . . .  wf^'^r*  •  •  •  "^*  sera  un  multiplicateur  pour 
l'équation 

Vdx  -4-  Qdy  -f-  Vidz  =  o, 

et  par  conséquent,  d'après  une  remarque  faite  à  la  fin  de  l'ar- 
ticle IV,  les  équations 

X  =  o,     X'  =  o,     ... 
constituent  des  solutions  particulières  de  l'équation  différentielle 
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proposée.  D'après  cela,  considërons  l'une  d'elles,  X,  que  nous  pou- 
vons toujours  supposer  indécomposable,  et  donnons  à  la  con- 
stante C  de  l'intégrale  générale  une  valeur  Ci,  telle  que  la  courbe 

(91)  «î  . . .  ««p  —  C,  =  o 

passe  par  un  point  de  la  courbe  X,  qu'on  choisira  d'ailleurs  d'une 
manière  quelconque,  mais  en  excluant  tout  point  singulier  de  Téqua- 
don  différentielle.  Alors  l'équation  (91)  sera  vérifiée  en  tous  les 
points  de  la  courbe  X.  En  effet,  cette  équation  représente  une  inté- 
grale passant  par  un  point  de  la  courbe  X,  et  l'on  sait  que,  par  un 
point  du  plan,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  singulier,  ne  peuvent  jamais 
passer  deux  courbes  différentes  satisfaisant  à  l'équation] différen- 
tielle. 

Comme  on  a  d'ailleurs  identiquement 

^/(««•ttî. . . .  «^  —  C, )  =  <•-« . . .  w;r-»X*X'*'  . . .  (P4r  -4-  Qrfr  4-  Rrf«), 

il  faudra  nécessairement  que  la  fonction  u^^ . .  .uy  —  Ci,  qui  con- 
tient X  en  facteur,  le  contienne  à  la  puissance  /r  -f- 1  • 

Réciproquement,  si,  pour  une  valeur  Ci  de  C,  la  fonction 
ijj« . . .  iijp  —  Cl  est  divisible  par  une  puissance  A*  -h  i  d'un  poly- 
nôme indécomposable  X,  X*  sera  en  facteur  dans  Téquation  différen- 
tielle. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  et  pour  plus  de  netteté,  j'ai  toujours 
écrit  l'intégrale  générale  sous  la  forme 

dans  laquelle  les  exposants  ai ...  a^  ne  peuvent  être  tous  de  même 
signe.  Tout  ce  qui  précède  subsiste  évidemment  si  l'on  écrit  l'in- 
tégrale 

de  manière  que  les  exposants  soient  tous  positifs. 

Il  résulte  des  remarques  précédentes  que,  étant  donnée  l'équa- 
tion d'un  faisceau  de  courbes  algébriques 

/(x,jr,  c)=nC/,(.r, /,  z), 

nous  avons  ua  moyen  précis  de  déterminer  Tordre  des  polynômes 
L,  M,  N  dans  l'équation  différentielle  de  ce  faisceau.  Supposons 

Buii.  des  Sciences  mathcm.^   i"  Série,  t.  II.  (Avril  i8*;8.;  l3 
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que,  pour  une  valeur  de  C,  Ci,  on  ait 

U  étant  indécomposable;  nous  appellerons  U  une  courbe  multiple 
d'ordre  p  du  faisceau.  Plusieurs  courbes  multiples  peuvent  se  pré- 
senter ensemble,  si  l'on  a,  par  exemple 

/- C»/ =  U^  Vf  W>.  (x,  j,  z)  ; 

elles  peuvent  aussi  se  présenter  pour  diflérentes  valeurs  de  C.  Mais 
il  est  clair  que  la  même  courbe  ne  peut  se  présenter  pour  deux 
valeurs  diOerentes  de  C.  Nous  avons  alors,  comme  conséquence 
des  remarques  précédentes,  le  théorème  suivant  : 

Dans  V équation  différentielle  des  cout^bes  du  faisceau 

«'•«V  •  •  •  «;^  —  Cttjf^,' . . .  ttv = o, 

le  degré  des  polynômes  L,  M,  N  est 

hi  -h  h^-^-  .  » .  -h  hp  —  2  —  m',  —  2m',  —  3m\  —  . . . , 

//j,  /it,  ,  4  .^lip  désignant  les  degrés  de  u^^  . . . ,  ii^;  m',  désignant 
la  somme  des  degrés  des  courbes  doubles,  et  en  général  ni  la 
somme  des  degrés  des  courbes  multiples  d^ ordre  p  du  faisceau 
considéré,  autres  que  les  courbes  u, 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  diviser  en  deux  classes 
bien  distinctes  les  faisceaux  de  courbes  algébriques.  11  y  aura 
d'abord  ceux  qui  sont  représentés  par  Téquation 

et  qui  ne  peuvent  avoir  d'autres  courbes  multiples  que  les  courbes 
li,  i'.  Toute  courbe  de  ces  faisceaux  sera  indécomposable,  ou  se 
décomposera  en  courbes  qui  seront  simples. 

U  y  aura  aussi  des  faisceaux  qui  comprendront  d'autres  courbes 
multiples  que  les  courbes  u  et  i^.  Alors,  pour  une  valeur  au  moins 
de  la  constante  C,  on  obtiendra  une  identité  de  la  forme 

où  les  exposants  y  ne  seront  pas  tous  égaux  à  l'unité.  Pour  de  tels 
faisceaux,  le  degré  de  l'équation  différentielle  s'abaissera  confor- 
mément fi  la  règle  que  nous  avons  donnée. 
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La  théorie  des  formes  algébriques  fait  connaître  un  assez  grand 
nombre  d'identités  de  la  forme  (p^)*  Je  vais  traiter  avec  quelque 
détail  un  seul  exemple,  afin  de  montrer  l'usage  qu'on  peut  faire  de 
ces  identités,  pour  reconnaître  des  formes  nouvelles  de  l'intégrale 
d'une  équation  différentielle. 

Si  l'on  pose 

I  =/-p^, 

J   r=  27»—  3p7^-+-a^^ 

la  théorie  des  formes  binaires  cubiques  nous  conduit  à  l'identité 

(93)  4P-P=:t^K, 

qu'il  est  d'ailleurs  très-aisé  de  vérifier. 

Supposons  que  a,  /3,  y,  d  désignent  des  polynômes  homogènes 
en  JT,  y,  z  des  degrés  n,  n-j-  p^  n-h  ap,  n  -4-  3p;  les  polynômes  1 
et  J  seront  respectivement  des  degrés  2/1  H-  4p^  3/i  -H  6p.  Si  nous 
considérons  le  faisceau  de  courbes  représenté  par  l'équation 

(94)  4P-a»  =  o, 

ce  faisceau  admettra  comme  courbe  double,  pour  C  =  i ,  la  courbe 
S.=  o,  et  par  conséquent,  dans  l'équation  différentielle  de  ce  fais- 
ceau, le  degré  des  polynômes  L,  M,  N  sera  au  plus 

nombre  inférieur  de  /i  4-  3p  unités  à  celui  que  l'on  aurait  obtenu 
s'il  n'y  avait  pas  eu  de  courbe  double  ^. 

Supposons,  par  exemple,  /i  =  i,  p=  o.  Alors  a,  P,  y,  S  seront 
des  polynômes  du  premier  degré,  et  l'équation 

(7'  —  P^)'  =  C{27»'—  3P7^  -f-  a^»)» 

représente  des  courbes  du  sixième  ordre,  dont  l'équation  différen- 
tielle appartient  au  cas  où  in=  2,  C'est  l'intégrale  XIV  de  l'ar- 
ticle XIII.  Pour  toutes  les  autres  valeurs  de  n  et  de  /?,  les  poly- 
nômes L,  M,  N  seront  de  degrés  supérieurs.  Mais  nous  allons 
étudier  un  problème  dans  lequel  nous  pourrons  faire  apparaître 
(le  nouvelles  courbes  multiples. 

Supposons  que  l'on  considère  un  point  M,  de  coordonnées  x\  )\ 
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s',  et  une  cubique  représentée  par  l'équation 


si  Ton  pose 


(95) 


les  équations 


«=/(a:',y,z'). 


1  =  0,     Jmo,     K  =  o 

auront  une  signification  géométrique  bien  connue.  La  première  re- 
présentera le  lieu  des  points  qui  foi:ment  une  proportion  équianhar- 
monique  avec  les  trois  points  de  la  cubique  situées  sur  une  sécante 
quelconque  passant  par  M.  La  deuxième  représente  le  lieu  du 
point  qui  forme  avec  les  mêmes  points  une  proportion  harmonique. 
Enfin  la  troisième  est  l'équation  des  tangentes  menées  du  point  M 
à  la  cubique.  Quant  à  l'équation 

(96)  P  =  CJ% 

elle  représente  une  courbe  du  douzième  degré,  lieu  des  points  qui 
forment  un  rapport  anharmonique  donné  avec  les  trois  points  que 
détermine  sur  la  cubique  la  sécante  variable  passant  par  M.  Il 
suit  des  remarques  précédentes  que  l'équation  différentielle  des 
courbes  (96)  appartiendra  au  degré  m  =  5.  Nous  allons  énumérer 
quelques  cas  dans  lesquels  ce  degré  s'abaisse. 

1^  Supposons  que  la  cubique  ait  un  point  double  P,  et  que  le 
point  M  vienne  se  placer  à  la  rencontre  d'une  des  tangentes  au 
point  double  et  d'une  tangente  en  un  des  points  d'inflexion.  Alors 
la  tangente  au  point  double  devra  être  comptée  pour  trois,  et  de- 
viendra une  courbe  triple  du  faisceau;  la  tangente  au  point  d'in- 
flexion sera  double,  et  le  degré  m  de  l'équation  diflërentielle  s'abais- 
sera à  a. 

Soit 

x^  -h/*  -♦-  Zxyz  •=.  o 

l'équation  de  la  cubique.  Les  coordonnées  du  point  M  seront 
On  aura  ici 

a=::ï,       P  =:  X  -h  J  ,      y  =  y* -{-  JCZ -+-  XJT^       5  z=  X*  -h  J^  -f  3jC}Z, 
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On  irouvcra 

J  =z  (orH-jr —  2)  [ — 2arz' —  2(6^^' H-  2x' —  xjr) 

4-  x>  -f.  3y*  —  2XJ*  —  4/-»^*]^% 

K=  (4?-+-jr  — z)«x*(4^  — Sx  — 4*)' 
Et  si  l'on  considère  les  courbes  représentées  par  l'équation 

^  I       ^C(7»-4-x*-4-3xrz)'(4r  — 5ar  — 4z), 

que  l'on  pent  aussi  écrire 

x[2xz*  -f-  2(  G/*  4-  2x'  —  j:/)  -4-  4j^-^'  +  2x/'  —  x*  —  3;^]' 

.  =(4  — c)(j»4-^-f-3xr2)»(4^— Sx  — 4z), 

on  aura  une  nouvelle  intégrale  de  Téquation  diiTérenticlle  (78)  étu- 
diée à  l'article  XIX,  correspondant  aux  valeurs  a  =  i^  b  =  3^c  =  i 
des  constantes  de  cette  équation. 
0?  Supposons  maintenant  que  la  cubique  ait  un  rebroussement  ^ 

son  équation  sera 

7* -4-  3x'z=:o. 

Prenons  le  point  M  sur  la  tangente  au  point  de  rebroussement. 
On  peut  toujours  choisir  les  paramètres  de  référence  de  telle  ma- 
nière que  les  coordonnées  de  ce  point  soient 

xrzrO,      jr=:l  =  Z. 

On  aura  ici 

I  =  x»  (x*  -I-  27*  —  3j«), 

J  =  x'[2(j:»  -f-7»)(j:«-t-  2j»—  3^z)  -h  (r»  -h  3.r'z) (3z  — 7)], 

K=:-x^[4x»-f.9(j-z)']. 

Les  courbes  représentées  par  l'équation  générale 

(XL)       Cx»(ar«H-2j>-37z)»=::(j'4-3x'«)»[4x'-4-9Cr  — s)'], 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par  Téquation 

(4  —  C)x'{jr'  -4-  27»  —  3j2)> 

=  [2  (.r»  -+-/«)  (x^  +  2j'  -  37Z)  4-  (7'  -4-  3x»z)  (33—7)]% 

seront  des  intégrales  de  Téquation  différentielle  (83)  dcrarticlc  XX, 
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correspondantes  aux  valeurs 

A  5  ^      A  / 

4  4 

3°  Enfin,  si  Ton  prend  le  point  M  sur  la  tangente  d'inflexion, 
les  coordonnées  seront 

on  aura 

I  :=  z(4 x/»  —  SjwT*  —  J» -h  *»Z), 

J=  «[ —  îjr^t*  -♦-  J!:z{x  —  x)( —  6x^  -+-  Q^X  —  9«r*)  —  ^J^ix  —  ^Y] 

et  l'équation 

^  j  =:(r-aj:)>(43H-9r-.9x)Cr»-f-3x«5)», 

que  Ton  peut  aussi  écrire 

(C  4-  4)  2(4-^7'  —  3jx»  -  r»  -H  x»3)» 

^  [—  2x^Z'  -4-  xz(j--  -r)(— 6j-'  -+-  9x7  —  90:»)  —  3/*(jr—  x)»p, 

représentera  une  nouvelle  forme  de  l'intégrale  de  l'équation  dif- 
férentielle (83)  de  l'article  XX  correspondant  aux  valeurs 

a  =  —  3,     ^  =  4>     c  z=  2f     A'z=.  Of     h  =1  i. 

On  obtiendra  des  résultats  analogues  en  considérant  une  courbe 
du  quatrième  ordre,  et  en  supposant  le  point  M  placé  sur  cette  courbe. 

Réciproquement,  toute  intégrale  algébrique  d'une  équation  dif- 
férentielle, qui  présentera  des  courbes  multiples  pour  diflerenles 
valeurs  de  C,  conduira  à  une  identité  algébrique.  Nous  avons  déjà 
donné  plusieurs  exemples  en  mettant  certaines  intégrales  sous  dif- 
férentes formes.  Nous  signalerons  ici  les  plus  simples. 

Nous  avons  vu  que  l'équation  dilTérentielle  (83)  peut  admettre 
l'intégrale 

(97)  (-r*  4-  7*  4-  4x'j)»  =  C{y  -h  3x^3)'. 

Il  faut  donc  nécessairement  que  le  faisceau  représenté  par  l'wjua- 
tion  précédente  présente  une  courbe  multiple  dillerente  de  la  eu- 
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bique  et  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  qui  ont  servi  à  former 
rintégralc.  Celte  nouvelle  courbe  est  une  droite  quadruple.  On 
trouve,  en  effet, 

D  étant  un  polynôme  du  huitième  degré,  et  inversement,  cette  iden- 
tité, étant  supposée  vérifiée,  suffirait  à  montrer  que  Téquation  diffé- 
rentielle des  courbes  représentées  par  l'équation  (97)  appartient  au 
degré  /n  =  2, 

Considérons  maintenant  le  faisceau  de  courbes  représenté  par 
l'équation 

II«vP«'T  =  C, 

oà  u,  v^  w  sont  du  second  degré.  Dans  Téquation  différentielle  de 
ce  faisceau,  le  degré  des  polynômes  L,  M,  N  sera  égal  à  4*  Mais 
ce  degré  pourra  s'abaisser  à  2  dans  les  différents  cas  suivants  : 
s'il  y  a  deux  droites  doubles,  une  conique  double,  ou  une  droite 
triple  parmi  les  courbes  du  faisceau.  Cherchons  la  condition  pour 
qu'il  y  ait  une  droite  triple,  et  supposons  que  les  axes  aient  été 
choisis  de  telle  manière  que  l'équation  de  cette  droite  soit 

X=zO, 

m 

Nous  pouvons  toujours  supposer  qu'elle  se  présente  pour  la  va- 
leur I  de  la  constante  C.  Alors  il  y  aura  à  exprimer  que  l'expression 

est  divisible  par  x'.  Ordonnons  iz,  i^,  w  suivant  les  puissances  de  x  ^ 

on  aura 

a  =  Il  -f-  a' X  -f-  a"j:^, 

a^byC étant  du  second  degré  enj^,  z  \  a',  i',  d  du  premier,  et  a"^  b"^  c'' 
étant  des  constantes.  La  fonction 

(levant  être  divisible  par  x*,  s'annulera  pour  a:  =  o  ^  on  aura  donc 

a'^b^c'i  —  irzr  o. 


aoo  PREMIÈRE  PARTIE. 

Or  cette  ëquttion  ne  peut  avoir  liea,  a,  /3,  y  étant  quelconques  et 
assujettis  à  la  seule  condition 

«  4-  p  -♦-  7  =  o, 
que  si  l'on  a 

€i  =  b  =C; 

c*est  ce  que  nous  supposerons.  Maintenant,  pour  eiqprimer  d'une 
manière  simple  que 

est  divisible  par  x*,  nous  écrirons  que  le  développeinent  de 

suivant  les  puissances  de  x  commence  an  tenne  en  or*.  On  oblieDt 
ainsi  les  deux  équations 

«4r'-^J^'-H7c'=o, 
Ces  équations  penvent  <èlre  résolues  comme  il  soiu  Posons 


p>  ^^  r  Haut  trois  pc4Tni>catr5  linéaires  en^v\  r.  La  première éqnalioii 
$^ra  $jitislJÙte«  et  la  $K\x^«feie  dcnnera 

^  r;r->if--7r  = 

•M       -    ^n 


i^i^   *'x^>\i  — c'7 


1.4  tonutt!^  v^ut  <rn  rv:»ii!ce  es£«  s^iat  la  diâérence  des  noCalioBS,  Fia- 
l^rjiW  WUK  ec  U  eî^  xîaisi  %iéiii>.^«tré  qn^elle  est  la  plvs  ^énénk. 
U>ale<$  kr:;^  K>b  v^tficT  l  on  Jtîssaxcàa  le  taisoeam  ctmsiiiéré  à  comenir 
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GBRHARDT  (C.-1.)-  —  Geschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschiand.  XVII. 
Band.  Geschichte  der  Mathematik,  von  C.-I.  Gerhardt.  —  Miinrhenf  1877. 
Dnick  und  Verlag  von  R.  Oldenbourg.  —  i  vol.  in-8',  xii-307  pages. 

La  Commission  historique  de  T Académie  Royale  des  Seiences  de 
Bavière  compte,  parmi  les  nombreux  et  importants  travaux  dont 
elle  est  chargée,  la  publication  d'une  collection  d'Ouvrages  d'His- 
toire, dont  la  tendance  générale  ressort  du  titre  du  Livre  que  nous 
venons  de  citer.  Mais  la  plupart  des  auteurs  auxquels  a  été  confiée 
l'exécution  de  ce  plan  ont  du  se  ranger  à  l'opinion,  certainement 
bien  justifiée,  qu'il  est  difficile,  sinon  impossible,  de  tracer  l'his- 
toire d'une  science  déterminée,  en  s'occupant  exclusivement  d'une 
seule  nation,  surtout  d'une  nation  moderne^  c'est  ainsi,  par 
exemple,  que  Peschel,  Sachs,  Rudolf  Wolf,  dans  leurs  Ouvrages 
sur  la  Géographie,  la  Botanique,  l'Astronomie,  n'ont  pas  hésité  à 
s'émanciper  des  rigoureuses  exigences  du  programme,  et  se  sont 
contentés  de  donner  une  part  d'attention  prépondérante  aux  travaux 
des  savants  allemands.  M.  Gerhardt  a  compris  autrement  sa  tache; 
il  a  voulu  suivre  les  prescriptions  à  la  lettre,  et  s'est  engagé  ainsi 
dans  une  entreprise  où,  malgré  ses  consciencieux  efforts,  il  lui  était 
bien  difficile  d'éviter  des  inconséquences  et  de  ne  jamais  altérer  la 
vraie  physionomie  de  l'Histoire. 

L'espace  dont  nous  pouvons  disposer  dans  ce  Bulletin  ne  nous 
permet  pas  d'insister  sur  les  détails  de  la  marche  historique ,  et 
nous  nous  abstenons  d'autant  plus  volontiers  d'entrer  dans  de  longs 
développements  que  nous  devons  faire  paraître  dans  un  autre  Re- 
cueil (  ^  )  un  article  étendu  sur  le  même  Ouvrage.  Ici  nous  nous 
occuperons  surtout  d'exposer  les  points  de  vue  historiques  géné- 
raux d'après  lesquels  l'auteur  s'est  guidé,  et  de  faire  connaître  clai- 
rement au  lecteur  ce  qu'il  trouvera  dans  ce  Livre  et  ce  qu'il  n'y 
trouvera  pas. 
M.  Gerhardt  a  eu  pour  dessein  «  de  tracer  l'histoire  des  Mathé- 


^')Dantle  Vierteljahnschnft  der  astronomischen  GeseUschaft, 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  i^  Série,  t.  II.  (Mui  1H78.)  i4 
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lualiques  eu  Allemagne  sur  Tarrière-plau  de  riiistoire  générale  de 
la  civilisation  allemande  ».  C'est  là  certainement  une  pensée  juste, 
mais  difficile  à  mettre  en  oeuvre  dans  l'espace  relativement  si  res- 
serré dans  lequel  Fauteur  s'est  confiné.  11  a  consacré,  et  l'on  ne 
peut  que  l'en  louer,  une  attention  toute  spéciale  h  la  peinture  et  à 
l'appréciation  des  hommes  qui  marquent  en  quelque  sorte  les  étapes 
des  progrès  scientifiques,  etqui  tiennent  une  grande  pi  ace  dans  l'his- 
toire de  la  civilisation,  par  cela  seul  qu'ils  ont  ouvert  des  nouvelles 
voies  à  la  vie  intellectuelle  de  leur  nation.  Mais  on  aurait  tort  de 
prétendre  que  ce  côté  de  leur  action  ait  toujours  été  compris  et  ap- 
précié de  leurs  contemporains.  Loin  de  là,  nous  ne  savons  qae 
trop  dans  quel  isolement  ces  héros  du  génie  ont  dû  errer  sur  leurs 
cimes  désertes,  sans  qu'il  leur  ait  été  donné  d'exercer  aucune  in- 
fluence immédiate  sur  la  vie  intellectuelle  et  sociale  de  leur  patrie. 
Des  savants  de  deuxième  ou  de  troisième  ordre,  mais  qui  dans  leurs 
travaux  se  rapprochent  davantage  du  courant  des  idées  régnantes, 
exercent  ainsi,  au  point  de  vue  du  progrès  des  lumières,  une  in- 
fluence beaucoup  plus  marquée,  et  l'on  devrait  par  conséquent 
leur  reconnaître  une  importance  supérieure.  Bien  plus,  l'historien, 
poursuivant  cette  tendance  générale,  devra  descendre  encore  pins 
bas;  il  sait  bien  que  l'Astrologie,  l'Alchimie  et  la  Magie  lui  four- 
niront, dans  cette  manière  de  voir,  des  points  d'attache  beaucoup 
plus  solides  que  les  sciences  dignes  de  ce  nom.  Si  doiic  chez  Ger- 
hardt  l'histoire  des  Mathématiques  en  Allemagne  se  concentre  sur 
quelques  noms  seulement,  Stifel,  Kepler,  Leibnitz,  Gauss,  Stei- 
ner  (  *  ),  cela  peut  sembler  in  suffisant  à  celui  qui  ouvre  le  Livre  dans 
un  intérêt  purement  théorique;  mais  à  celui  qui  s'attendrait  à  y 
trouver  un  développement  logique  du  plan  annoncé  dans  l'Intro- 
duction, un  complet  désappointement  est  réservé.  Nous  remarquons 
encore  que  Tauteur  a  oublié  de  considérer  un  point  particulière- 
ment important  :  l'histoire  d'une  branche  scientifique  dans  les 
temps  modernes  ne  peut,  à  notre  avis,  avoir  une  utilité  vraiment 
pratique  que  lorsqu'elle  tient  toujours  compte  des  rapports  entre 
l'enseignement  moyen  et  le  haut  enseignement  aux  dîflerentes 
époques.  Mais,  si  l'on  excepte  quelques  documents  dignes  d'atten- 


(*)  Ces  cinq  noms  occupent  juste  la  moitié  du  volume  (i53  pa(res). 
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don  sur  l'École  de  Vienne,  et  quelques  observations  sommaires  sur 
le  XY*  siècle,  l'auteur  ne  nous  apprend  presque  rien  sur  le  dévelop- 
pement de  la  pédagogie  mathématique,  et  celui  qui  s'intéresse  à 
ce  genre  de  recherches  est  toujours  obligé  de  s'en  tenir  à  l'Ouvrage 
liistorique  de  Raumer,  ou  au  Chapitre,  malheureusement  trop 
court,  que  contient  l'excellent  livre  de  Hankel. 

Dans  sa  Préface,  l'auteur  se  plaint  de  l'extrême  disette  de  tra- 
vaux préparatoires  qui  l'a  contraint  à  se  procurer  ses  matériaux 
par  de  pénibles  recherches.  Nous  ne  nous  rendons  pas  bien  compte 
de  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Nous  savons  pourtant  que  des 
hommes  comme  les  Cantor,  les  Curtze,  les  Giesel,  les  Friedlein, 
les  Treutlein  et  autres,  ontétudié  k  fond  la  période  même  traitée  par 
M.  Gerhardt  :  faut-il  en  conclure  que  tous  ces  travaux,  la  plupart 
couronnés  de  succès,  seraient  demeurés  inconnus  à  l'auteur  d'une 
Histoire  des  Mathématiques  en  Allemagne?  On  serait  presque 
tenté  de  le  croire,  si  l'on  s'en  tenait  à  ce  fait,  qu'aucun  des  noms 
que  nous  venons  de  rappeler  ne  se  trouve  une  seule  fois  cité  dans 
le  cours  du  Livre  ]  mais  il  est  inutile  de  dire  qu'une  supposition 
aussi  désobligeante  ne  nous  a  jamais  traversé  l'esprit.  Il  n'y  a 
d'autre  moyen  de  nous  expliquer  ce  silence  systématique  à  l'égard 
de  travaux  de  haute  valeur  qu'en  admettant  chez  l'auteur  la  réso- 
lution de  ne  faire  appel  qu'à  ses  propres  forces,  et,  du  moins  pour 
les  deux  premiers  Chapitres,  de  tirer  tout  de  ses  études  personnelles 
sur  les  sources  originales.  Quelque  louable  que  soit  ce  principe  en 
lui-même,  nous  n'avons  pu  tout  d'abord  nous  empêcher  de  craindre 
que  sa  mise  en  œuvre  rigoureuse  ne  dépassât  de  beaucoup  les  forces 
d'un  seul  homme,  en  présence  surtout  des  occupations  multiples 
auxquelles  il  est  assujetti,  et  cette  crainte  ne  s'est  trouvée  que  trop 
justiOée  par  les  faits.  Nous  ne  pouvons  donc  qu'exprimer  notre 
étonnement  d'un  tel  isolement  volontaire,  à  une  époque  où  plus 
que  jamais  la  combinaison  active  et  consciente  de  toutes  les  énergies 
est  nécessaire  à  la  Science  pour  atteindre  son  but  élevé. 

A  cette  fâcheuse  omission  l'auteur  ajoute  deux  exemples  non 
moins  choquants  d'inconséquence  à  son  plan,  inconséquence  à  la- 
quelle l'a  forcément  entraîné  l'énoncé  vicieux  du  problème  qu'il 
s'était  posé.  Il  s'agissait  d'écrire  une  histoire  des  Mathématiques 
pures  ]  mais  celui  qui  connaît  le  caractère  des  travaux  scientifiques, 
surtout  pendant  le  moyen  âge  et  la  Renaissance,  sait  aussi  quelle 

.4. 
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énornu!  difliculté  présente  le  partage  des  diverses  branches  de  la 
Science.  M.  Gerliardt  a  voulu  entreprendre  ce  partage  ;  des  travaux 
astronomiques  d'un  Peurbach,  d'un  Regiomontanus,  il  ne  nous  dit 
pas  un  seul  mot,  et  c'est  là  ce  qui  explique  sans  doute  pourquoi  le 
géomètre  Copernic,  au  sujet  duquel  il  aurait  pu  consulter  la  re- 
marquable monographie  de  Fasbender,  n'a  pas  non  plus  trouvé 
grâce  à  ses  yeux.  Admettons  maintenant,  si  l'on  veut,  cette  ligne 
de  démarcation  ^  mais  alors  de  quel  droit  figurent  dans  ce  Livre  le 
théorème  de  Lambert  sur  le  calcul  des  orbites  des  comètes,  et 
l'histoire  de  la  réinvention  de  la  planète  Cérès  par  Gauss  ?  Et  si  la 
Cartographie,   qui  appartient  cependant  pour  une  bonne  moitié 
aux  Mathématiques  pures,  est  restée  si  complètement  exclue,  qu'il 
n'a  pu  être  fait  la  moindre  mention  de  l'invention  si  remarquable 
de  la  projection  équivalente  par  Johann  Wemer ,  il  n'y  avait  pas 
lieu  non  plus,  rigoureusement  parlant,  à  accorder  une  place  aux 
découvertes  de  Gauss. 

Un  autre  inconvénient  grave  résulte  d'une  application  malheu- 
reuse du  principe  de  nationalité.  En  prenant  pour  règle  de  ne 
considérer  que  l'Allemagne  dans  le  sens  dynastique  le  plus  étroit, 
M.  Gerhardt  a  été  conduit  h  consacrer  en  tout  huit  lignes  à  la 
brillante  pléiade  des  Bernoulli  et  des  Euler,  par  la  raison  qu'ils 
étaient  de  nation  suisse,  sauf,  il  est  vrai,  à  les  citer  à  chaque  in- 
stant quand  l'occasion  l'exigeait .  D'autre  part,  Jost  Biirgi,  bien  que 
natif  de  Toggenburg,  obtient  une  mention  suffisante,  ce  dont  nous 
sommes  loin  de  nous  plaindre  \  Lambert,  né  sujet  helvétique,  a 
aussi  son  article,  que  nous  trouvons,  à  la  vérité,  un  peu  trop  court; 
l'auteur  va  môme  jusqu'à  octroyer  le  droit  de  bourgeoisie  au  Nor- 
végien Abcl.  Cette  disposition  aux  annexions  intellectuelles  cadre 
peu  avec  le  reproche  inconsidéré  qu'il  adresse  aux  mathématiciens 
français,  d'avoir,  en  vue  de  rabaisser  les  mérites  de  Gauss  concer- 
nant la  représentation  géométrique  des  nombres  complexes,  publié 
une  nouvelle  édition  de  l'opuscule  d'Argand  sur  le  même  sujet. 
M.  Gerhardt  a  sans  doute  oublié  qu'Argand  n'était  pas  Français, 
mais  Suisse. 

Ces  remarques  générales  étant  faites,  passons  à  un  court  exposé 
du  contenu  de  l'Ouvrage.  Le  moyen  âge  proprement  dit  est  traité 
très-brièvement,  le  récit  suivi  commence  seulement  à  Jean  de 
(imunden-,  il  rend  compte  avec  détail  des  travaux  géométriques  et 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  5to5 

trigonomëlriques  de  Peurbach,  deMûller,  de  Wemer  et  de  Diirer, 
et  s'arrête  avec  une  complaisance  marquée  sur  les  anciens  arithmé- 
ticiens et  algébristes  allemands.  Ici  nous  rencontrons  beaucoup  de 
précieuses  additions  à  nos  connaissances  historiques;  nous  citerons, 
entre  autres,  les  intéressants  renseignements  sur  le  Traité  de  Calcul 
de  Bamberg,  de  i473;  les  extraits  importants  que  Tauteur  a  faits 
du  codex  de  Ratisbonne,  qu'il  a  trouvé  le  premier;  la  découverte, 
nouvelle  pour  nous,  d'un  grand  mathématicien  pour  son  temps,  le 
moine  Aquinas  ;  et  enfin  le  Chapitre  entier  qui  traite  de  Christophe 
Rudolf  et  de  Michel  Stifel.  Nous  ne  pouvons  aussi  qu'approuver 
en  somme  ce  que  l'auteur  nous  donne  sur  Reimarus  Ursus,  sur 
Kepler  et  sur  Guldin.  Enfin  le  résumé  qui  termine  le  premier 
Livre  est  digne  d'éloges. 

Le  deuxième  Livre,  qui  va  «  depuis  le  milieu  du  xvii*  siècle  jusqu'à 
la  fin  du  XV m*  »,  se  réduit  à  peu  près  à  un  Essai  sur  Lcibnitz, 
auquel  se  rattachent  accessoirement  quelques  remarques  trop  som- 
maires sur  Tschirnhaus,  WoIiT,  Kâstner,  Lambert  et  sur  l'Ecole 
combinatoire.  Pour  la  partie  principale,  l'auteur  se  trouvait  là  sur 
son  terrain  de  prédilection,  et  il  était  par  suite  à  même  de  tracer  un 
tableau  complet  et  fidèle  des  vastes  idées  de  l'inventeur  du  Calcul 
diiTérentiel.  On  aurait  pu  toutefois  désirer  qu'il  eut  fait  quelque 
mention  des  recherches  de  Giesel. 

Le  contenu  du  troisième  Livre,  qui  embrasse  l'époque  moderne, 
est  purement  biographique;  les  découvertes  de  Gauss,  de  Jacobi, 
de  Dirichlet,  de  Môbius,  de  Plûcker,  de  Steiner  sont  esquissées  à 
grands  traits.  Toutefois  cette  image  nous  fait  la  même  impression 
que  si  les  personnalités  décrites  se  trouvaient  placées  en  quelque 
sorte  sans  intermédiaires  les  unes  à  côté  des  autres  ;  il  nous  manque 
une  indication  qui  nous  éclaire  sur  les  causes  qui  ont  dirigé  leurs 
idées,  et  cela  fait  que  le  Livre  nous  semble  finir  trop  brusquement. 
L'auteur  termine,  en  eil'et,  par  ces  lignes  :  «  Vers  le  milieu  du 
présent  siècle,  la  mort  a  ravi  les  princes  de  la  Science,  les  Gauss, 
les  Jacobi,  les  Lejeune-Dirichlet,  les  Steiner  auxquels  les  Mathé- 
matiques en  Allemagne  doivent  leurs  progrès  et  leur  prééminence. 
Ce  qui  a  été  fait  depuis  dans  ce  domaine  u*appar lient  pas  encore  à 
riiistoire  ».  Or  nous  pensons  que  la  meilleure  manière  de  con- 
clure eût  été  d'exposer  la  voie  qu'a  suivie  Riemann,  sous  TinQucnce 
simultanée  de  Gauss  et  de  Cauchy,  pour  accomplir  la  réforme  de 
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la  théorie  des  fondions,  en  jetant  également  un  coup  d*œil  sur  les 
travaux  de  Herniann  Grassmann,  qui  se  relient  au  fond  â  la  même 
question. 

^'otre  résumé  sommaire  suffira  pour  faire  voir  aux  amis  des  re- 
cherches sur  l'Histoire  des  Mathématiques  qu'ils  trouveront  dans 
rOuvrage  de  M.  Gcrhardt  des  détails  d'un  intérêt  varié  et  contenant 
beaucoup  de  faits  nouveaux,  mais  nullement  un  Traité  pouvant 
donner  une  connaissance  complète  du  développement  successif  des 
Mathématiques  en  Allemagne.  S.  G« 


STURM  (R.).  —  Elementi  di  Geomltria  dkscrittiva.  TraduiU  en  italien  par 
JUNG.  —  In-8^,  ii4  [Miges,  12  planches.  Milano,  1878. 

La  lecture  des  Traités  élémentaires  publiés  à  l'étranger  est  émi- 
nemment intéressante  pour  tous  ceux  que  préoccupe  le  progrès  de 
renseignement  en  France  \  bien  que  le  Bulletin  ne  puisse  rendre 
compte  de  tous  les  Ouvrages  de  cette  catégorie,  il  convient  de  faire 
une  exception  pour  ceux  qui  se  distinguent  par  leurs  qualités,  et 
qui  présentent  des  dittérenccs  notables  avec  les  Traités  qui  ont  cours 
dans  notre  pays. 

Les  Eléments  de  Géométrie  descriptii^e  de  M.  Sturm,  dont  la 
traduction  italienne  de  M.  Jung  doit  être  regardée  comme  une 
nouvelle  édition  revue  et  améliorée  par  l'auteur,  débutent,  bien 
qu'ils  s'adressent  à  des  commençants,  par  des  notions  très-géné- 
rales :  une  ligure  est  la  projection  d'une  autre  lorsque  chacun  de 
ses  points  correspond  à  un  point  de  la  seconde;  l'auteur  donne 
ensuite  les  principales  propriétés  de  la  projection  centrale  et  de  la 
projection  parallèle  ;  ces  diverses  notions  remplissent  l'Introduction. 
Dans  le  premier  Chapitre,  au  lieu  d'introduire  immédiatement  les 
deux  plans  de  projection,  il  étudie  avec  détail  (p.  7-3o)  tout  ce 
qui  concerne  les  projections  orthogonales  sur  nu  seul  plan  ;  cette 
marche  présente  l'avantage  de  débarrasser  singulièrement  les  Cha- 
pitres suivants,  et  de  ne  pas  faire  sortir  trop  brusquement  Tétudiant 
du  domaine  de  la  Géométrie  ordinaire;  Tauteur  ne  craint  pas  d'in- 
li'oduîre,  dès  ce  Chapitre,  la  terminologie  relative  à  l'infini  ;  il  le 
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fait  d'ailleurs  avec  soin  et  discrétion.  Les  cinq  Chapitres  suivants 
traitent  des  problèmes  élémentaires  sur  la  droite  et  le  plan,  et  sur 
l'angle  trièdre.  Enfin  le  septième  Chapitre  (p.  87-114)  traite  des 
polyèdres,  en  particulier  des  polyèdres  réguliers  convexes,  de  leur 
représentation,  de  leurs  sections  planes,  et  de  rintersection  d'un 
prisme  et  d'une  pyramide  :  les  démonstrations  et  les  constructions 
sont  aussi  claires  et  aussi  simples  qu'il  est  possible. 


GENOCCHI  (A.).  —  Sua  un  Mémoire  de  Daviet  de  Foncenex  et  sur  les 
GÉoMÉTRiES  NON  EUCLIDIENNES.  —  Brochure  in-4''t  4^  pages  et  une  planche 
de  figures.  (Extrait  des  Mémoires  eie  r Académie  Royale  des  Sciences  de  Tu- 
rin.  Série  II,  t.  XXIX;  1877.) 

Daviet  de  Foncenex  avait  cherché  (Mélanges  de  la  Société 
Royale  de  Turin,  t.  Il)  à  établir  a  priori  la  loi  de  composition 
des  forces  concourantes,  et  aussi,  peut-être  aidé  par  Lagrange,  celle 
de  la  composition  des  forces  parallèles;  il  arrivait  à  une  équation 
telle  que 

[/(.r)]«  =  2-f./(2x). 

d'où  il  concluait 

f(jc)  =  const.  =  2. 

Laplace  et  d'Alembert  ont  signalé  la  fausseté  de  cette  conclusion  ; 

mais  on  peut  démontrer  qucy( a:)  peut  se  représenter  par  la  forme 

a  coshx^  h  étant  une  constante  réelle  ou  imaginaire,  et  de  plus,  en 

s'appuyant  sur  la  loi  de  composition  des  forces  concourantes,  que, 

si  a  et  P  sont  deux  angles  d'un  triangle  rectangle,  x  le  côté  opposé 

à  l'angle  j3,  on  a 

co»p  =  cod/i-r  sina. 

Ces  résultats  sont  indépendants  de  la  théorie  euclidienne  des  pa- 
rallèles; si  maintenant  on  suppose  successivement,  r  étant  réel, 


/i  =  0,      /i  = »      h  =z-t 

r  r 


on  a  une  formule  qui  suffît  pour  rétablir  respectivement  les  Géoiné- 
tries  euclidienne,  hyperbolique,  elliptique. 
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Donc,  conclut  M.  Genocclii,  le  postulatum  d'Archimède  pour  le 
levier  peut  tenir  lieu  du  postulatum  d'Euclide. 

.11  nous  est  difficile  d'admettre  la  rigueur  de  cette  conclusion,  et, 
quelque  intéressant  que  soit  le  rapport  signalé,  les  deux  postulata 
peuvent  rester  parfaitement  distincts;  la  démonstration  a  priori  de 
la  loi  de  composition  des  forces  concourantes  repose  en  eilet  sur  le 
principe  d'homogénéité,  et  ce  principe  suffit  d'autre  part  pour 
démontrer,  dans  les  mêmes  conditions,  le  postulatum  d'Euclide. 

Que  Daviet  de  Foncenex  l'ait  appliqué  avant  Legendre  à  des 
propositions  de  Géométrie  ou  de  Mécanique,  ces  applications  n'en 
paraissent  pas  moins,  quoi  qu'eu  dise  M.  Genocclii,  en  butte  à  la 
même  objection  fondamentale. 

Nous  ne  pouvons  guère  accepter  davantage  que  réciproquement, 
la  théorie  des  parallèles  étant  admise,  le  principe  d'Archimède  ait 
été  démontré  en  foute  rigueur.  Fermât,  qui  l'a  nié,  ne  serait  pas 
sans  doute  embarrassé  aujotu*d'kui  pour  constituer  une  statique 
non  archimédienne. 

M.  Genocchi  n'est,  au  reste,  nullement  partisan  des  nouvelles 
géomé  tries;  il  consacre  à  leur  critique  la  seconde  Partie  de  son  Mé- 
moire et  un  appendice  de  i5  pages  Sur  l* existence  de  la  pseudo^ 
sphère  et  sur  l'impossibilité  de  démontrer  le  postulatum,  d' Euclide. 
Cet  appendice  est  rempli,  en  grande  partie,  par  une  polémique 
contre  les  démonstrations  de  cette  impossibilité  données  par 
M.  Hoûel  (*)  et  M.  De  Tilly  (2).  Toutefois,  M.  Genocchi  avoue 
qu'il  serait  assez  disposé  à  l'admettre,  comme  résultant  des  travaux 
de  M.  Flye  Sainte-Marie  ('). 

Le  principal  argument  développé  dans  cette  polémique  consiste 
dans  l'impossibilité  où  l'on  a  été  jusqu'à  présent  de  démontrer 
Texistence  d'une  surface  à  courbure  constante,  négative,  continue, 
indéfinie  et  simplement  connexe,  surface  que  M.  Genocchi  nom- 
merait pseudosphère.  Il  est  certain  que  les  surfaces  de  révolution 
à  courbure  constante  négative  (surfaces  pseudosphériques  de  Bel- 
trami)  ne  satisfont  pas  à  cette  définition,  et  qu'elles  ont  seulement 
avec  cette  surface,  jusqu'à  présent  seulement  idéale,  de  la  pseu' 


(  •  )  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  U  VUI. 
(•)  Mémoires  tie  l* Académie  royale  de  Belgique,  t.  XXX  et  XXXVI. 
(')  Études  analytiques  sur  la  théorie  des  jforallèles.  Par»,  1871. 
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dosphère,  une  analogie  comme  celle,  par  exemple,  du  cône  au 
plan  (  *  ).  Existe-t-il  une  telle  surface  parmi  celles  qui  ne  sont  pas  de 
révolution  ?  Cela  est  très-douten^,  mais  l'impossibilité  n'en  est  pas 
démontrée  non  plus. 

La  question  est  de  savoir  si  l'emploi  d'une  pareille  notion,  sup- 
posée même  purement  idéale,  fausse  les  raisonnements  de  MM.  Hoûel 
et  De  Tilly.  Pour  notre  part,  nous  ne  le  pensons  pas  \  mais  celui  qui 
pose  cette  objection,  alors  qu'il  finit  par  convenir  de  la  conclusion, 
s'expose  peut-être  au  reproche  qu'il  adresse  à  d'autres,  celui  de 
soulever  des  discussions  byzantines. 

Malgré  ces  critiques,  nous  nous  plaisons  à  reconnaître  que  le 
Mémoire  de  M.  Genocchi  mérile  d'être  lu,  surtout  par  les  adver- 
saires de  ses  opinions.  Peut-être  trouveront-ils  les  leurs  parfois 
exagérées  et  partant  plus  facilement  combattues  \  mais  c'est  un 
danger  auquel  tout  novateur  doit  s'habituer  ;  c'est  aussi  une  sauve- 
garde contre  les  exagérations  auxquelles  il  pourrait  se  laisser  en- 
trainer  de  lui-même,  en  l'absence  de  toute  contradiction . 

P.  T. 


PAOUS  (R.  db).  —  Lb  Trasformazioni  piane  doppie  ('). 

L'auteur  marche  dans  une  voie  tracée  par  Clebsch  \Ueher  den 
Zusammenhang  einer  Classe  ^von  Flâchenabbildungen  [Math. 
Ann.,  t.  ni)]. 

Étant  donnés  deux  plans  P,  P',  supposons  qu'à  un  point  p  de 
P  correspondent  deux  points  p\  p\  de  P',  le  seul  point  p  corres- 
pondant d'ailleurs  sur  P  à  ces  deux  points  ^  supposons  en  outre 
que,  lorsque  p  décrit  une  droite,  les  deux  points  p\  p\  décrivent 
sur  P'  une  même  courbe  d'ordre  n  :  le  plan  P  sera  dit  double  et  le 


('  )  Nous  ferons  cependant  remarquer  que,  si  l'on  suppose  la  surface  d'un  cône  com- 
posée, comme  les  surfaces  de  Riemann,  d'un  nombre  indéfini  de  nappes  enroulées, 
tonte  figure  tracée  sur  le  plan  pourra  être  appliquée  sur  le  cône,  et  réciproquement, 
de  sorte  que  la  Géométrie  du  plan  peut  être  regardée  comme  identique  avec  celle  du 
cône.  Pourquoi  n'en  serait-il  pas  de  même  pour  la  pseudosphère  et  la  surface  de  ré- 
▼olntion  engendrée  par  la  tractoire?  (J.  H.) 

(*)  4ui  délia  R,  Accademia  dei  Lincei  (187G-77).  Roma,  1877;  36  p. 
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plan  P'  simple;  on  a  ainsi  la  transformation  plane  doablc  ctodice 
par  M.  de  Paolis. 

Entre  les  deox  points  conjoints  p'^  p^  existe  nne  transfermation 
rationnelle  in%'oluti%'e  :  cette  même  transformation  rdie  cnsemUe 
les  deax  conrbes  conjointes  C,  C,  qni,  sor  le  plan  simple,  corres- 
pondent â  la  courbe  C  du  plan  double;  à  une  conribe  du  plan  double 
peut  d'ailleurs  correspondre,  sur  le  plan  simple,  une  courbe  con- 
jointe â  elle-même;  deux  courbes  conjointes  ei  nne  courbe  cor- 
respondante du  plan  double  sont  de  même  gemr^;  les  courbes 
conjointes  à  elles-mêmes  et  correspondantes  aux  courbes  ration- 
nelles du  plan  double  sont  hyperelliptiques. 

En  général,  il  existe  sur  le  plan  double  une  courbe  Undte^  lien 
des  points  qui  admettent,  comme  points  correspondants  sur  le  plan 
simple,  deux  points  in6niment  voisins;  le  lieu  correspondant  sur 
le  plan  simple,  lieu  formé  de  points  conjoints  infiniment  roisios, 
est  la  courbe  double.  La  courbe  limite  et  la  courbe  sont  de  même 
genre.  Outre  la  courbe  double,  il  peut  exister  sur  le  plan  simple 
des  points  doubles,  auxquels  correspondent  des  points  limites  sur 
le  plan  double. 

A  Teiisemble  des  droites  du  point  double  correspond  un  réseau 
de  courbes  hyperelliptiques  d'ordre  n  ;  toutes  ces  courbes  passent 
par  les  points  fondamentaux  du  plan  simple;  deux  d'entre  elles 
se  coupent  en  outre  en  deux  points  conjoints. 

On  aperçoit  là  un  champ  étendu  de  recherches  qui  concerne- 
ront, en  particulier,  les  singularités  des  courbes  correspondantes 
des  deux  plans. 

Le  travail  de  M.  de  Paolis  est  divisé  en  trois  Parties  :  la  première 
comprend  les  propriétés  générales  de  la  transformation  d'ordre  n 
et  de  genre  p  ;  dans  la  deuxième,  Tauteur  traite  spécialement  des 
cas  où  p  est  égal  à  zéro  et  à  i  ;  enGn,  dans  la  troisième,  il  étudie 
quelques  cas  particuliers  où  Tordre  et  le  genre  ont  des  valeurs 
données. 
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BIAKCHI  (L.)-  — SuLLB  SLPERPiciB  APPLiGABiLi.  (Estratto  della  dissertazione 
di  laurea  deir  autore.)  —  In-S"*,  58  pages.  Pise,  1878. 

Ce  travail  compendcinq  Parties.  Dans  la  première,  l'auteur  donne 
divers  théorèmes  relatifs  à  des  surfaces  applicables  se  déduisant 
simplement  de  deux  courbes  gauches  ;  par  exemple,  c,  c'  étant 
deux  telles  courbes,  si  Ton  considère  pour  chacune  d'elles  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  la  courbe,  fait  avec 
elle  un  angle  constant  d  et  reste  perpendiculaire  à  la  normale 
principale,  les  deux  surfaces  seront  applicables  l'une  sur  l'autre 
lorsque  la  relation 

ros9       sinO       rosO       sinO 


R  T  R'  T' 

sera  satisfaite,  R^T,  R',T^  désignant  les  rayons  de  courbure  et  de 
torsion  des  deux  courbes.  La  seconde  Partie  concerne  les  surfaces 
de  révolution^  M.  Blanchi  démontre  que,  si  pour  une  surface 
l'élément  linéaire  est  donné  par  l'égalité 

ds^  =  E da^  -♦-  'i.Yda  du  4-  Gdv\ 

où  E,  F,  G  ne  dépendent  que  d'une  seule  des  variables  i/,  i^,  cette 
surface  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution,  les  lignes  qui 
correspondent  à  la  variable  qui  entre  dans  E,  F,  G  devenant  les 
parallèles  de  la  surface  de  révolution.  Dans  la  troisième  et  dans  la 
quatrième  Partie,  il  s'occupe  de  la  déformation  de  diverses  surfaces 
hélicoïdes,  et  de  diverses  surfaces  moulures  (ayant  un  système  de 
lignes  de  courbures  situées  dans  des  plans  parallèles).  Enfin  la 
cinquième  Partie  est  consacrée  au  problème  suivant  :  «  Est-il  possible 
de  déformer  une  surface  donnée  de  façon  qu'un  système  de  lignes 
tracées  sur  cette  surface  devienne  un  système  de  lignes  de  courbures 
de  la  surface  déformée?  »  M.  Bianchi  traite^  après  M.  Dini,  le  cas  où 
le  système  de  lignes  données  est  le  système  de  génératrices  d'une 
surface  gauche^  il  résout  encore  le  problème  posé  dans  le  cas  où  la 
surface  donnée  est  de  révolution,  et  où  les  lignes  données  admettent 
pour  trajectoires  sous  un  angle  constant  les  parallèles  de  la  sur- 
face. Citons  encore  ce  théorème  :  «La  surface  de  révolution  admettant 
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comme  courbe  méridienne  la  couibc  engendrée  par  le  foyer  d'une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole  roulant  sans  glisser  sur  l'axe  de  la  sur- 
face peut  être  déformée  d'une  inGnité  de  façons^  de  manière  à 
conserver  la  même  courbure  moyenne,  et  chaque  syslème  de  tra- 
jectoires sous  un  angle  constant  des  méridiens  devient  une  fois  un 
système  de  lignes  de  courbure  de  la  surface  déformée  ». 


*^* 


BERTINI  (E.)*  —  RiCERCHB  sullb  trasformazioni  vnivochb  inyolotobib  nel 

PIANO  (*). 

Les  recherches  de  M.  Bertini  se  rapportent  au  problème  suivant  : 
Trouver  toutes  les  transformations  involutives  dans  le  plan  qui  sont 
irréductibles  entre  elles,  c'est-à-dire  qui  ne  peuvent  point  se  dé- 
duire l'une  de  l'autre  par  une  série  de  transformations  quadratiques, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  une  transformation  univoque. 
L'auteur  admet  que  les  points  fondamentaux  de  la  transformation 
puissent  occuper  des  positions  spéciales  et  devenir  infiniment  voi- 
sins, mais  on  ne  doit  point  faire  de  suppositions  analogues  sur  les 
courbes  fondamentales. 

M.  Bertini  étudie  d'abord  la  réduction,  par  des  transformations 
quadratiques,  de  certains  systèmes  linéaires  à  d'autres,  d'ordre 
moindre  -,  puis  il  montre  que  toute  courbe  fondamentale  L«-  qui  passe 
Un  fois  par  le  point  fondamental  auquel  elle  correspond  donne  nais- 
sance à  un  système  (L)  de  courbes  correspondantes  à  elles-mêmes 
ou  se  correspondant  entre  elles  et  que,  dans  toute  transformation 
involutive,  il  existe  au  moins  un  tel  système^  examinant  ensuite 
les  cas  où  a.v==  i,  2^  3,  il  prouve  que,  pour  ces  cas,  les  transfor- 
mations involutives  sont  toujours  réductibles  aux  quatre  suivantes, 
irréductibles  entre  elles  : 

(a)  Ilomologie  harmonique. 

(A)  Transformations  involutives  (de  Jonquières)  d'ordre  P'h2 
avec  ap  +  2  points  simpU's   fondamentaux  distincts ,  présentant 


(* )  JnHali  f/i  Matematica  para  di  appltcata,  3*  scrtc,  l.  Vlll,  p.  sf  j-sSo.  (T<tir  IN^ 
/etiH^  II,,  10.)  •     • 
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une  courbe  dont  tous  les  points  coïncident  avec  leurs  correspon- 
dants, d'ordre  ^  -f-  a,  de  genre  />  >  o,  ayant  un  point  ^"p*«  au  point 
p  -h  a"ï***  de  la  transformation. 

(c)  Transformation  involutive  du  huitième  ordre  avec  sept  points 
triples,  présentant  une  courbe  dont  tous  les  points  coïncident  avec 
leurs  correspondants-  du  sixième  ordre  et  pour  laquelle  les  sept 
points  sont  doubles. 

(d)  Transformation  involutive  du  dix-septième  ordre  avec  huit 
points  sextuples,  présentant  une  courbe  dont  tous  les  points  coïn- 
cident avec  leurs  correspondants  du  neuvième  ordre,  et  pour  la- 
quelle les  huit  points  sont  triples. 

Toutes  les  transformations  involutives  de  Jonquières  se  ramè- 
nent aux  cas  (a),  {b).  Le  cas  (c)  a  été  considéré  par  Geiser  [Ueber 
zwei  geometrische Problème  (Journal  de  Crelle,  t.  67,  p.  78)].  Il 
obtenait  cette  transformation  au  moyen  d'un  réseau  de  courbes  du 
troisième  ordre  passant  par  les  sept  points  fondamentaux  :  toutes 
celles  de  ces  courbes  qui  passent  par  un  point  du  plan  ont  un  neu- 
vième point  commun,  que  l'on  peut  faire  correspondre  au  précé- 
dent. Le  cas  (d)  est  nouveau;  il  résulte  d'une  propriété  remarquable 
du  système  linéaire  triplement  infini  de  courbes  du  sixième  ordre, 
de  genre  a,  qui  ont  en  commun  six  points  doubles  :  toutes  celles 
de  ces  courbes  (  formant  un  réseau  )  qui  passent  par  un  point  du 
plan  ont  en  commun  un  autre  point. 

A  ces  quatre  cas  se  ramènent  beaucoup  d'autres  transformations 
involutives;  M.  Bertini  estime  même  que  toutes  peuvent  s'y  ra- 
mener, mais  il  n'est  point  parvenu  à  le  démontrer  rigoureusement. 


HARETU  (Spiru).  —  Sur  L'i?nrARiABiLiTé  des  grands  axes  des  orbites  pla- 
nétaires. —  Paris,  Gautbier-Villars,  1878,  49  pages. 

La  recherche  des  inégalités  séculaires  des  éléments  des  orbites 
des  planètes  est,  comme  on  sait,  un  des  problèmes  les  plus  impor- 
tants de  l'Astronomie.  Laplace  a  démontré  le  premier,  en  1778,  que, 
si  l'on  néglige  les  quantités  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses, 
et  les  quantités  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et 


xf«  PftEUlEIE  PARTIE. 

au  iadjBaiiCHM.  les  çn^b  axe»  de  ces  ovliiiei  b'obI  pst  d^inép- 
lit»  fétnUires.  Ljçran^  démontn  le  iM^ie  tliéoffàie  ponrkcas 
oà  l'on  cr/nserre  toot»  les  pui&MDce»  des  exceatiîcités  ci  des  indi- 
aaiionf .  et  Poisson  établit  qu'il  sobsiile  eaooce  qoand  ob  détermine 
les  Illégalités  du  second  oidrr  par  rapport  aox  liasses.  La  démoB- 
stratîoo  de  Poisson  fut  simplifiée  par  divers  grometre». 

On  sait  que  des  formules  très-simples  A  peroietient  d^exprimer 
les  déri%ées  des  éléments  par  rapport  an  temps  en  Jonction  des 
élémenu  eux-mêmes,  et  des  dérivées  de  la  foncticMi  pertnriMlrioe 
par  rapport  à  ces  éléments.  La  fonction  perturbatrice  dle-mème 
et  ses  dérivées  doivent  être  développées  en  séries,  dont  les  termes 
sont  des  sinus  on  des  cosinus  de  fonctions  linéaires  des  longitades 
moyennes  des  divers  corps  célestes  considérés.  Si  dans  les  seconds 
membres  des  équations  A  on  attribue  aux  éléments  des  valeurs 
constantes,  Tint^ration  devient  immédiate;  on  obtient  pour  les 
nouveaux  éléments  des  constantes  augmentées  de  séries  procédaDt 
suivant  les  sinus  et  les  oosiniu  dont  nous  venons  de  parler.  C'est  la 
deuxième  approximation. 

Si  l'on  remplace  dans  les  seconds  membres  des  formules  A  les 
éléments  par  ces  nouvelles  valeurs,  et  ensuite  les  produits  de  sinus 
et  de  cosinus  par  des  sommes,  une  nouvelle  intégration  pourra  être 
eflectuée  :  on  aura  la  troisième  approximation,  et  ainsi  de  suite.  Il 
faut  remarquer  que  dans  chacuuc  de  ces  approximations  on  doit 
substituer  non-seulement  les  valeurs  obtenues  pour  les  éléments 
de  Torbite  de  la  planète  troublée,  mais  aussi  celle  des  éléments  de 
toutes  les  planètes  perturbatrices. 

Si  le  résultat  de  Tune  de  ces  substitutions  contient  un  terme 
constant,  l'intégration  donnera  un  terme  proportionnel  au  temps, 
c'est-à-dire  une  inégalité  séculaire. 

Pour  reconnaître  que  le  grand  axe  de  l'orbite  n'est  pas  airecté 
d'inégalités  séculaires,  il  faut  donc  examiner  dans  chaque  approxi- 
mation tous  les  termes  que  l'on  obtient  quand  dans  les  seconds 
membres  des  formules  A  on  introduit  les  valeurs  des  éléments 
fournies  par  l'approximation  précédente.  Dans  la  démonstration 
de  Poisson,  l'i^xamen  des  termes  qui  proviennent  de  la  variation 
des  élém(;nts  de  la  planète  troublée  est  relativement  facile;  celui 
des  termes  provenant  de  la  variation  des  éléments  de  la  planète 
perturbatrice  est,  au  contraire,  très-compliqué,  et  cela  résulte  de 
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ce  que  la  fonction  perturbatrice  n'est  pas  la  même  pour  les  diflë- 
rentes  planètes  du  système. 

Dans  son  Mémoire  sur  l'élimination  des  nœuds,  JacobI  a  indiqué 
une  transformation  qui  consiste  à  chercher  le  mouvement  d'une  des 
planètes  autour  du  Soleil,  celui  d'une  deuxième  planète  autour  du 
centre  de  gravité  du  Soleil  et  de  la  première,  celui  d'une  troisième 
autour  du  centre  de  gravité  du  Soleil  et  des  deux  premières,  etc. 
Dans  ces  conditions,  la  fonction  perturbatrice  est  la  même  pour 
toutes  les  planètes;  seulement,  au  lieu  d'être  linéaire  par  rapport 
aux  masses,  elle  en  renferme  toutes  les  puissances. 

Dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus,  21  février  1876, 
M.  Tisserand  prit  cette  transformation  comme  point  de  départ  et 
en  tira  une  démonstration  très-simple  de  l'invariabilité  des  grands 
axes,  tant  que  l'on  ne  conserve  que  les  deuxièmes  puissances  des 
masses. 

M.  Haretu,  dans  un  intéressant  Mémoire,  présenté  comme  thèse 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  étend  cette  démonstration  aux 
troisièmes  puissances  des  masses.  Poisson  avait  déjà  essayé  cette 
extension  \  mais  il  n'avait  considéré  que  les  termes  provenant  de  la 
variation  des  éléments  de  la  planète  troublée.  La  substitution  de 
Jacobi,  utilisée  par  M.  Haretu,  le  dispense  en  quelque  sorte  de 
distinguer  la  planète  troublée  de  la  planète  perturbatrice;  en  sui- 
vant la  marche  indiquée  par  Poisson,  il  a  donc  pu  faire  une  étude 
complète  de  la  question. 

Quand  on  s'en  tient  aux  deuxièmes  puissances  des  masses,  on 
ne  trouve  pas  d'inégalités  séculaires,  mais  le  temps  apparaît  hors 
des  signes  sinus  et  cosinus  :  on  obtient  des  termes  de  la  forme 

A/î!;(ér'4-/i). 

Ces  termes  donnent  naissance  à  des  inégalités  séculaires  du  troisième 
ordre. 

Le  sujet,  qui  avait  été  étudié  déjà  par  M.  E.  Mathieu  danslei/bor/xa/ 
de  Crelle  par  une  voie  biendiiTérentc,  n'est  évideomicnt  pas  épuisé. 
Cette  démonstration  ne  peut  suffire  pour  décider  si  les  grands  axes 
des  orbites  doivent  dans  la  suite  des  siècles  s'écarter  notablement 
de  leurs  valeurs  actuelles.  Rien  ne  prouve  que  les  termes  propor- 
tionnels au  temps  ainsi  obtenus  ne  proviennent  pas  du  dévelop- 
pement de  fonctions  périodiques,  développement  qui  serait  du  à 
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l'application  même  de  la  méthode  ;  on  sait  que  des  inégalités  sécu- 
laires se  présenteraient  dès  la  deuxième  approximation  sans  une 
précaution  particulière  destinée  à  faire  disparaître  le  temps  en 
dehors  des  signes  sinus  et  cosinus.  B.  B. 


MÉLANGES. 

SUR  LES  ponts  DlHFLEnOH  DBS  GOÏÏRBBS  ALGfiBRIQUES; 

Pak  m.  ELLIOT, 
Profeatenr  à  U  Faenlté  des  Sciences  de  Besançon. 

1 .  Les  coordonnées  des  points  d'inflexion  d'une  courbe  algébrique 
de  degré  m  satisfont  à  une  équation  de  degfé  3(/7»  —  a)  qu'on  ob- 
tient en  égalant  à  zéro  le  hessien  de  la  courbe.  Mais  les  coordonnées 
des  point  multiples  Tériflent  aussi  cette  équation.  On  sait  par  les 
recherches  de  Plûcker  que  la  présence  d'un  point  double  diminue 
le  nombre  des  points  d'inflexion  de  six  unités,  et  celle  d'un  point 
de  rcbroussement  de  première  espèce  de  huit  unités.  Je  me  propose 
d'indiquer,  dans  ce  qui  suit,  comment  on  peut  trouver  le  nombre 
des  points  d^inllexion  d'une  courbe  algébrique  qui  possède  des  sin- 
gularités de  nature  quelconque.  Je  définis  un  point  singulier  par 
le  polygone  qui,  d'après  la  méthode  de  M.  Puîseux,  fournit  les 
termes  du  degré  le  moins  élevé,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 
le  nombre  et  le  degré  des  racines  infiniment  petites  qui  se  rappor- 
tent à  ce  point  quand  on  y  a  transporté  l'origine  des  coordon- 
nées. 

M.  Brill  a  entrepris  tout  récemment  (  *  )  une  recherche  analogue 
fondée  sur  le  système  des  notations  symboliques.  Il  est  arrivé,  rela- 
tivement «1  la  multiplicité  du  hessien  en  un  point  multiple  ordi- 
nairt*  de  la  courbe  donnée,  à  un  théorème  qui  est  une  conséquence 
facile  de  la  méthode  que  j'ai  adoptée. 


^•}  Vurhir  »iti:isckr  .-ÊMMaJcrn,  t.  Mil,  p.  175-183;   1878. 
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2.  L'introduction  da  déterminant  de  Hesse,  pour  la  recherche 
des  points  d'inflexion,  se  fait  très-simplement  par  la  méthode  sui- 
vante, dont  j'ai  pris  le  principe  dans  l'Ouvrage  de  Clebsch  (  *). 

Soit 

(i)  /('>r)  =  o 

l'équation  de  la  courbe  donnée  de  degré  m.  Si  l'on  appelle  X| ,  j^i , 
X,  jr  les  coordonnées  de  deux  points  M| ,  M,  celles  d'un  point  quel- 
conque de  la  droite  qui  les  joint  pourront  être  représentées  par  les 
expressions 

X-+-I   •       X-t-i  * 

X  étant  le  rapport  des  distances  du  point  dont  il  s'agit  aux  deux 
points  M| ,  M.  L'équation 


déterminera  les  rapports  des  distances  aux  points  M|  et  M  des  m 
points  d'intersection  de  la  courbe  (i)  avec  la  droite  M 1  M.  Rendons 
homogène  l'équation  de  la  courbe,  et  posons 


l'équation  qui  donne  X  deviendra,  en  adoptant  des  coordonnées  ho- 
mogènes, 

/(or,  -+-  Xx,  j,  -+-  \jr^  z,  4-  Xz)  =  o, 

ou,  en  développant  la  formule  de  Taylor, 

^    '  1  x.'iX     dx\  -"  dx.dyx  djr\ 

iVf  d^f  d'fX 

2XZ   '■ h  2YZ  ^—  -f-  z' )  4-  ...  =0. 

djCtdZi  djfxdzx  ^^\  J 


(•)  Vorlesimgen  ûber  Géométrie,  p.  3ii. 

Bull,  des  Sciences  mnthém.,  i"  Série,  t.  II.  (Mai  1878.)  l5 
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Supposons  que  M|  appartienne  à  la  courbe  :  si  l'on  veut  que  la  droite 
MM|  rencontre  la  courbe  en  deux  points  confondus  avec  M|, 
l'équation  précédente  devra  avoir  deux  racines  nulles,  ce  qui  assu- 
jettit le  point  M  à  être  sur  la  tangente  en  M| .  Supposons  mainte- 
nant que  Ml  soit  un  point  d'inflexion;  si  l'on  prend  le  point  M 
sur  la  tangente  d'inflexion,  la  droite  MM|  devra  rencontrer  la 
courbe  en  trois  points  coïncidant  avec  M|,  et  l'équation  (a)  aura 
une  racine  triple  nulle.  On  aura  donc 


(3) 

(4) 


/('i./i.  Si)=0, 


i|(  =:  a' 


f 


d>f 


dx, 


df  'If 


(5) 


+  J 


dx] 


ax/ 


d'f 


dxi  Ujr, 
<Pf 


2  «2 


aj3 


^/ 


«  —  =  o. 


djr\    '  dxydz,  dy^dzx 

L'équation  tp  =  o  représente  une  conique  qui  contiendra  tous 
les  points  de  la  droite  f  =  o.  La  fonction  ^  sera  donc  décomposable 
en  deux  facteurs  linéaires/ et  par  suite  son  discriminant  sera  nul. 
Les  coordonnées  des  points  d'inflexion  annuleront  donc  le  hessien 

d}f        df 


H  — 


dx" 


dxdr     dxdz 
(ir  dz 


<Pf     _ 

dyiir      dy 

,pf     rf»/    d>f 


dz  dx      <fz  dy       dz- 

3.  Réciproquement,  il  faut  montrer  qu'un  point  M|,  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  l'équation  (i)  et  annulent  le  hessien,  est  un 
point  d'inflexion  ou  un  point  multiple.  Remarquons  d'abord  que 
la  fonction  ^  peut  être  représentée  par 


(6) 

et  que  l'expression 

(7) 


iio  do 

:r  ~î-  4-  y  — — 
dx,  dy. 


d^ 
dzx 


d^  d'h  d^ 


d.T 


dz 


reproduira  ^  à  un  facteur  constant  près. 


i.t  .i"«*ii" 
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La  première  propriété  est  évidente.  La  seconde  se  vériGo  en  dé** 
▼eloppant  l'expression  (7) 


2JP     I   jp 'L.  -f-  y  "^  ^  3  -^        \ 

l     rf=/  d'f       fpf\ 

I  1  ^  -; — ; h  y  —, — ', *-  s  -,-;  )  • 

\    dzxdxi  dzyd/i  dz\j 


4-23 


Si  l'on  ordonne  par  rapport  à  x^  y^  z.  en  appliquant  le  théorème 
des  fonctions  homogènes,  on  trouve 

/ox  tl^  d^         d^  , 

Revenons  à  notre  hypothèse.  Puisque  le  hessicn  est  nul  pour 
les  coordonnées  du  point  M| ,  la  conique  ^  =r  o  se  décompose  en 
deux  droites.  Ce  système  de  droites  contient  le  point  Mi  \  car  la 
condition  (3)  peut  s'écrire,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions 
homogènes, 

Appelons  P  et  P'  les  deux  facteurs  de  ip,  en  sorte  que 

.{i  =  P  X  P'  =  (  Aar  4-  Bj  -t-  C)  (  A'x  4-  B>  -+-  C). 

La  fonction  représentée  par  l'expression  (  7  )  sera 

X,  (AP'  -h  A'P)  -4-r,  (BP'  -+-  B'P)  -f-2,  (CP'  4-C'P) 
ou  bien 

P'(A x,  4-  B^,  4-  Cs.)  4-  P  (  A' X,  4-  B>,  4-  C'^,). 

Or  l'un  des  coefficients  de  P  ou  de  P'  est  nul-,  la  fonction  (7),  qui, 
d'après  l'équation  (8),  est  égale  à  2(/n —  i)(]p,  ne  diffère  donc  que 
par  un  facteur  constant  de  l'une  des  fonctions  P  ou  P'.  De  là  résulte 
que,  si  l'on  prend  le  point  M  sur  la  tangente  à  la  courbe  au  point 
Mi ,  l'équation  (  a  )  aura  une  racine  triple  égale  à  zéro,  et  le  point 
M|  sera  un  point  d'inflexion. 

4.  Notre  raisonnement  serait  en  défaut  si  le  point  x%y\  appar-; 

i5. 
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tenait  à  la  fols  aux  deux  droites  P  =  o,  P'=  o.  La  fonction  (7) 
serait  alors  identiquement  nulle  ;  il  en  serait  de  même  de  la  fonc- 
tion cf,  c'est-à-dire  que  Ton  aurait 

df  df  df 

-  —  =  o,      =  O,     -7—  =  o, 

dx,  df,  dz, 

et  le  point  M|  serait  un  point  multiple. 

Il  peut  arriver  aussi  que  la  fonction  ^  soit  nulle  identiquement. 
Le  théorème  des  fonctions  homogènes  montre  alors  que  les  trois 
premières  dérivées  sont  encore  nulles.  Les  points  de  la  courbe  dont 
les  coordonnées  vérifient  Téquation  H  =  o  sont  donc  bien  des 
points  d'inilexion  ou  des  points  multiples. 

IL 
5.  Supposons  qu'on  élimine^  entre  les  deux  équations 

(i)  /{'^y)  =  o, 

(2)  B{x,x)  =  o; 

le  résultant  sera  un  polynôme  en  x,  dont  les  racines  seront  les 
abscisses  des  points  d'inflexion  et  celles  des  points  multiples.  Pour 
évaluer  le  degré  de  multiplicité  de  ces  dernières,  remarquons  que, 
si  Ton  appelle j^i,j"2,  . . . ,  y„t  les  m  valeurs  de  y  qui  satisfont  à 
l'équation  (i),  le  résultant  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  H  {x,Xx)B  (x,  j,)  ...  H  (or,  j«). 

Soient  a  et  b  les  coordonnées  d'un  point  multiple,  et  posons 
x=a-hx'yjr=^b-h  /'•  Le  résultant  conservera  une  forme  ana- 
logue^ pour  simplifier,  nous  garderons  la  forme  (3),  ce  qui  revient 
à  supposer  que  le  point  multiple  à  étudier  coïncide  avec  l'origine 
des  coordonnées. 

La  question  est  de  trouver  à  quel  degré  x  entre  comme  facteur 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  résultante,  ou  bien  dans 
l'expression  (3).  Pour  cela  on  considérera  les  racines  infiniment 
petites,  dont  on  sait  calculer  le  développement  en  série,  limité  à 
un  ou  plusieurs  termes,  d'après  la  méthode  de  M.  Puiseux;  cha*^ 
cune  de  ces  racines  rend  infiniment  petit  le  facteur  qui  lui  corret» 
pond  dans  l'expression  (3).  Nous  allons  voir  comment  on  peul 
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évaluer  le  degré  de  ces  difTérenls  facteurs,  en  sorte  que,  faisant  la 
somme  des  degrés  fournis  par  les  racines  infiniment  petites,  on 
aura  le  degré  de  x  dans  le  résultant  pour  le  point  singulier  étudié. 
Il  est  clair  que,  s'il  n'y  a  pas  d'autre  point  singulier  sur  l'axe  Qy 
que  l'origine,  et  s'il  n'y  a  pas  non  plus  de  point  d'inflexion,  le 
calcul  relatif  à  l'origine  donnera  le  degré  du  facteur  x  daps  le  ré- 
sultant-, sinon,  le  degré  de  ce  facteur  sera  la  somme  des  degrés  ré- 
pondant aux  diilérents  points  multiples  ou  d*inflexion  que  contient 
l'axe  Oy. 

6.  Il  est  inutile,  pour  le  calcul  actuel,  de  substituer  au  hessien, 
tel  qu'il  a  été  trouvé,  une  autre  forme  ne  contenant  plus  de  déri- 
vées par 'rapport  à  z.  Multiplions  para*,  y^  i  les  éléments  de  la 
première,  de  la  deuxième  et  de  la  troisième  colonne  du  hessien,  et 
transformons  la  somme  de  ces  produits  au  moyen  du  théorème  des 
fonctions  homogèues.  On  aura  trois  termes 


,._„f. 


qu'on  pourra  mettre  à  la  place  des  éléments  de  la  dernière  colonne. 
Le  hessien  H  deviendra 


/// 


-0 


'/»/ 

d>f 

df 

rfx» 

dxdy 

d.r 

.Pf 

d-f 

df 

dydx 

rf/» 

df 

d'f 

d'f 

df 

dzdx 

dzdy 

ilz 

Remplaçons  de  la  même  façon  les  éléments  de  la  dernière  ligne 
par  ceux  qu'on  obtient  en  multipliant  par  x,  j^,  i  les  éléments  des 
trois  lignes,  et  en  faisant  la  somme,  on  aura 


m 


-•)' 


d-f 

'ff 

df 

fLt:' 

dydx 

de 

d'f 

d'f 

df 

dydx 

dy 

dy 

df 

df 

dy 

O 
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ou  bien 

^^'  ^  ^   Wfiv)   <U'  dx  df  dxtif        \dx)   df'X 

7.  Considérons  une  racine  inGnimcnt  petite  d'ordre  ft  entier  ou 
fractionnaire.  On  pourra  la  représenter  par  j^  =  Vx»*,  V  étant  une 
fonction  algébrique  de  x  qui  ne  s'annule  pas  avec  x.  Adoptons  le 
mode  de  représentation  géométrique  de  M.  Puiseux,  c'est-à-dire, 
dans  un  terme  Aj*x^  dey(a:,7"),  regardons  a  comme  une  abscisse, 
P  comme  une  coordonnée.  On  fait  ainsi  correspondre  à  chaque 
terme  un  point,  et  Ton  sait  que,  si  Ton  regarde  j^  comme  un  infini- 
ment petit  de  Tordre  fx,  les  termes  du  moindre  d^ré  répondront  à 
des  points  situés  sur  une  même  ligne  droite  G.  Il  résulte  de  notre 
représentation  géométrique  que,  si  l'on  prend  la  dérivée  dcy(x,j) 
par  rapport  à  x  ou  a  j\  les  termes  du  plus  petit  d^ré  de  cette  dé- 
rivée, quand  j^  est  considéré  comme  de  Tordre /x,  répondront  à  des 
points  situés  sur  une  ligne  droite,  et  cette  ligne  droite  sera  la  droite 
G  qu'on  aura  reculée  d'une  unité  dans  la  direction  O^  oa  Ost.  La 
même  remarque  s'appliquera  s'il  s'agit  des  dérivées  secondes  de  la 
fonction  y*(a:,j')-,  car  il  suffira  d'opérer  un  nouveau  déplacement 
d'une  unité  vers  les  a  ou  les  /3  négatifs. 

Si,  maintenant,  nous  remarquons  que  la  forme  (4^  du  hcssten 
ne  contient  que  des  dérivées  d'ordre  un  ou  deux  de  la  fonction 
j  (xjj^),  on  voit  que,  pour  avoir  les  termes  du  plus  petit  desré  ix^ 
le  licssien,  il  sudit  de  faire  la  substitution  r  =  Vjr^  dans  les  tenues 
des  dill'érentes  dérivées  qui  proviennent  des  termes  de  /"  x.  ^  ) 
répondant  à  la  droite  G.  11  est  d'ailleurs  évident  «ju'oq  jworra 
substitn(T  pour  y  sa  valeur  approchée  vx!^^  quand  on  aura  puis  les 
dérivées.  La  seule  réserve  à  faire  est  que  le  coefficient  de  \x  plxts 
petite  puissance  de  x  que  Ton  calcule  ainsi  soit  diriRrrem  de  «ên>. 

8.  Faisons  la  substitution  j^  =  i'X^*,  où  i*  est  la  lalrvr  apfwvckée 
de  la  fonction  V.  Si  Ton  désigne  par  A'  le  plus  petit  expfxsanfi  Jex. 
dans  les  termes  dey(x,j)  après  la  substitution,  oa  aura 

Si  nous  voulons  avoir  les  termes  du  plus  petit  deCTc  i»  ierriiei:^ 

If     If 
^.,    -,  ...,  il  suilira  de  tenir  compte  du  premier  terait*  ooi  a  «lU: 

//     dy  X  »  » 


ai 
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seul  écrit  dans  le  second  membre  de  l'équation  précédente.  Or  les. 
règles  élémentaires  des  dérivées  donneront 


•  •  » 


df  dv 


djTi 


d'f       .  ^    d}fi 

dy   --^  .A^  ^•••• 


On  n'a  écrit  dans  les  seconds  membres  de  ces  formules  que  les 
termes  du  degré  le  moins  élevé,  et  désigné  simplement  par  cp  la 
fonction  f  (i^)-  Si  Ton  forme  maintenant  la  quantité 

{4iV^_^d£  df   d^f  ^  (dfyd^f 

\dr  J   dx^  dx  df  dxdy        x^'^J   dy^ 

OU  trouve  immédiatement  que  les  termes  provenant  de  ceux  qui  ont 
été  éciits  dans  les  formules  (6)  ont  le  même  degré  Zk —  i^l  —  2, 
et  que  le  coefficient  en  j:**^*'*""*  est 

d^9  tltt/*  rV 

Si  Ton  regarde  i^  comme  le  coefiicient  de  x^  dans  la  valeur  ap- 
prochée de  la  racine,  on  aura  ^ (i^)  =  o,  et  le  coefficient  se  réduira  à 

D'après  la  nature  de  la  question,  fx  et  v  sont  diilérents  de  zéro  ] 

■notre  coefficient  ne  pourra  être  nul  que  dans  deux  cas  : 

I®  |UL  =  1 .  La  racine  considérée  est  du  premier  degré,  ou  a  pour 

valeur  approchée  y  =  i^x. 

d^ 
2®  ~  =  o,  c'est-à-dire   que  l'équation  ç  (  v')  =  o  a  des  racines 

multiples. 
En  écartant  ces  deux  exceptions,  on  voit  doîiè'qtiUfatt&a'Cher- 
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cher  le  degré  [jl  de  chaque  racine  infiniment  petite,  le  degré  k  de 
sa  substitution  dansf{x^j')^  qui  n'est  autre  que  Tordonnée  à  Tori- 
gine  de  la  ligne  G,  et  multiplier  le  nombre  ^k  —  ^[1  —  2  par  le 
nombre  des  racines  infiniment  petites  du  degré  |u,  enfin  répéter  le 
même  calcul  pour  les  racines  infiniment  petites  des  diiiërents  de- 
grés. Faisons  l'application  à  quelques  exemples. 

9.  Etudions  Tinfluence  d'un  point  de  rebroussement  de  pre- 
mière espèce,  en  prenant  Taxe  des  x  parallèle  à  la  tangente  de  re- 
broussement* En  transportant  l'origine  en  ce  point,  l'équation  de 
la  courbe  sera 

Lqs  termes  du  plus  petit  degré  sont  évidemment  y^  +  ax*.  On  a 

3 
deux  racines  infiniment  petites  de  degré  fx  =  -;  ^  est  égal  à  3,  et 

3  A' —  2fji —  2  a  pour  valeur  4«  Puisqu'il  y  a  deux  racines  infini- 
ment petites,  le  degré  total  sera  8  ;  cela  s'accorde  bien  avec  le  ré- 
sultat connu. 

10.  Considérons  un  point  de  rebroussement  de  deuxième  espèce 
ayant  pour  tangente  Ox.  L'équation  de  la  courbe  aura  l'a  forme 

le  terme  en  x^  manque,  d'après  la  définition  de  ce  point.  On  voit 
très-facilement  que  le  polygone  élémentaire  se  réduit  à  une  seule 
ligne  droite  répondant  aux  termes 

11  y  a  deux  racines  de  degré  |ui  =  2  -,  la  quantité  k  est  égale  a  4? 
et  3/: —  2fi —  2  a  pour  valeur  6.  Le  coeflScient  de  x*,  quand  on 
pose  j=  s^x^^  étant  y^  -^  ai^-h  d^  il  faut  supposer,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  plus  haut,  que  ce  trinôme  n'est  pas  un  carré  parfait.  La 
diminution  apportée  par  un  tel  point  sera  donc  de  1 2  unités. 

11 .  Considérons  un  point  tel  que  les  termes  du  plus  petit  degré, 
quand  j"  est  infiniment  plus  petit,  se  réduisent  k  j^  —  ax^.  Il  y 

aura  p  racines  d'ordre  fx  =  -'Le  nombre  Ar  sera  égal  à  q.  La  quan- 


r 


MÉLANGES.  ^25 

tîlé  3  Ar  —  2/1  —  2  aura  pour  valeur  3y  —  a  -  —  a,  et,  comme  il  y  a 

p  racines  infiniment  petites,  la  diminution  sera  Zpq  —  ^p — a^. 
Supposons  en  particulier  p=  i.  On  aura  un  point  simple  ;  mais 
la  tangente,  qui  est  Ox,  aura  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre 
f  —  I ,  puisque  le  plus  petit  exposant  de  x  dans  Téquation  donnée 
est  q.  Un  pareil  point  compte  donc  pour  3y  —  a — ay  ou  pour 
f —  a  points  d'inflexion  ordinaires. 


III. 

12.  Il  nous  reste  à  examiner  les  deux  cas  d'exception  où  le  coef- 
ficient de  la  plus  petite  puissance  de  x  dans  le  liessien,  après  la 
substitution,  est  égal  à  zéro.  Nous  effectuerons,  pour  cela,  dans  la 
fonction  f^x^y^  une  transformation  qui  sera  comprise  dans  la 
suivante,  en  appelant  <{»  et  f  deux  polynômes  quelconques. 

On  aura,  par  cette  transformation, 

(2)  /(x,j)=F(x',y), 

et  les  deux  hessiens  H  et  H^  seront  liés  par  une  relation  que  nous 
allons  chercher.  On  a 

djcf       dx  djd       dr  ilx 


dy-df' 

.       d^_d\fdj^  d"/  df_€i^       d\fd^      dfd'^d/d'if 


djd^       dx^  dj^^         dxdy  dx'  dx'      df*  dx'^      dx  cAr"      df  dx'' 

d'Y    _    iPf   d-^        d'fdff 

-+■  -r-z  -r-;> 


dx'df       dxdy  dx!       df^  tix' 
iP¥  _  d'f 

\     dy^^dx^' 

Calculons  la  quantité 

—  H'  //F»   d'Y  dF  dV      f/'F         ^F»  rf»F 


[m'  —  I j^       dy  dx''       ^dx'  dy  dx' dy'       dx''  dy^^ 
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où  m!  désigne  le  degré  de  la  fonction  F(x^,  j  'r  j  on 
diatcment 


U  est  aTantagenx  d'introdnire,  dans  le  fccond  ■imImi  de  Féqiu- 

uon  (  4  '•  Ms  deriTees  -p-r»  -rr»  •«  lien  de  - -%  ^»  ce  inu  se  fera  fc- 

cilement  au  mojen  des  deux  praniires  éqmalioBs  (3  .  On  aon 
ainsi 

W  H        d\*       ijT^I  dr^dx^^dW  dx'  dji''^      dF  d*^ 

l-t'-i  *~i-.-i/ir»~<74  dJ  d^^dy     d^     '^dp'dl-^ 

dM^  d^ 

on,  enfin,  en  résolTant,  par  rapport  a  H, 

iU'\d7  Z?  / 

(3.  Co<i5idérons  nne  racine  dn  premier  degré,  dont  la  valeur 
apjjcvx'li^  e^  ^  =  **x.  et  porsoos 


9X  =   >'l 


iKHi>  aurons  un  cas  particulier  de  la  transformation  précédento,  le 
(xJvtftomt*  i  jc'  se  rvihitsant  à  x\  et  le  polynôme ^i.r')  à  vx'.  La 
tvHTtuttle    5    >e  n^iuira  ici  à 

kv  oui  douu^  u  p<vprt«ete  connue  du  liessien,  d'èlre  un  covarianl. 
Vtt  tîv'tt  vkr  34ibssi:u«-  i^n*  H  la  valeur  plus  approchée  r  =  *'-r -h/, 
ît  >uiîtM  vW  >;ib>îî:ii!er  %  Jau*  le  hessîen  H'.  Or  >  '  est  maintenant 
d  uu  vK^n.'  >u^xrrt<tjLr  à  i'uuilê;  ledegrédela  substitution  sera  donc, 
eu  à\>i^U4Mt  par  x*  W  dc^ré  de  v  \  par  i*  le  degré  de  la  substitu- 
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lion  disiiis  la  fonction  F{x^y')  rszf^x^j'-^  vx)^ 

3/'  —  ^^'  —  2, 
en  sorte  qu'on  n'aura  nullement  a  calculer  le  liessien  H^ 

\  4.  Considérons  un  point  double  ordinaire, 

OÙ  je  supposerai  que  a  e\b  sont  distincts,  et  que  la  fonction  homo- 
gène du  troisième  degré  fs(^»^)  n'est  divisible  ni  par  j^ —  ax  ni 
par  j^  —  bx.  11  7  a  ici  deuic  racines  infiniment  petites  du  premier 
ordre.  Posons  j^  —  ax^=^j\  l'équation  deviendra 

Les  termes  qui  répondront  au  polynôme  élémentaire  seront 

y -h  (tf  —  *)  jy^ -4- fs(» , '')JC*. 

Le  polynôme  élémentaire  se  composera  de  deux  côtés;  le  premier 
fournira,  comme  cela  doit  être,  une  racine  du  premier  ordre,  dont 
nous  n'avons  pas  à  nous  occuper;  le  second  côté  fournira  une  ra- 
cine de  degré  2;  le  résultat  de  la  substitution  de  cette  racine  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  sera  de  degré  3;  la  quantité 
3  A'  —  af*' —  2  aura  donc  pour  valeur  3,  et,  puisqu'il  y  a  deux  ra- 
cines infiniment  petites,  le  degré  total  sera  6.  Cela  est  bien  d'ac- 
cord avec  la  réduction  indiquée  par  les  formules  de  Pliicker. 

15.  Considérons  un  point  multiple  d'ordre  /?,  dont  les  tangentes 
sont  distinctes.  Quand  ou  aura  transporté  l'origine  en  ce  point, 
l'équation  prendra  la  forme 

l'équation  est  ordonnée  par  rapport  aux  deux  variables  x  et  y. 
JSous  supposons  ai,  a2, . .  .^ap  différents,  et  nous  admettons  que  la 
fonction  homogène  de  degré  [i  4-  ï  î<Pp+i  (-^îJT)  ^^  *^*^  divisible  par 
aucun  des  binômes  j^ — a^x^  j  —  a^x^  •••^J  —  dpX,  Posons 
y  —  a^x  =j';  l'équation  deviendra 

[y  -h  (fl,  —  np),v]  -h  «p^,  (x,a,x  -l-y  )  H-  . . .  =  o. 
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Les  icrmes  qui  rcpondroDt  aux  côtes  du  polygone  élémentaire  se- 
ront les  termes  en 

Il  n'y  aura  pas  de  terme  en  x^^  et  le  coefficient  cpp(  i,fl|  )  de  x*^* 
est  diilërcnt  de  zéro,  d'après  l'hypothèse.  Les  p  points  répondant 
aux  p  premiers  termes  sont  sur  une  même  ligne  droite,  et  four- 
nissent des  racines  infiniment  petites  d'ordre  i ,  dont  nous  n'avons 
pas  à  nous  occuper.  Mais  le  second  côté  du  polygone  élémentaire 
répondant  aux  deux  derniers  termes  fournit  une  racine  d'ordre  2. 
Celte  racine,  substituée  dans  le  premier  membre  de  l'équation, 
donne  le  degré  /r'  =  p  4-  1 .  La  quantité  3 A' —  a  f*' —  2  sera  donc 
égale  à  3/^ H- 3  —  4  —  ^  =3(/7 — 1).  Puisqu'il  J  sl  p  racines,  le 
degré  total  sera  ip{p  —  i). 

16.  La  môme  méthode  s'applique  encore,  si  l'origine  est  un 
point  de  rebroussement  de  première  espèce,  avec  une  tangente 
quelconque.  L'équation  aura  la  forme 

(jr  —  axy  H-  f,  (x,  j)  +  . . .  =  o, 

la  fonction  ^z{x^j)  n'étant  pas  divisible  par  j  —  ax.  U  y  aura 

3 
deux  valeurs  dej'=,y  —  ax  de  degré  |ui'  =  -?  et  l'on  aura  k'  =  3 

ma 

La  diminution  sera  donc  2(3A^ —  2[x' — 2)  =  8,  comme  dans  le 
cas  où  la  tangente  était  Taxe  des  x. 

Une  courbe  du  troisième  degré  a  neuf  points  d'inflexion.  On 
connaît  la  propriété  remarquable  de  ces  points  de  se  trouver 
trois  h  trois  sur  un  système  de  douze  lignes  droites,  qui  est  une 
conséquence  immédiate  de  Texpression  des  coordonnées  par  les 
fonctions  elliptiques.  Si  la  courbe  a  un  point  double,  il  n'y  aura 
plus  que  trois  points  d'inflexion,  qui  seront  en  ligne  droite.  Si  la 
courbe  a  un  point  de  rebroussement,  il  n'y  aura  plus  qu'un  seul 
point  d'inflexion. 

17.  Il  nous  reste  enfin  à  examiner  le  second  cas  d'exception, 
qui  se  présente  quand  l'équation  ç(i')  =  o  a  des  racines  multiples 
d'ordre  quelconque. 

On  sait,  par  la  théorie  des  fonctions  algébriques,  que,  si  p  désigne 
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le  nombre  des  racines  qui  forment  un  système  circulaire^  et  si  Ton 
pose 

(6)  X    =    Jc'Py 

on  aura 

(7)  j  =  iix'«-4-6jr'P  4-  ...  -4-/x'^H-y, 

OÙ  a,  P,  ...,  X  sont  des  nombres  entiers,  qu'on  peut  supposer 
croissants,  et  où  \esp  valeurs  approchées  dejr'  sont  distinctes  les 
unes  des  autres.  Nous  pouvons  admettre,  en  outre,  que  a  est  diffé- 
rent dep'^  autrement,^  serait  en  x  du  premier  degré,  et  la  substi- 
tution j^'  z=zy  —  ax  nous  débarrasserait  de  ce  cas.  La  transforma- 
tion exprimée  par  les  formules  (6)  et  (7)  est  un  cas  particulier 
de  celle  qui  a  été  examinée  dans  le  n**  12.  On  aura  ici 

AU  lieu  de  substituer  dans  H  la  racine  y^  représentée  par  la  for- 
mule (7),  il  est  clair  qu'ayant  fait  la  substitution  dans  la  fonction 
donnée,  qui  fournira  l'identité 

/(x,r)=F(x',/), 

il  suffira  de  substituer /^  dans  le  second  membre  de  l'identité  (5) 
du  n^  12,  qui  ne  contient  que  des  résultats  relatifs  à  x'  et  j^^,  ou, 
si  l'on  veut,  à  la  fonction  F(j:^,j^').  Cette  identité  deviendra,  en 
remarquant  que 


H ='"-'';. 


w 


(8)       {  ,  s     f^ 


^^       '^'  dy'^  /p^i  fJF       p  —  îdF  dff         df  rf'y  \ 
p^x^i^^       \    j^     dx'  x^     df  dx''^'dydy*)* 

Le  second  membre  de  la  formule  (8)  se  compose  de  quatre  termes  \ 
nous  allons  faire  voir  que  les  deux  premiers  ont  le  même  degré, 
ainsi  que  les  deux  derniers,  mais  qu'on  peut  négliger  les  premiers 
comme  étant  d'un  ordre  infinitésimal  supérieur  à  celui  des  autres. 
Désignons  toujours  par  fi'  le  degré  d'une  racine  j^',  et  par  Ar'lc 
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degré  en  y^  de  la  substitution  de  l'expression  y'=iv'x^  fkns 
¥[x\y).  Les  racines  j'  étant  d'ordre  différent  de  l'unité,  et  leurs 
valeurs  approchées  étant  distinctes,  le  degré  du  hessien  H'  sera 
Zk —  11/! —  a,  et  cdai  du  premier  terme  dans  le  second  nombre 
de  (8)  sera  Zh' — aa' — a/?. 

Puisque  F  est  du  degré  h'  quand  j' est  an  Tordre  fk\  —  sera  de 

Tordre  k* —  f//,  et  ^-r  de  Tordre  Ar' —  i .  Le  degré  du  deuxième  lermc 
sera  donc 

aA'  — afi'  4-X'  — I  — a/>-t-a  — i  =  3iT  — 2f»'  — af#. 

Le  polynôme  (f  (  j/)  est  du  degré  a.  Le  degré  du  troisième  terme 
sera  donc,  comme  celui  du  quatrième , 

3it'  — 3p'  — a/>-|-a. 
Je  dis  que  Ton  a 

3X'-_3^'  —  5t/i-f-«<3X'  —  ap'  —  a/^; 

cela  revient,  en  elfet,  à  a  <^  fx',  ce  qui  est  évident  parla  définition 
de  la  formule  (7). 

i8.  Réunissons  les  deux  derniers  termes,  afin  de  voir  dans  quel 
cas  le  coeflicient  pourrait  être  nul.  On  trouvera 

Le  coi^flîcient  de  la  plus  petite  puissance  de  j/dans  Texpression  -^ 
est  dilloront  do  xéro,  puisque  les  valeurs  approchées  de  ^  sont 

dx* 

toutes  distinctes.  La  fonction  -^ — ^  a  pour  expression 

La  dérivée 

ax  X  —  p'  j'*~''-'  —  . . . 

sera  donc  bien  du  degré  a  —  p  —  1 ,  à  moins  que  a^=^p^  hypothèse 
<|u'ou  a  pu  tV;irter  dès  le  début. 
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Ainsi  le  degré  de  substitution  de  notre  racine  dans  le  hessien  H 
sera 

SA-' — 3pt' — 2/? -h  a, 

où  les  quantités  k\  f/^  p^  a  seront  connues  quand  on  aura  fait  Ics^ 
calculs  nécessaires  pour  développer  en  série  la  racine  en  question 
avec  assez  de  termes  pour  qu'elle  se  distingue  des  autres.  Il  faudra 
seulement  avoir  soin  d'observer  que  Ton  a  posé  x  =  x'f^  et  qu'il 

faudra  diviser  par  p  pour  revenir  au  degré  relatif  à  Tinfiniment 
petit  principal  x. 

19.  J'indiquerai  enfin  comment  la  méthode  qui  a  été  développée 
conduit  au  théorème  de  M.  Brill. 

Admettons  que  la  courbe  f[x^j)  =  o  ait  un  point  multiple 
d'ordre  p.  Transportons-y  l'origine,  et  coupons  la  courbe  par  une 
droite  arbitraire  j^  =:  i^x.  Le  calcul  du  n^  8  montre  que  l'équation 
en  X,  obtenue  par  l'élimination  de  j^  entre  j'  =  v^x  exf{x^jr)  =  o, 
admet  une  racine  nulle  d'ordre  3p  —  4-  La  courbe  hessien  ne  a 
donc  à  l'origine  un  point  multiple  de  l'ordre  ip  —  4-  ^^^  tangentes 
en  ce  point  s'obtiendront  en  égalant  h  zéro  le  coefficient  de  x^f*^^^ 
c'est-à-dire,  puisque  |ui  =  I , 


A<v5-/'(/'-')5-!-, 


on  trouve  dabord  cj :=  o,  ce  qui  prouve  que  p  des  tangentes  coïn- 
cident avec  les  p  tangentes  au  point  multiple  de  la  courbe  donnée. 
Il  est  aisé  de  vérifier  que  les  autres  tangentes,  dont  les  coefficients 
augulaircs  sont  fournis  par  l'cquation 

correspondent  au  hessien  de  la  fonction  y,  c'est-à-dire,  en  rendant 
homogène  cette  fonction  par  rapport  à  deux  variables  x  et  /,  à 
l'expression 

r/.r*        (i.v  (if 


(, 


iyiir         ttr^ 
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Le  théorème  des  fonctions  homogènes  donne 

on  en  conclut  que,  quand  on  aura  remplacé  x  par  i^ety  par  i, 
l'expression  v^  deviendra 

dp         dç* 


ip-^ri-" 


On  a  de  même  les  identités 


dj-t/x      '   dx^       ^^        'dy 
do  dfo 

'à  +-^  d}  ='P" 


dont  la  seconde  montre  que  ^r  doit  être  remplacé  par 

d9 

Lai  première  montre  alors  que  ^  doit  être  remplacé  par 

En  substituant  à  ---^»  -, — v->  -7—  dans  la  forme  hessienne  les  exprès* 

dx*    dxdy    dy^  ^ 

sions  que  nous  venons  de  trouver,  elle  se  réduit  à 


(.-)US-('-)S] 


qui  est  bien,  à  un  facteur  constant  près,  le  quotient  par  f  du  coef- 
ficient de  a:'''""*.  Ainsi  : 

En  un  point  multiple  d'ordre  p  de  la  courbe  proposée,  la  courbe 
hessienne  a  un  point  multiple  d'ordre  Zp  —  ^\p  des  tangentes  sont 
les  mêmes  que  celles  de  la  courbe  donnée  et,  pour  avoir  les  autres, 
il  suffit  d'égaler  à  zéro  le  hessien  répondant  aux  p  tangentes  com- 
munes. 
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ŒLORIA   (G.).  —  SOPRA  ALCUNI  SCANDAGLI  DEL  CIELO  B  SVLLA   DISTRIBUZIONR 
GENERALE  DELLE  STELLE  NELLO  SPAZIO.   —  Milan,    1878.   —  6r.  ID-folio,  V, 

48  pages  ('). 

Le  Mémoire  de  M.  Celorîa  est  le  résumé  d'observations  entre- 
prises en  1 873  dans  le  but  d'étudier,  d'une  façon  plus  méthodique 
que  ne  l'a  fait  Herscbel  dans  les  célèbres  sondages  du  ciel,  la  dis- 
tribution des  étoiles  comprises  dans  une  zone  limitée  par  les  pa- 
rallèles de  zéro  et  6  degrés  de  déclinaison  nord.  L'instrument  qui 
a  servi  à  ces  recherches  est  un  équatorial  de  PlossI,  qui  n'a  guère 
que  lo  centimètres  d'ouverture,  mais  dont  l'objectif,  d'une  singu- 
lière transparence,   montre  facilement   les  étoiles   de    ii*  gran- 
deur, c'est-à-dire  des  astres  un  peu  plus  faibles  que  ceux  qu'a 
énnmérés  Argelander  dans  la  Durchmusterung.  D'ailleurs  M.  Ce- 
loria  s'est  imposé  l'obligation  de  compter,  sans  distinction  d'éclat, 
toutes   les    étoiles    comprises    dans    la  zone  précédemment   in- 
diquée; pour  cela,  après  avoir  pris  note  du  nombre  des  astres 
compris  dans  le  rectangle  des  fils  de  son  micromètre,  il  déplaçait  la 
lunette  à  la  main  de  manière  à  faire  coïncider  avec  le  fil  de  gauche 
les  étoiles  primitivement  cachées  par  le  fil  de  droite.  Avec  la  dis- 
tance des  fils  verticaux  de  la  lunette  de  Plôssl,  neuf  de  ces  dépla- 
cements font  parcourir  à  l'instrument   lo  minutes   d'ascension 
droite. 

Les  sondages  consécutifs  d'une  même  zone  offrent  naturellement 
une  grande  diversité,  tenant  à  la  répartition  inégale  des  étoiles 
dans  le  ciel,  mais  on  obtient  déjà  une  variation  presque  régulière 
^  prenant  la  moyenne  des  nombres  qui  répondent  à  une  même 
^^nsion  droite,  et  une  péréquation  facile  conduit  ensuite  à  une 
<^Qtinuité  très-satisfaisante.  Les  chiffres  ainsi  calculés  montrent 
que  la  densité  stellaire  est  à  peu  près  constante  de  zéro  à  4  heures 
d ascension  droite;  elle  augmente  ensuite  de  manière  à  atteindre 
^premier  maximum  à  5**io™,  puis  diminue  jusqu'à  5**4o"*,  aug- 
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mente  (le  nouveau  et  pix'sentc  un  maximum  plus  considérable  que 
le  précédent  à  ô'^So"'.  Apres  cela  la  densité  diminue  et  devient 
presque  constante  de  S'^So*  à  i5^5*;  elle  augmente  alors,  et  pré- 
sente deux  maxima  successifs  à  18  heures  et  ig^4o^y  séparés  pir 
un  minimum  à  i8''4^"'-  Ici  encore  le  second  maximum  est  plos 
grand  que  le  premier,  et  la  comparaison  des  courbes  dans  les  ré- 
gions de  6  heures  et  de  18  heures  montre  qu'en  ces  deux  points  h 
distribution  des  étoiles  est  tout  à  fait  analogue,  sinon  identique. 

Les  régions  de  densité  stellaire  considérable  répondent  au  pis- 
sage  de  l'équatcur  dans  la  voie  lactée,  et  comme  les  maxima  sont 
par  couples,  il  eu  résulte  que,  dans  ces  deux  points,  la  voie  lactée 
est  divisée  en  deux  branches.  L'existence  de  deux  branches  entre 
5  et  6  heures  d'ascension  droite  était  connue;  mais  les  observations 
d'Argelander,  pas  plus  que  l'examen  à  l'œil  nu,  n'indiquaient 
l'existence  d'une  double  branche  par  18  heiut»  d'ascension  droite; 
M.  Celoria  montre  d'ailleurs  que  l'indication  de  cette  dernière 
bifurcation  disparaît  si  l'on  ne  considère  que  les  étoiles  brillantes, 
et  qu'elle  s'accuse  de  plus  en  plus  à  mesure  que  l'on  tient  compte 
d'astres  plus  faibles. 

La  voie  lactée,  dit  M.  Celoria,  doit  donc  être  regardée  comme 
composée  de  deux  branches,  de  deux  anneaux  distincts,  continus 
sur  tout  leur  contour.  L'un  de  ces  anneaux  est  formé  par  la  traînée 
ininterrompue  qui  travcTse  notre  ciel  boréal  en  passant  par  la 
Licorne,  le  Cocher,  la  Girafe,  le  Renard,  Cassiopée  et  l'Aigle; 
l'autre  commence  dans  les  brillantes  étoiles  d'Orion  et  traverse 
successivement  les  Hyades,  les  Pléiades,  Pcrsée,  le  Cygne  pour  finir 
dans  Ophiuclius.  Les  deux  anneaux  se  croisent  et  forment  un  sp- 
tème  unique  dans  Cassiopée:  ils  se  séparent  dans  Persée  et  dans  le 
Cvgne  et  font  entre  eux  un  angle  qui,  d'après  les  observations  de 
Milan,  est  d'environ  19  degrés. 

Herschcl  [liesults  of  obsen'ations  at  the  Cape  of  Good  ffope) 
dit,  d'un  autre  coté,  «  que  dans  rintcrvalle  entre  rj  d'Argo  et  a  de 
la  Croix,  le  cercle  lacté,  ou  la  ligne  mrdiane  de  la  voie  lactée,  est 
coupé  par  une  zone  do  brillantes  étoiles  qui  s'étend  d'Orion  au 
Orand  Chien,  à  Argo,  à  la  Croix  du  Sud,  au  Centaure,  au  Loup  cl 
au  Scorpion.  Un  grand  cercle  passant  par  e  Orion  et  a  de  la  Croix 
serait  Taxe  de  celle  zone,  dont  Tinclinaison  sur  la  voie  lactée  serait 
ainsi  de  20  degrés  environ,  et  nous  sommes  ainsi  amenés  à  penstr 


r 
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que  les  astres  les  plus  voisins  de  notre  système  font  partie  d'une 
couche  secondaire  dont  le  plan  principal  serait  incliné  de  20  degrés 
sur  celui  den'amas  général,  dont  la  projection  sur  le  ciel  forme  la 
▼oie  lactée. f» 

M.  Celoria  rapproche^cette  citation  du  fait  que  ses  observations 
particulières  lui  ont  indiqué,  et  il  en  conclut  que  la  branche  de  la 
▼oie  lactée  qui  traverse  sans  interruption  le  ciel  boréal  se  retrouve 
ayec  le  même  caractère  de  continuité  dans  le  ciel  austral.  La  se- 
conde branche,  qui,  dans  notre  ciel,  part  d'Ophiuchus  pour  s'ar- 
rêter aux  Hyades,  se  continue  dans  l'autre  hémisphère  par  la  zone 
des  étoiles  brillantes  de  Herschel,  traverse  la  constellation  de  la 
Groixi  diamétralement  opposée  à  Cassiopée,  et  vient  par  le  Scor- 
pion rejoindre  la  constellation  d'Ophiuchus. 

On  peut  d'ailleurs  se  faire  une  idée  plus  nette  de  la  nature  de 
ces  deux  anneaux;  il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que  les  deux 
maxima  absolus  de  la  densité  des  étoiles  sont  v^rs  6^*50™  et  19^*20™ 
d'ascension  droite,  et  que  c'est  dans  la  première  région  que  se 
trouvent  les  étoiles  les  plus  lumineuses.  Si  d'ailleurs  on  admet,  ce 
qui  parait  vrai  d'une  manière  générale,  que  la  différence  d'éclat 
des  étoiles  tient  à  une  différence  de  distance  de  ces  astres,  on  est 
alors  conduit  à  cette  conséquence  inévitable  que  vers  6  heures  d'as- 
cension droite  se  trouvent  accumulées  les  étoiles  les  plus  voisines 
de  notre  système  solaire,  et  que,  vers  19  heures  d'ascension  droite 
sont  placées  celles  qui  sont  le  plus  loin  de  nous.  Si  d'ailleurs  on 
tient  compte  de  ce  que,  dans  les  régions  de  la  voie  lactée,  la  courbe 
de  la  densité  stellaire  offre  deux  ondulations,  dont  la  première  est 
la  plus  faible,  on  sera  conduit  à  admettre  que  la  branche  de  la  voie 
lactée  qui  se  présente  la  première  au  méridien  est  celle  qui  ren- 
ferme les  étoiles  les  plus  voisines. 

La  voie  lactée  est  donc  formée,  dit  en  terminant  M.  Celoria,  de 
deux  anneaux,  inclinés  l'un  sur  l'autre  d'environ  20  degrés,  s'en- 
▼eloppant  mutuellement,  et  le  Soleil  se  trouve  un  peu  en  dehors 
de  leurs  plans.  G.  R. 


i(> 
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BEN  ÂLUUSEIN  ÂLKHARKIII  (Abu  Bbkr  Muhammbd).  — HafI  fÎl  HisAb  (Ge- 
niigendes  iiber  Aritbmetik)  nach  dcr  aiif  der  berzoglicb  golhaischen  Schloss- 
bibliothek  bofindlichcn  Handscbrirt  bearbcitet  von  D'  Aoolp  Hochheim,  Pro- 
fessor.  I.  Halle  a.  S.,  Verlag  von  Louis  Nebert;  1878,  v-a46  pages. 

C'est  probablement  dans  les  dix  premières  années  du  xi*  siècle 
que  l'Arabe  Alkharkbi  composa  un  Traité  étendu  sur  la  partie 
arithmétique  des  Mathématiques.  De  cet  Ouvrage,  la  seconde  Partie 
(la  partie  algébrique),  le  fakhrt,  qui,  d'après  Hankel,  témoigne, 
cbcz  l'auteur,  d'une  étude  approfondie  de  Diophante,  fut  révélée 
de  nouveau  au  monde  savant  par  Woepcke,  tandis  que  l'Intro- 
duction élémentaire,  le  Hdjifîl  Hisâh^  est  restée  jusqu'ici  ignorée. 
Le  professeur  Hochheim,  déjà  connu  du  public  par  de  nombreux 
travaux  sur  des  problèmes  de  la  Géométrie  nouvelle,  et  aussi  par 
un  excellent  Mémoire  historique  sur  Otto  de  Guericke,  a  eu  la 
bonne  fortune  de  rencontrer  un  manuscrit  non  exempt  d'incor- 
rections, mais  suiBsamment  lisible,  de  ce  Traité  de  Logistique,  et  il 
nous  offre  ici  la  première  Partie  traduite  eu  allemand,  avec  de  nom- 
breuses remarques  explicatives. 

Nous  relèverons  dans  le  contenu  de  cet  Ouvrage  quelques  points 
particulièrement  intéressants  pour  l'Histoire  des  Mathématiques. 
Dans  la  déGnition  de  la  multiplication,  nous  voyons  reparaître  la 
vieille  discussion  qui  a  duré  pendant  tout  le  moyen  âge,  sur  la 
question  de  savoir  si  l'unité,  en  tant  qu'unité,  peut  être  divisée. 
On  y  trouve,  de  plus,  à  propos  de  la  multiplication,  une  série  de 
curieux  artiCces  pour  le  calcul  avec  des  nombres  déterminés,  que 
l'on  ne  rencontre  avec  cette  étendue  chez  aucun  autre  des  anciens 
arithméticiens.  Par  exemple,  le  produit  ia3a  s'obtient  de  la  ma- 
nière suivante  : 

I23a  =  I25fl  --  la  ■^=.  1000   -  —  la, 

o 

\a  preuve  par  9,  ainsi  que  la  préoccupation  de  ramener  les  calculs 
à  des  opérations  avec  des  fractions  simples  (de  numérateur  =  1), 
se  retrouvent  ici,  comme  ou  pouvait  s'y  attendre.  Quant  au  Cha- 
pitre, très-développé,  sur  le  calcul  des  fractions,  les  matériaux 
qu'il  contient  ne  diiîèrent  pas,  au  fond,  de  ceux  du  Chapitre  ana- 
logue de  V Essence  de  Vart  du  Calcul  de  Beha  Eddiu.  Par  contre, 
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nous  ne  connaissons  jusqu'ici  aucun  autre  auteur  on  se  trouve  la 
distinction,  introduite  à  propos  de  la  définition  de  la  notion  de 
rapport,  des  nombres  en  premiers,  seconds  et  concordants,  La 
division  par  60,  qui  est  attribuée  aux  anciens,  est  l'objet  d'une 
grande  attention,  comme  étant,  au  dire  de  l'auteur,  le  fondement 
de  toutes  les  transformations  de  nombres  qui  se  présentent  dans  la 
vie  ordinaire.  Par  exemple,  l'Irak  (Mésopotamie)  se  sert  d'une 
double  division  de  l'unité  en  habbd  et  aschtr^  telle  que 

I  aschir  :  i  habba  =  4^  •  ^^' 

La  partie  du  texte  publiée  jusqu'ici  se  termine  par  le  calcul  de  la 
division  du  cercle,  que  les  astronomes  du  moyen  âge  avaient  l'ha- 
bitude de  pousser  jusqu'à  la  minime  fraction  de  ^  d'une  seconde 

d'arc. 

Nous  attendons  avec  impatience  la  suite  de  cet  important  travail . 

S.    GUWTHER. 


CATALAN  (E.).  ~  Notes  d*Algèbre  bt  d* Analyse  ('). 

I.  Sur  les  dérwées  de  la  fonction  (i  —  x')   \ 

n.  Sommation  d'une  série.  Intégration  d'une  équation. 
Si  Ton  fait 

y{«)=H 1 --— ; -  + 


Z  I.2.z(3-|-l)  I  .2.3.2(3  4- l)  (3-1-  2) 

on  a 

a  ff[z  -\-  ^]  a 


^z)  = 


z       ^[2)  a 


3  4-1.  , 

a 
z  -h  2  -+- 


z-h3  -f-. 
[Legeudre,  Note  IF'dvs  Eléments  de  Géométrie), 


(')  Extrait  du   tome  XLII  des  Mémoires  de   l'Académie  rojale  des  Sciences   de 
Belgique,  3a  p. 
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M.  Catalan  rnootre  que,  en  faisant  a  =  x,  z  =  l-j  jr  =  f  (A), 
y  satisfait  a  l'équation  linéaire  dn  second  ordre 

•TT^-h  iy  — jr  =  o. 

P6nr  Ir  =:  -9  cette  éqnaticHi  admet  la  solution 

ni.  Une  formule  combinatoire. 

IV.  Une  intégrale  double 

Bt^i  étant  un  nombre  de  Bemoulli. 

V.  Une  décomposition  de  fraction  rationnelle. 

L'auteur  s'occupe  de  la  fraction  •; r-; tt^  ^^  déduit  dî- 

Ycrses  identités  de  la  formule  de  décomposition. 

VI.  «Sur  une  fonction  transcendante. 
H  s'agit  de  la  fonction 

F(7)  =  ^+ç»-*-^«-+-ç*-4- 

a^b^c^  ...  désignant  les  nombres  premiers  impairs,  on  a 

On  a  aussi 

<=• 

-log(,-î)=^jf'^F(î'). 

VII.  Sur  la  série  harmonique. 

La  formule  suivante  permet  d'abréger  le  calcul  des  n  premiers 
termes  : 


i  =  n 


1  =  1 
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VIII.  Stu*  l'équation  d'Euler 

jr{c  -^  nx]dx  —  (  j  -f-«  -f-  6x-f-  «j;*)r/r  =  o. 

M.  Catalan  donne  un  procédé  très-simple  pour  intégrer  cette 
équation. 

On  peut  d'ailleurs  observer  qu'elle  est  contenue  comme  cas  par- 
ticulier dans  l'équation  traitée  par  Jacobi 


éqaation  qui,  en  remplaçant  x  eij  par  -9  —9  devient 


ax 


a  .r  -h 


a  X 


bjr-^cz       X     dx 

b'y-^-c'z     y     df 
(/y  -f-  (fz     z     dz 


=  0, 


et  qui,  par  conséquent,  sera  satisfaite  par  les  solutions  du  système 
^équations  linéaires  à  coefficients  constants 

d.r 

—  =  ax  -^  by  '\r  cz^ 

-j-  =za'x-h  b  jr-^-d  z^ 

-^  =  a'^x  H-  by  -f-  (fz. 
dt 

IX.  Sur  les  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler. 
En  faisant 


=  I  -f-  Gj h  G4  o    >  -T-  .  .  .  t 

COSX  1.2  I«2.3.4. 


on  a 


G<4.i  =  —  (G/-4-  C,',i  Gi  Gi_i  -+-  C/.,  Ga  G,_j  -h ...  -f-  G,.,  G/-.1  Gi 
1 


G.), 


ou,  symboliquement, 


G,+,  =  -(GH-G)'. 


M.  Catalan  donne  plusieurs  auUn 


<cues. 
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X.  Sur  r addition  des  Jonctions  elliptiques. 

Ainsi  que  Tauteur  Ta  déjà  observé  [Comptes  rendus,  si3  mai 
1874),  l'expression 

dans  laquelle 

\[x)  l{x) — c'sinxsin^cosjTCosj^ 

I  —  e*  sin*  x  sin' j 

où  c  est  le  module,  est,  quelle  que  soit  la  fonction  cp,  une  différen- 
tielle exacte  rfV;  il  en  résulte  que  l'on  peut  prendre 

V  =  const., 
pour  l'intégrale  de  Téquation 


AW         Mr) 


=  o; 


il  fait  aujourd'hui  plusieurs  applications  de  cette  remarque,  eu 
donnant  diverses  valeurs  à  la  fonction  9(^)> 


MAILLY  (B.).  —  Essai  sur  la  vie  et  les  Ouvrages  de  L.-A.-J.  Qubtelet.- 

In-iG,  291  pages.  Bruxelles,  1875. 

La  biographie  de  Quctelel  peut  intéresser  plus  d'un  lecteur  :  ce 
savant  n'eut  point  de  spécialité.  Cela,  aujourd'hui,  suffirait  à  as- 
surer une  place  presque  unique  à  un  homme  qui  ne  serait  point 
universellement  médiocre,  et  Quetelet  n'est  mort  qu'en  1871.  H 
commença  à  se  faire  remarquer,  à  seize  ans,  par  un  dessin  exposé  à 
Gand,  en  18125  trois  ans  plus  tard,  il  était  nommé  professeur  de 
Mathématiques  au  Collège  de  cette  ville  et  il  écrivait,  avec  Dandelin, 
le  libretto  d'un  opéra  a  en  un  acte,  en  prose  et  à  grand  spectacle  )>*, 
il  composa  des  vers,  qu'il  fit  imprimer  : 

J'essay.iis  do  pHor  oux  lois  de  Tharmonie 

Les  Ters  que  de  mon  sein  arrachaient  mes  douleurs, 

Et  qui,  plus  doucement,  coulaient  avec  mes  pleurs. 

Cette  tristcssc-là,  qui  rappelle  un  pru  André  Cliénier,  n'i'sl  pas 
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sans  quelque  charme  ^  mais  on  se  figure  malaisément  un  mathé- 
maticien de  nos  jours  se  laissant  aller  ainsi  à  la  mélancolie,  et  ne 
le  cachant  point;  d'ailleurs  ce  n'est  pas  le  seul  mode  sur  lequel 
Quetclet  ait  chanté  :  il  ne  manquait  pas  d'esprit,  il  y  en  a  dans  ses 
épi  très,  de  celui  qui  ne  blesse  point. 

Ceux  au  milieu  desquels  il  vivait  et  travaillait  n'étaient  pas  scan- 
dalisés de  rencontrer  parfois  un  poète  dans  le  jeune  mathématicien  *, 
bien  plus,  ses  découvertes  mathématiques  ell es-mômes  étaient  cé- 
lébrées en  vers  par  ses  amis  : 

Par  le  compas  enfin,  que  guide  ta  pensée, 
Sur  le  papier  savant,  une  courbe  est  tracée  ; 
Pascal  est  attentif,  et  son  œil  étonné 
Admire  un  résultat  qu'il  avait  soupçonne. 

Cela  a  été  écrit,  à  propos  de  Is^.  focale,  il  y  a  un  demi-siècle.  Quel 
contraste  entre  cette  époque,  si  pleine  de  jeunesse,  et  la  nôtre,  où 
l'étude  d'une  science  prend  l'homme  tout  entier,  en  lui  défendant 
tout  loisir,  et  quel  poète  les  découvertes  de  l'Algèbre  moderne 
échaufferaient-elles  aujourd'hui  ? 

L'étude  de  \^  focale  fut  l'objet  principal  de  la  thèse  que  Que- 
tclet soutint,  en  1819,  P^^^  obtenir  le  grade  de  docteur  :  cette 
courbe,  dont  M.  Chasles  disait  qu'elle  «  mérite  d'être  étudiée  a 
fond,  d'autant  plus  que  la  plupart  des  propriétés  qu'on  lui  trouve 
peuvent  être  transportées  à  toutes  les  courbes  du  troisième  degré 
qui  ont  un  point  double  ou  conjugué  »,  est,  comme  on  sait,  le  lieu 
des  foyers  des  sections  faites  dans  un  cône  droit  par  un  plan  passant 
par  un  point  fixe  situé  sur  la  surface  du  cône.  Dans  ce  premier  travail, 
l'auteur  donne  les  propriétés  qui  concernent  les  tangentes,  les  nor- 
males, la  courbure.  Un  autre  Mémoire,  présenté  en  1820  à  l'Aca- 
démie de  Bruxelles,  dont  il  avait  été  nommé  membre  la  même 
année,  traite  des  sections  coniques  considérées  dans  le  solide  et 
contient  diverses  propriétés  relatives  à  la  fois  au  cône  droit  et  à  ses 
sections  planes.  Les  recherches  de  Quctelet  servirent  de  point  de 
départ  à  celles  de  son  ami  Dandelin  [Mémoire  sur  quelques  pro- 
priétés remarquables  de  la  focale  parabolique).  C'est  dans  ce 
Mémoire  qu'est  établi  le  théorème  si  connu  sur  les  sphères  inscrites 
dans  le  cône  et  tangentes  au  plan  sécant  en  des  points  qui  sont  les 
foyers  de  la  section.  Quelques  années  plus  tard  (1825-1829),  Quc- 
telet commimique  à  l'Académie  ses  belles  recherches  sur  les  causti- 
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ques  par  réflexion  et  par  réfraction,  les  caustiques  secondaires  et 
les  lignes  aplanétiques.  Dans  le  même  intervalle  il  publia  divers 
autres  Mémoires  de  Géométrie,  fonda  avec  Gamier  (  i8a5)  la  Cor- 
respondance  mathématique  et  physique,  dont  il  continua  d'être 
un  des  principaux  rédacteurs,  déploya  une  extrême  activité  pour  la 
création  d'un  Observatoire  a  Bruxelles,  et  en  fut  nommé  directeur 
en  i8a8  :  il  faut  lire  dans  le  Livre  de  M.  Mailly  le  détail  des  en- 
nuis que  cet  Observatoire,  dont  la  construction  ne  s'achevait 
jamais,  dut  causer  à  Quctelet^  mais  celui-ci  ne  se  rebutait  pas 
aisément. 

S'il  conserva  toujours  son  goût  pour  les  beaux-arts  et  pour  la 
Géométrie,  c'est  surtout  à  l'Astronomie,  à  la  Météorologie  et  à  la 
Statistique  qu'il  consacra  le  reste  de  sa  vie.  Déjà,  en  iSaS,  il  avait 
communiqué  à  l'Académie  de  Bruxelles  un  Mémoire  sur  les  lois 
des  naissances  et  de  la  mortalité  à  Bruxelles,  La  première  édition 
de  son  Essai  de  Physique  sociale,  qui  résume  tous  ses  travaux 
antérieurs,  est  de  i835  :  la  théorie  de  V homme  moyen  est  mainte- 
nant bien  connue. 

Le  lecteur  trouvera  dans  le  Livre  de  M.  Mailly  des  détails  inté- 
ressants sur  la  suite  des  travaux  d'Astronomie  et  de  Statistique  de 
Quetelet,  détails  qui  ne  peuvent  trouver  de  place  ici.  Ce  Livre, 
dont  la  lecture  est  facile  et  agréable,  est  un  juste  hommage  à  la 
mémoire  d'un  homme  qui,  par  la  variété  de  ses  connaissances,  par 
l'étendue  et  la  fécondité  de  son  esprit,  par  son  talent  de  professeur, 
par  sa  prodigieuse  activité  en  toutes  choses,  par  le  désintéressement 
de  sa  vie,  honore  la  Belgique,  à  l'histoire  scientifique  de  laquelle 
son  nom  restera  attaché.  J.  T. 


DOSTOR  (G.).  —  Éléments  de  la  théorie  des  Déterminants,  i  vol.  iii-8*, 
352  p.  Paris,  1877. 

Le  Livre  de  M.  Dostor  ne  sera  pas  inutile  aux  élèves  de  la  classe 
de  Mathématiques  spéciales,  ni  même  aux  professeurs  :  on  sait,  en 
effet,  de  quel  prix  sont,  pour  les  uns  et  pour  les  autres,  les  exer- 
(^îces  d'une  partie  quelconque  du  cours  ;  les  travaux  antérieurs  de 
M.  Dosior  h'  nu'ltaiciit  h  nienie  de  fournir  un  grand  nombre  de  tels 
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ezerciceS)  comme  en  témoignent  les  renvois  multiples  qu'il  a  faits  à 
ses  propres  publications.  Les  applications  offrent,  au  point  de  vue 
de  l'enseignement,  une  telle  importance,  qu'on  serait  presque  tenté 
de  ne  pas  reprocher  à  l'auteur  de  leur  avoir  un  peu  sacrifié  la  théo- 
rie. Toutefois  dans  un  livre,  où  les  commençants  peuvent,  s'ils  le 
veulent,  sauter  les  pages  écrites  en  petit  texte,  on  peut,  ce  semble, 
craindre  un  peu  moins  d'être  complet.  Pourquoi  les  relations  entre 
un  déterminant  et  les  mineurs  des  divers  ordres  sont-elles  si  légè- 
rement esquissées?  Pourquoi  la  proportionnalité  entre  les  mineurs 
correspondants  de  deux  lignes,  dans  le  cas  où  le  déterminant  est 
nul,  n'est-elle  pas  indiquée?  Pourquoi  les  propriétés  des  détermi- 
nants symétriques  gauches  sont-elles  laissées  de  côté?  Pourquoi  la 
démonstration  du  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants, 
surtout  dans  le  cas  des  déterminants  multiples,  est-elle  si  écourtée, 
quand  ce  théorème  est  d'un  usage  si  fréquent  ?  Il  semble  aussi  que 
M.  Dostor  eût  pu  traiter  avec  plus  de  détails  la  discussion  de  n  équa- 
tions du  premier  degré  à  n  inconnues  dans  le  cas  où  le  déterminant 
des  coefficients  est  nul  ;  qu'il  eût  pu  démontrer  que  les  diverses 
méthodes  d'élimination  qu'il  indique,  pour  deux  équations  entières 
à  une  inconnue ,  donnent  non-seulement  la  condition  nécessaire, 
mais  encore  la  condition  suffisante  pour  que  ces  deux  équations 
aient  une  racine  commune  \  qu'il  aurait  pu  insister  davantage  sur 
le  cas  où  les  deux  équations  ont  deux,  trois,  .  •  •  racines  communes 
et  sur  l'évanouissement  des  mineurs  du  premiei',  du  second,  •  •  • 
ordre  du  déterminant  de  Bézout  ou  de  Sylvester. 

Mais  c'est  trop  s'appesantir  sur  ce  qui  n'est  pas  dans  le  Livre 
de  M.  Dostor;  il  serait  plus  juste  de  parler  de  ce  qui  s'y  trouve. 
Après  tout,  un  auteur  est  ju^e  de  l'étendue  avec  laquelle  il  veut 
traiter  son  sujet;  il  est  libre  de  diminuer  en  nombre,  pour  les 
rendre  meilleurs,  les  services  qu'il  rendra  à  ceux  qui  le  liront. 

Le  premier  Livre  contient  les  propriétés  fondamentales,  exposées 
avec  soin,  sous  une  forme  accessible  aux  commençants. 

Le  deuxième  Livre  est  consacré  aux  applications  à  l'Algèbre  et  à 
la  Trigonométrie,  à  la  résolution  de  diverses  équations  algébriques 
mises  sous  forme  de  déterminants  égalés  à  zéro,  à  la  résolution  des 
équations  linéaires,  aux  diverses  méthodes  d'élimination,  parmi 
lesc]uelles  on  notera  une  intéressante  modification  apportée  par 
le  P.  Joubert  à  la  niélhodc  de  Cayley^  à  la  résolution  de  Téquation 
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du  troisième  degré,  au  discriminant  d'une  équation  entière,  à  la 
résolution  des  deux  équations  à  deux  inconnues,  enfin  à  diverses 
questions  de  Trigonométrie. 

Le  troisième  Livre  contient  un  assez  grand  nombre  d'applications 
k  la  Géométrie  analytique,  concernant  la  droite,  le  cercle,  le  plan, 
la  sphère,  la  surface  ou  le  volume  du  triangle  et  du  tétraèdre  dans 
des  conditions  diverses,  les  courbes  et  les  surfaces  du  second 
ordre.  Les  principales  propriétés  de  la  forme  adjointe  à  une  forme 
quadratique,  si  intimement  liées  à  la  théorie  des  équations  tangen- 
tielles,  auraient  peut-être  pu  y  trouver  place. 

Le  quatrième  Livre  a  pour  titre  :  Les  discriminants  et  les  inva- 
riants; l'auteur  se  borne  d'ailleurs  à  peu  près  à  ce  qui  concerne 
les  courbes  et  les  surfaces  du  second  degré. 

On  doit  savoir  gré  à  M.  Dostor  des  indications  historiques  et 
bibliographiques  qu'il  fournit  k  ses  lecteurs,  contrairement  k  un 
usage  trop  répandu. 


GILBERT  (Ph.)*  —  Cours  d'analyse  infinitésimale.  —  Partie  élémentaire. 
•i'  édition.  Paris-Louvain,  1878.  1  vol.  in-S',  iy5  pages. 

L'auteur,  dans  sa  préface,  semble  presque  disposé  à  regretter  le 
succès  de  la  première  édition  de  son  Livre,  enlevée  peudant  qu'il 
s'occupait  de  faire  paraître  son  Cours  de  Mécanique,  en  sorte  qu'il 
s'est  trouvé  obligé  de  publier  la  seconde  édition  de  la  première 
partie  du  Cours  d' Analyse  infinitésimale  avant  d'avoir  pu  donner 
la  seconde  Partie,  où  devront  être  traités  les  sujets  d'un  ordre  plus 
élevé,  tels  que  la  théorie  des  intégrales  définies  et  des  fonctions 
elliptiques.  Cette  nouvelle  édition,  que  M.  Gilbert,  sacrifiant  ses 
préférences  personnelles,  n'a  point  osé,  peut-être  avec  raison,  en- 
richir et  grossir  en  y  introduisant  les  résultats  et  les  méthodes  dus 
à  l'emploi  des  variables  imaginaires  et  aux  progrès  récents  de  l'Al- 
gèbre et  de  la  Géométrie,  ne  peut  guère  manquer  de  trouver,  au- 
près du  public  auquel  elle  s'adresse,  l'accueil  favorable  qu'a  ren- 
contré la  première  édition,  à  laquelle  elle  est  à  peu  près  conforme. 
Ceux  qui  sont  surtout  préoccupés  des  applications  usuelles  du  Calcul 
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int^ral  à  des  problèmes  d'ordre  pratique  et  qui  n'ont  point  de 
temps  à  donner  j^ux  tliéories  purement  abstraites,  ceux  aussi  qui 
veulent  commencer  l'étude  de  l'Analyse  infinitésimale,  en  se  rendant 
compte  de  l'ensemble  des  questions  qu'elle  aborde,  et  en  se  fami- 
liarisant avec  les  procédés  de  calcul  les  plus  fréquemment  em- 
ployés, trouveront  dans  le  Cours  de  M.  Gilbert  les  qualités  d'ordre 
et  de  clarté  qu'on  est,  aujourd'hui,  en  droit  d'exiger  d'un  Traité 
sur  cette  matière. 

La  division  suit  l'ordre  habituel.  Une  introduction  (p.  i-5o)  ren- 
ferme les  propositions  les  plus  importantes  relatives  aux  quantités 
imaginaires,  aux  séries,  aux  limites,  aux  infiniment  petits  des 
divers  ordres.  Le  Livre  I  (p.  5i-i  i3)  est  consacré  aux  méthodes  de 
diflerentiation.  Il  y  aurait  mauvaise  grâce  à  reprocher  à  l'auteur  sa 
définition  de  la  continuité,  quand,  dans  une  Note  insérée  à  la  fin 
du  volume,  il  résume  le  Mémoire  de  M.  Darboux  sur  les  fonctions 
discontinues,  et  donne  les  raisons  qui  doivent  faire  rejeter  cette  dé- 
finition. Peut-être  aussi,  en  donnant  les  règles  qui  permettent  d'obte- 
nir la  dérivée  d'une  fonction  implicite,  aurait-il  pu  insister  davantage 
sur  la  définition  précise  d'une  telle  fonction  :  il  y  a  là  une  difficulté 
réelle  qui  embarrasse  habituellement  les  commençants.  Les  Livres  U 
et  m  (p-  1 14-1^9-265)  se  rapportent  aux  applications  analytiques 
et  géométriques  du  Calcul  différentiel.  La  définition  de  la  longueur 
de  Tare  d'une  courbe  plane  paraît  laisser  un  peu  à  désirer  :  l'auteur 
affirme  que,  lorsque  les  côtés  du  polygone  [inscrit  dans  Tare  de 
courbe]  tendent  vers  zéro,  le  périmètre  de  ce  polygone  croît  sans 
cesse  sans  pouvoir  devenir  infini,  ce  qui  est  loin  d'être  évident.  Le 
Livre  IV  (p.  269-383)  traite  des  procédés  d'intégration,  des  inté- 
grales définies,  des  applications  du  Calcul  intégral  à  la  quadrature 
des  surfaces  et  a  la  cubature  des  solides  \  il  se  termine  par  l'expo- 
sition de  la  méthode  de  Simpson  pour  le  calcul  approché  des  inté- 
grales définies.  Le  Livre  V  et  dernier  est  consacré  aux  équations 
diflerentielles  ordinaires.  L'auteur  établit  l'existence  d'une  solu- 
tion de  l'équation  différentielle 

d.r 

se  réduisant  à  y^  pour  x  =  Xo,  lorsque,  pour  toutes  les  valeurs 
de  .r  comprises  de  x^k  x,,  et  pour  toutes  les  valeurs  possibles  dcj) , 
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les  fonctions y*(j:,j),  -r-»  ^  restent  continues,  à  détermination 

simple,  et  numériquement  inférieures  à  des  quantités  données. 
Deux  Notes  terminent  le  volume  :  la  seconde,  dont  nous  avons  déjà 
parlé,  est  consacrée  à  l'analyse  d'un  Mémoire  de  M.  Darboux  \  la 
première  concerne  les  séries  à  termes  positifs. 

Enfin,  chaque  Livre  est  suivi  d'un  assez  grand  nombre  d^exercices. 


MÉLANGES. 

SUR  LA  RÉDUGTIOH  DES  IHTË6RALES  INDÉnHIES; 

Par  m.  ANDRÉIEWSKV, 
Professeur  k  l'Univenité  de  VarsoTie. 

i .  Euler  a  indiqué,  dans  son  Traité  de  Calcul  intégral  { *  ),  une 

■-— »  OÙ  M  et  Pi 
désignent  des  fonctions  de  x,  p  un  nombre  entier  ou  fractionnaire, 

—^ — •  Pour  cela,  il  considère  la 


a  une 
différenliclle 


.  n       IS'R'--/?nN'  , 

ff  =  ; rix 


(R  désignant  une  fonction  arbitraire  de  .r,  R'  et  N'  les  dérivées  de  R 
et  N  par  rapport  à  .r  );  d'où,  en  posant 


on  déduit 


,  M-4-NR'  — />RN'  , 

Y  -\ =  I dx. 


Si  Ton  détermine,  maintenant,  la  fonction  R,  de  manière  que 
M  -h  NR'  —  />RN'  soit  divisible  par  j\,  ou  que  Ton  ait 

(0  M— /jRN'n^NT, 


(')  In^rittttioftum  Ciilcitli  intrgraîh  tomuf /,  p.  72.  F.ditio  tortia. 
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Téquation  précédente  donnera 

où 

(3)  BI,=:Il'-f-T. 

2.  Ces  formules  d'Euler  peuvent  être  présentées  sous  une  autre 
forme,  qui  sera,  dans  plusieurs  cas,  plus  commode  pour  les  appli- 
cations. 

D'après  le  n®  i,  pour  ramener  Tintégrale  jr  {2)  k  une  autre  in- 
tégrale plus  simple,  il  faudra  trouver  deux  fondions  R  et  T  satis- 
faisant à  l'équation  (i)  et  pour  lesquelles  la  fonction  M 1  (3)  ne  soit 
pas  plus  compliquée  que  M. 

En  introduisant,  au  lieu  de  R  et  T,  deux  autres  fonctions  A  et 
B,  liées  aux  premières  par  les  relations 

/?R  =  — MA,     T=:MB, 

on  pourra  écrire  Péquation  (i)  sous  la  forme 
(4)  BN  — AN'=ri, 

et  les  équations  (2),  (3)  deviendront 

(6)  M,  =  -[(B/>--A')M— AM'], 

où  A  et  6  désignent  deux  fonctions  quelconques  satisfaisant  à 
l'équation  (4)-  Or,  si  A,  6  remplissent  la  condition  (4))  î^  ^^  ^^^^ 

xr  rr 

de  même  des  fonctions  A  —  --  N,  B  —  —  N',  K  étant  une  fonction 

M  M 

arbitraire  de  x.  Par  conséquent,  on  poiu*ra  remplacer  la  formule  (5  ) 

par  cette  autre,  plus  générale, 

•''  J  "«/»+•""     p^      ^J  ^^  ' 

où 

;8)  L=z-[(Bp-~  A')M- AM'-  (/?-i;KN'-i-  NR']. 


^ 
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3.  On  trouve,  dans  le  Cours  d'analyse  de  M.  Ilerniite  (  *  ),  onc 
application  très-«Iégante  de  la  formule  (7)  à  la  rechercbc  delà 

^^—  9  où  M  et  N  sont  deux  poly- 
nômes, dp  un  nombre  entier  et  positif. 

Le  succès  de  cette  application  dépend  de  ce  qu'on  peut  toujours 
déterminer  deux  polynômes  A,  B  satisfaisant  à  l'équation  (4)9  si  le 
polynôme  N  est  premier  avec  sa  dérivée  K',  en  effectuant  sur  A 
et  îi'  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Je  dois  établir,  maintenant,  au  moyen  des  formules  (5),  {'j^'^^ 
observant  qu'elles  subsistent  quels  que  soient  les  fonctions  M,  ^ 
et  l'exposant  p^  excepté  p  =  o^  plusieurs  autres  formules  pour  la 
réduction  des  intégrales  de  certaines  différentielles  algébriques  et 
transcendantes. 

4.  Posons  d'abord 

N  =  jr»  -f-  rx  -f- 1. 

En  divisant  N  par  sa  dérivée  N'=  2X-h  /',  on  trouve  le  quotient 
' — h  y  avec  le  reste  5  —  ji  ce  qui  fournit,  dans  ce  cas,  les  solutions 
suivantes  de  Téqualion  (4)  • 


r 
x-h- 


H) 


y 


Bz= 


^-4 


La  suhslitutiou  de  ces  valeurs  de  N,  A,  B  dans  les  formules  (7), 
(8)  donne 


II 


Mr/x 


[j--'  -\~  rx  A-  s]f'-^* 

■ 

(9)  {  [^  -^  :;)  M  —  (-P'  -^rj--^  s)  K 


/•^  \  ,    .  ^  /  (r-  -h  rx  -h  s^f 


2/?  (^  —  T  )  l-^*  -^  ^'^  -+-  •0'' 


h 


hfU 


(M  Cours  d'Ànatyse  de  ï' Ecole  Polyirrhin't/itr^    \^-^.  PromItTO  Partie,  p.  "ï*^»;- 
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où 

L  = 


V""47 


—  [p—  i)(2ar-hr)K-i-  (x»-t-rx-4-i)K' 


Si  M  =  x",  /t  désignant  un  nombre  entier  et  positif,  on  pourra 
disposer  de  la  fonction  arbitraire  K  de  manière  que  le  degré  de  L 
soit  inférieur  à  n.  Pour  cela,  faisons  K  =  ax"""';  alors,  en  annulant 
le  terme  en  af  de  L,  nous  trouverons  a=  i\  ainsi,  dans  le  cas  de 
M  =  x",  R  =  X""*,  l'équation  (9)  devient 


j(-'' 


x^dx 


-+-rx  -t- *)''•*■' 


r 

-X"  -+-  JfX"""* 

1 


(10)   /  iip{s—j\[x^-^rx-^sY 


[-d 


rx*-'-+-(/i—  l)5x"-« 


2^  ....  ^  .  / 


Cette  formule  ramène  l'intégration  de  la  diilérentlelle 

(or'  -r-  rx-r-j)/"*-' 

à  Tintégration  d'une  autre  diilérentielle  du  môme  genre,  dans  la- 
quelle l'exposant  du  trinôme  sera  diminué  d'une  unité,  et  le  numé- 
rateur renfermera  les  termes  en  x""* ,  x"""-,  et  sera,  par  conséquent, 
d'un  degré  inférieur  à  n. 

Lorsque  M  est  une  fonction  transcendante,  ayant  une  dérivée 
algébrique,  on  pourra,  d'après  la  formule  (9),  réduire  l'intégrale 

/; >  où  p  est  un  nombre  entier  et  positif,  k 
(x*  -h  ra  -H  s]f-*-'  ^  '^  ' 

Mr/x 


/. 


rx 


et  à  une  suite  d'intégrales  de  diilérenticlles  algébriques. 
Les  formules  (9),  (10)  deviennent  illusoires  si  l'on  a  /^  =  i,  ou 
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S —  j  =  o.  Changeons  maintenant  p  en  — p  dans  Téqualion  (9), 
où  nous  supposerons  K  =  o,  et  résolvons-la  ensuite  par  rapport 
à  l'intégrale  1  M[x^  -h  rx  -+■  sydx^  qui  sera  contenue  dans  son 
second  membre  ^  il  viendra 

/M  i  .r'  -1-  r.r  4-  s]Pdx  = ( •»•  H"  -  I  fx»  -f-  rx  -4-  s)P 

■^  ('  —  t)    rM(x»  -h  rx  H-  xjA'+'rfr. 


9. 

H 

^P 

Au  moyen  de  cette  formule  on  peut  ramener  Tîntégralc 
^l[x^ -{^rx -\-sydx^  où  M  est   une  fonction  transccudante 

ayant  une  dérivée  algébrique,  et  p  un  exposant  entier  et  positif,  à 
M.dx  et  à  des  intégrales  de  diflTérentielles  algébriques. 


/ 


/ 


5.  Reprenons  l'équation  (4)  ^t  supposons  qu'on  ait 

(il)  N  ir:-- (J> -h  xl;*, 

cp  et  (|;  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  jr,  ni  un  exposant 
quelconque-,  si  w  est  fractionnaire,  ^"^  sera  irrationnelle;  mais 
on  peut  facilement  satisfaire  à  l'équation  (4)  par  des  valeurs  ration- 
nelles de  A,  B. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  remplacer  dans  l'équation  (4)  N  par  son 

expression  (n),  etjN'  par  cj^'h —  ^J/',  et  d'égaler  ensuite  les  par- 
ties rationnelles  et  les  coefficients  de  ^"^  dans  les  deux  membres. 
On  trouve  ainsi 


Par  conséquent,  d'après  les  formules   (5),    (6),   (12),  l'intégrale 
r—, — -  peut  être  ramenée  a  I r— 1  ou  le  numérateur  M 1 


r 
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ne  contiendra  pas  d'autres  quantités  irrationnelles  que  celles  qui 
iigurent  dans  M. 

6.  Soit,  par  exemple, 

N  =  a  -f-  j^,     <p  =  «,     >j;  =  X. 
Les  équa  tion  s  (  i  a  )  donneron  l 

or  I 

A  =  —  1     B  =  -, 
ma  a 

et,  par  suite,  des  formules  (5),  (6)  on  déduira 

En  changeant  dans  cette  équation  p  en  — ;;,  et  en  la  résolvant  en- 


suite par  rapport  à  l'intégrale  jM{x"*^  aydx, 


on  a 


M(ar  H-  a]Pdx 


(l4  <        = ^ /  M' jr  .r" -f- fl  Vé/x 

J  t/tp-h  l  tlip  -h  i  J 


map 


titp 


-    I  M(x"-+-a;'^'ûf-r. 


Ces  formules  comprennent,  comme  cas  particuliers,  la  formule 
connue  pour  la  réduction  de  l'exposant  d'une  difTérentielle  binôme. 

Lorsque  M  est  une  fonction  transcendante  ayant  une  dérivée 
algébrique,    les    formules    (i3),    (i4)    réduisent    les    intégrales 

/fndx       r 
• r— p;,    1  M(x"-i-a)''rfj:,  oiip  désigne  un  nombre  entier  et 

positif,  respectivement  à  1 —  -•    1  Mrfj:,  et  à  des  intégrales  de 

diOerentielles  algébriques. 

7.  Si  l'on  fait,  dans  les  équations  (i  i),  (12), 
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n  désignant  un  nombre  entier  et  po:>itif,  on  aura 

N  i=r  r^  4- v^a^" -f- /»,     A  =  — —(/!.«•-+- 6),     B  — ,— • 

bc^  '  oc 

En  substituant  ces  fonctions  à  N,  A,  B  dans  les  équations  (5),  (6), 
il  viendra 

MrAr 


Â 


(i5) 


pbc(cx  -4-  yax'-h  b)P 

•«  ( /i  —  y») x-^-' M -4- (éix- -4- A]  M' 


-    P 

pbcj 


(car -h  viijr"-4-  by 


iU. 


Les  coedlicicnts  de  M,  M'  du  numérateur  sous  le  signe  d'inlé- 
gralion  du  second  membre  étant  des  fonctions  entières,  Tintégrale 

-)  où   M  est  une  fonction  entière  et  y?  an 


h 


nombre  enlicr  et  positif,  se  réduit,  au  moyen  de  la  formule  (i5),à 


— 


»  OÙ  Q  sera  aussi  une  fonction  entière. 


ex  -H  Ijajc^  -+-  b 

8.  Les  formules  de  réduction  démontrées  dans  les  numéros  précé- 
dents (t  à  7)  se  rapportaient  aux  cas  où  Nest  une  fonction  algébri- 
que. Nous  allons  appliquer  maintenant  les  formules  du  n"  2  à  la  ré- 
duction des  intégrales  I  ^^-^-  pour  certaines  formes  transcendantes 

de  la  fonction  N. 
Soit  d*abord 

(i6)  N  =  y-{-c', 

où  <p  est  une  fonction  quelconque,  que  nous  supposerons  indépen- 
dante de  rexponenlielle  e'. 

Dans  ce  cas,  Téquation  (4)  peut  être  facilement  vérifiée  par  des 
valeurs  de  A,  H,  qui  seront  aussi  indépendantes  de  e* , 

En  elî'et,  si  l'on  écrit  Téquation  (4)  pour  la  fonction  (i6),  cl  que 
l'on  égale  ensuite  dans  les  deux  membres  les  coefficients  dee'et 
les  termes  indépendants  de  ^,  on  obtiendra  deux  équations  qui 


r 
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donneront 

(17)  A=:B=:--~. 

En  remplaçant,  dans  les  équations  (5),  (())»  N,  A,  B  par  les  ex- 
pressions (16),  (17),  on  a 

où 

'■"     "■=.-(rv)[('*;^;')  "-"■]• 

La  formule  (18)  devient  illusoire  si  ^  =  o,  ou  <^  =  e*. 

Supposons  que  M  renferme  le  facteur  ç  —  j^'  élevé  à  une  certaine 
puissance,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

<p  désignant  aussi  une  fonction  de  x. 

Alors  les  équations  (i8),  (19)  pourront  être  remplacées  par 
celles-ci 

(21)  ^,  =  (y_j')(^^_^')4.(,_„)(ç'_^'')|. 

9.  Quand  f  et  ip  seront  des  fonctions  entières  respectivement  des 
degrés  g  ci  h^  le  numérateur  (ç  —  ^'Y^  sera  du  degré  gn-h  h^^^ 
de  degré  gT  -4-  A,  et  (ç  —  ç')""^^!  du  degré  g{n  —  i)  -h  h. 

La  formule  (  20  )  permet  donc  de  ramener  l'intégration  de  la  dif- 
férentielle — — - — ^7—  à  rinté£?ration  d'une  autre  dîiTérentielle  de 

même  forme,  mais  dans  laquelle  le  degré  du  numérateur    sera 
abaissé  de  g  unités,  et  l'exposant  p  -h  i  d'une  unité. 
Faisons,  par  exemple,  dans  les  équations  (20),  (21) 

f  -^  ^*,     ^  z=  jT*,     h  =:  m  —  ng  -\-  n^ 
î«  siendra 


i/ 


y"fjr  —  ^"eLr      .r"-^-^«  (x  — /^>-' 


IP 


[.iS-hC*  i* 
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Le  numérateur  de  la  diOerentielle  du  premier  membre  de  celte 
équation  est  du  degré  m  +  n^  cl  le  numérateur  de  la  différentielle 
du  second  membre  est  du  degré  m  +  n  —  g. 

La  formule  (  aa  )  subsistant  pour  toutes  les  valeurs  des  constantes 
m^n^  g^  nous  considérerons  un  cas  particulier,  en  déterminant  m 
et  n  par  la  condition 

d'où 

Pour  ces  valeurs  de  m,  n,  la  formule  (22)  devient 

OU,  en  changeant  g  en  —  g^ 


1231 


Ct3> L_^rHh 


D'après  cette  équation,  l'intégrale  du  premier  membre  se  réduit 
à  une  autre,  qui  ne  dillere  de  la  première  que  parce  que  p  est  rem- 
place par  p  —  1 .   Conséquemmcnt,  l'application  répétée  de  la  for- 


ènc  Tintégrale   /  — ^ ?  où 


mule   (  23  )    ramène  Tintégrale  J  — ^ ^^  ?  où  p  est  suppose 


entier  et  pos 


En  remplaçant  p  par  —  p  dans  Téquation  (  23  ),  et  en  la  résolvant 
ensuite  par  rapport  à  l'intégrale  du  second  membre,  on  trouve  la 
relation 

(jiii  permet  d'évaluer  facilement  l'intégrale 


/(-!) 


1  H-  r^e*  P  r/x, 
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où  p  est  entier  et  positif  et  g  quelconque,  eu  la  réduisant  à 


/  f  I  4--)  dx  =:  X -{- \o^x9 -h  C. 


iO.  Si  Ton  pose,  dans  les  équations  (20),  (^i)^ 

f  ==  a  siox  4- p  cos^Ty     ^p  =  sin«'j:cos''.r, 
on  obtient 


/ 


(^4) 


[(  P  -I-  g  )  sîn  J?  -f-  (  p  —  g]  cos  j:]*  sin*" j?  ms*  r 
(asiox  -f-  pcosJT-f- <?•]'"*■* 
f(p  -4-  a)sinjr-f-  (p  —  a^rosar]""'  sîn^rcos*r 

I    r[(p  -4-  g)  sin  r  4-  (  P  —  g)  ros.r1*-»r;>.    , 
/?^  (aMiix -i-p  cosx -h  6'*]/' 


ou 


/  >[*  =  [«(/?  —  h  —  /î  -h  I  )  -h  P  (/>  -h  /i  -f-  «  —  I  )]  sin*""»"*  jr  cos*-c 
(aS)      <  "*~  [P(/^ — g^  n-hï) —oi(p -^  g -h  n  —  i)]  sinff-ccos*"^'x 

(  ■+-  ^  ( p  -4-  a )  sin'-*-' x cos*"* x  —  g(p  —  a )  sin^-* x  cos*"*''^. 

Le  numérateur  de  la  différentielle  du  premier  membre  de  Féqua- 
tion  (  24  )  est  du  degré  g^  -h  A  4-  n  par  rapport  à  sin  x,  cos  x,  et  le 
numérateur  de  la  différentielle  du  second  membre  est  du  degré 
g  +  h  +  n  —  I  par  rapport  à  sinx,  cos  x. 

Pour  a  ==  j3  =  -^  g  =  k  —  /i,  les  équations  ( 24  ),  (20)  donnent 


/i 


8in*x  cos*  J*  dx 


(siiij:  -f-  cosj:  -h  i^e*)/''*'* 
2/^(sinx  -r-  cosx  -h  i^tf*jf* 


I       /V>sin*~'.rrns*J* — f^ —  l)sin*"~'.rcos*"*"'.r-f-//RÎn*.rro«i*"'.r 

H I : eix, 

^pj  (sinx  4-  cosx  4-  Y-f*  f 

On  peut  facilement  généraliser  cette  formule  de  réduction,  en  la 
diilerentiant  m  fois  par  rapport  hyL\  il  viendra 


/ 


sin*.r  cos*^  f^'dx  sin*~*  x  cos*x  r"" 


smr4-cosx4-u6»';/'"^'        2y?(sin.r4-  cosx  -f-  \^c' ^f 


"  1 
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où 

Q=  [p  — /II-*-  i)sin*'"*jrcos*x —  [k  —  i)sîn*"*j:cos*+'4:-*-^5În*4:cos*"*x. 

il.  Considérons  encore  les  formes  trigonométriques  de  la  fonc- 
tion N^  soit 

(26)  N  =:  û  H-  ^cosx. 

Dans  ce  cas,  Téquation  (4)  s<^  présentera  ainsi 

(27)  B(û -f- ^cos.r) -h  Aôsinx=  I. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  A,  B,  nous  poserons 

A  =  —  hb  sinjr,     B  =:  /i  («  —  b  cosx)  ; 

alors  Téquation  (27)  donnera 

et,  par  suite, 

,   rt\  .  b%mx        ^       a  —  ^rosx 

(28  A  = , n»     B=: ; — • 

^      '  a^  ^  b*  a^  —  b^ 

Substituant,  dans  les  équations  (7),  (8),  àN,  A,  B  leurs  va- 
leurs (26),  (28),  on  trouve 

M  ^jr  ^  M  sin  r  -4-  f  <7  -4-  ^  rns.r]  K 


\k 


,^   ^       .  ^  eus. r )'''*■•  p\a^ — b*)  \a -r- bcosxf 

\  p[a^ — b')  J  \^a-{  bcosjcf 

OÙ 

K  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x. 

La  formule  (2g),  qui  subsiste  quelle  que  soit  la  fonction  M,  com- 
prend, comme  cas  particulier,  la  formule  connue  (*)  pour  la  ré- 


ductiou  de  1  intc£;ralc  ( 

J  (  a  H-  ^  cosx 


y-^x 


(*)  Ei'LEn,  Iiistitutionum  Calculi  intcgralis  tomus  /,  p.  i5o. 


f 


MÉLANGES.  267 

En  effet,  si  dans  les  équations  (29),  (3o),  on  a  M  =y-+-  g'cos^r, 
on  pourra  disposer  de  la  fonction  arbitraire  K,  de  manière  à  rendre 
L  aussi  linéaire  par  rapport  à  cosx. 

Pour  cela,  faisons  K  =  fisinx^  |x  désignant  un  coefficient  indé- 
terminé^ après  la  substitution  de  ces  fonctions  à  M  et  K,  et  le  rem- 
placement de  sin^x  par  1  —  cos^x,  l'expression  (3o)  de  L  devient 

"*■  [^PS —  [P  —  0  V"+"  «/A]cas.r  —  (p  —  2)(fA  -h  §)bco9?x^ 

et,  en  égalant  à  zéro  le  coefGcienl  de  cos^x,  on  trouve  p  =  —  g. 

Par  conséquent,  pour  M  =f-^  g  cosx,  K  =  —  g  sinx,  les  équa- 
tions (  39),  (3o)  donnent  la  formule 

f*(/-4-  gcosx)dx  [a^ —  bf)s\r\x 


dX, 


(a  -^bcosxy-^^      p[a*  —  b^)  [a  -hbcosxjJ» 

^      '      f 

i2.  Si  la  fonction  N  est  de  la  forme 

N  =  sioa:  -h  a  cosj:, 

on  satisfait  à  Téquation  (4)  en  posant 

A  m  —  cos.r,     B  =  sinx. 

Pour  ces  valeurs  de  N,  A,  B,  les  équations  (7),  (8)  deviennent 

/M  dir  M  cosx  -h  K  (sin  x  -f-  acos.r)         Ç  l,dx 

(sinjT  -+-  acosjr)f-^^  p{s\nx  -\- ot.  cos.rj''  J  (sinx  h-  a  cosx 

I  ([(/?—  i)  M  sinx  -H  M' cosx  ) 

(32)  L  =  —  {  ,  • 

p{       -H  (sinx -hacosxjK.'  —  (y^  — i)(cosx  —  a  sinx) K]^ 

13.  Posons  maintenant 

(33)  M  =  x"eP*,     K=reP'(7X- -f  ^x^-'), 

y  et  0  étant  deux  coefficients  indéterminés. 

Remplaçant  M  et  K  par  ces  valeurs  dans  Téquation  (32),  nous 


k' 
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aurons 

>  sinx 

-h  [«  -i- a[pB  -^  my)  —  (/>  — i)J]x"-»  [cosJT 

4-  (/»  —  ija^x*"* 


A' 


En  disposant  des  coeiBcients  indéterminés  y,  J,  on  peut  réduire 
cette  expression  de  L  à  la  forme 

L  =  —  (ax*  -h  baf^*  -l-ra:*"')  (sinx -f- acosjr). 

Il  suiBt,  pour  cela,  de  prendre  pour  y,  i  les  valeurs  satisfaisant  aux 
équations 

p —  ( /i  —  I ) V  =  «(/?- I )( i-f. 07 ) , 

d'où 

En  portant  ces  valeurs  de  y,  J  dans  les  équations  (33),  1(34))  il 
vient 

K  = :     fB  —  a(/î  — Olx-'-h/wx*-'  , 

L  = ; '  \  ,  .  }  (sin^*  -f-  «  cos.-r  ; 

puis,  en  substituant  les  expressions  de  K  et  L  dans  réqualiou 
(3 1  )  et  en  y  remplaçant  ensuite  p  par  p-h  i ,  on  obtient  la  formule 
de  réduction 


(sÏDx  -h  acosx)/'"^'' 


1        __        f ^*  !  [  P  —  7.p]  .r"'  4-  //?.r^~'  ] Sin.r  -f-  [{/^  -4-  aj^  )-r^  -f-  w  g x*-']  rosx ; 


' [:  p-  •4-/*']  A'"-f-  2  wpjr'"-'  -^-/y<  i/fi  —  I  '  /-^--i^^ ^^ 

sm./'  -4-  a  cosx  /' 


' -  r 

p-h  i  p   I  -f-  y.     J 


r 
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Changeons,  dans  celte  équation,  ^  en  — p  ci  résolvons-la  ensuite 

par  rapport  à   1  x^€^*{sinX'hacosxydx\  il  viendra 

j  jfe^  (sîn  X  -I-  a  cosa?  Y  dx 

rf*(Rin.r  -h  acosx)  (        [(?-♦-  «/»)^c"-*-  /i/a*-*]  sinar 

H-  [(af  —  p)x*'\-  m  a  j:*"']  cosx 


(36) 


+ 


^^      ^,   ; ^  /  af'e^'ismx  ■+-  a cosx ]P-^dx 

P  -^P  J 

mim  -^  l)     r  ...  . 
^; -^    I  af^^e^isinx'hacosxydx. 


Cette  formule  ramène  l'intégration  de  la  différentielle 

Jt*«r^ (sinar  -+■  a  cosxy  dx 

à  l'intégration  de  trois  autres  différentielles  de  même  forme,  qui 
n'en  différent  qn'en  ce  que,  dans  l'une  d'elles,  l'exposant  p  est 
remplacé  par  p  —  2,  dans  la  deuxième,  m  par  m —  i,  et  dans  la 
troisième,  m  par  m  —  3. 

Pour  m  =0,  les  formules  (35),  (36)  se  simplifient  considéra- 
blement^ elles  deviennent 


(37) 


/i 


r^Mr 


(siDJC  -♦-  acosx)''"^' 


r^[(p  —  a/;)sinj-H  (gp  -4- ;p)cosjr] 
[p  -f-  \)p{\  4-  a'j(sinj:  H-  a cosx)/'-»-' 

l)//ll'H-a»)j  (si 


[p 


sinj:  -f  acosx)^ 


/■ 


e^(sina:-h  «cosx)A'//x 


(38) 


if^ffô -4- a/?)sîn4:-h  (aB  — »)co8j:],  .  .      , 

— ^-^- ^   a-i   . — H" ^-^ =*   *•"*  -^-  «  coso:}/^» 

'-^ — T--^-i ^  /  e?'(sinx  -h  a  cosxV-'é/x. 


Si  p  est  un  nombre  entier  et  positif,  la  première  de  ces  formules 

rcduil  la  rcclicTclic  de  f— a  i—. ?  oua 

J    sma  -\-  a  cos.r  /"^-      y  '^siii.r  -h  xcos.r  ' 
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1** 


!• 


sinx-t  acosx 


selon  que  p  est  un  nombre  pair  ou  impair  ^  la  se- 
conde formule  réduit  la  recherche  de  i  e^{sîiix -t-a  cosx)^//xà 


ou  a 


seion  que/9  est  pair  ou  impair, 

14.  On  déduit  de  l'équation  (38)  une  autre  formule  de  réduc- 
tion si,  en  faisant  usage  de  la  formule  du  binôme,  on  égale  les  coef- 
ficients d'une  certaine  puissance  a"  dans  les  deux  membres^  en 
posant  p  —  n  =  m,  on  obtient  ainsi 

I  6'?*sinj:*'cosx*  dx 

!m  (  — - —  sinx  —  cosx  |  sin*"*xcos"a: 
\///4-  fi  J 


n  (  sinx  H ' — cosx)  sin^xcos""'. 

m(  m  —  I  ^        r  a    '       .  > 

H ■ I  rP'sili"^*xcos"x  ^ur 

nin  —  I )         /*  fl    . 
—     /-  V    I  6'P'*in'"xcos"""*x</x. 


Quand  m  =  o,  ou  n  =  o,  celte  formule  rentre  dans  celles  qu'on 
trouve  dans  le  Traité  du  Calcul  intégral  d'Euler  (  '  ). 


(')  Institutionum  Calculi  integraîis  tomus  1,  p.  i5i.  —  f^oir  aussi  Bertrand,  Cal- 
cul intégral,  p.  70. 


r 
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SUR  LA  MÉTHODE  DE  HANSEN 
POUR  LA  DËTERMIN ATION  DES  PERTURBATIONS  ABSOLUES 

DES  PETITES  PLANÈTES; 

Pab  m.  BAILLAUD. 

Dans  sa  méthode  pour  la  détermination  des  perturbations  ab- 
solues des  petites  planètes  ('),  Hanseu  utilise  trois  concepûons 
diiTérentes. 

1^  Il  détermine  les  coordonnées  de  Tastre  par  rapport  à  des 
axes  mobiles  OX,  OY,  OZ,  tellement  choisis,  que  ces  coordonnées 
et  leurs  dérivées  par  rapport  au  temps  soient  représentées  par  ies 
mêmes  fonctions  du  temps  et  des  éléments  dans  le  mouvement 
troublé  que  dans  le  mouvement  elliptique.  11  nomme  ces  coordon- 
nées coordonnées  idéales. 

2®  Il  remarque  que  toute  fonction  de  coordonnées  idéales  dé- 
pend du  temps  de  deux  manières  :  le  temps  s'introduit  explici- 
tement, quand  on  exprime  ces  coordonnées  idéales,  au  moyen 
des  formules  du  mouvement  elliptique*,  en  partant  de  Téquation 
de  Kepler^  il  entre  aussi  implicitement  dans  les  éléments  variables 
de  Torbite.  (iansen  désigne  par  r  le  temps  dans  l'équation  de 
Kepler,  sauf  à  remplacer  h  la  (in  des  calculs  t  par  t.  Il  a  cru  né- 
cessaire, dans  le  cas  où  il  s'est  placé  à  ce  point  de  vue,  de  changer 
toutes  les  lettres  qui  représentent  des  fonctions  du  temps.  Il  semble 
que  ce  changement,  en  multipliant  beaucoup  les  symboles  em- 
ployés, rende  les  démonstrations  moins  faciles  à  suivre.  Nous  nous 
bornerons  ici  à  représenter  les  dérivées  partielles  relatives  a  t  par 

la   caractéristique  ^»  réservant  ---  pour  les  dérivées  complètes. 

Si  L  est  une  coordonnée  idéale  ou  une  fonction  de  coordonnées 
idéales  ne  renfermant  pas  explicitement  les  éléments  variables, 
on  a 

(h         i/f  * 


(  '  )  ,4useineuidcrsetzun*^  einer  zweckmàssigen  Mcthode  zur  îlcrcchnuiig  âcr  ahsoluten 
Stiirungen  der  kleineu  Platicten.  (EpsIc  Abhaiidluii(;.) 
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3^  liansçn  dispose  les  formules  de  manière  à  substituer  partout 
aux  éléments  variables  leurs  valeurs  initiales  ou  leurs  valeurs 
moyennes,  sauf  à  introduire  de  très-petites  quantités  variables  qui 
correspondent  à  la  variation  de  ces  éléments. 

Soit,  à  un  instant  quelconque,  a  le  demi-grand  axe  de  l'orbite, 
n  le  moyen  mouvement,  e  =  sin(f  Texcentricité,  zj  Tangle  de  la 
direction  du  périhélie  fait  avec  OX,  c  Tanomalie  moyenne  de  Té- 
poque.  Représentons  par  les  mêmes  lettres,  affectées  de  Tindice  zéro, 
les  valeurs  des  mêmes  quantités  à  l'origine  du  temps  ;  par  u  Tano- 
malie  excentrique,  par  f  l'anomalie  vraie,  par  r  le  rayon  vecteur, 
par  sf  Tangle  qu'il  fait  avec  OX,  par  k  la  constante  de  Gauss. 

On  a  entre  toutes  ces  quantités  les  formules  bien  connues  du 
mouvement  elliptique,  parmi  lesquelles  nous  noterons  les  sui- 
vantes : 

a  cos'f 

r  =  — ; 2"» 

i  ■+-  tf  ces/ 
^''•' 

n^  a*  =  ^^i -h  m). 

Hansen  désigne  par  i^i,  /i,  ri  des  quantités  voisines  de  i/,  J  et  r, 
satisfaisant  aux  équations 

/î,  s  =  tt,  —  e^  sin  u, , 
^1  cos/I  r=  a«  cosM|  —  o»^», 
r,  sin/,  =  a 9  cos^,  sin/j , 


ri 

r/,  cos'o. 

I  -h  tf,  cos/, 

i' 

— /,  -4-  cj,. 

r 

dz 

_r/î,rtJcOS<p,, 

r 

—  r,(i-f-X). 

Pourvu  que  r  et  X  soient  des  fonctions  du  temps  convenablement 
choisies, ces  formules  représenteront  le  mouvement  troublé;  r,  et/i 
seront  des  coordonnées  idéales;  on  peut  appeler  c  et  X  des  coor- 
données, et  elles  sont  aussi  idéales, 

llatism  parvient,  par  des  calculs  très -compliqués,  à  deux  for- 


f. 


.3< 
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mules  très-simples;  d'où  il  déduit  facilement  ^  et  X  en  fonction  de 
forces  perturbatrices.  M.  Dupuy,  dans  son  étude  sur  la  méthode 
de  Hansen,  a  très-notablement  siniplifié  la  démonstration  de  Tune 
de  ces  équations;  elles  deviennent  toutes  deux  intuitives  de  la 
manière  suivante  :  on  a 

I  r,        r-  -4-  <?r,  rosf  /  —  w  -f-  ir.) 


I  -h  X        r  a  ces'  ^ 

Posons  avec  Hansen 

e  cos  (o  —  w»)  =  ^,  -f-  Ç  cos'f « , 
«  sin(cr  —  m^)  =  ucos'y«; 
nous  aurons 


2_ 

-— r  =  —5 1-4-  —  r,  cos/,  -4-  —  r,  sin/, 


/i;  cos'y 
Si  Ton  pose,  pour  abréger , 


1 


/?*  ros9, A 

ni  cosf 


on  a 


i)  — rT  =  71     '  -^  — r.cos/;  -+-— r.sin/, 


On  a,  d'autre  part, 

di*       dfy  dz 


dt        dz  dt  ' 


d'où 


dz       dz ht  r] Ao         i 


n  est  utile,  et  entièrement  conforme  à  l'esprit  de  la  méthode 
de  Hansen,  de  séparer  les  termes  du  deuxième  ordre.  A  cet  eilet, 

on  a 

dz      ht       >*  ^0  1  —  > 


ôr       h  (!-+->)'       /i   I  -f-X 
=:l  -hW-4--7-  , TT-,» 
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en  posant 

on  en  tire 

c'est  la  formule  (37)  (*)  de  Hansen. 

La  valeur  de  X,  donnée  par  Téquation  (i),  n'est  pas  commode  à 
cause  des  dénominateurs.  On  la  transforme  ainsi  : 

On  a,  en  regardant  t  comme  seule  variable, 


A\  =  const,  -+-  2  -; r^ï 

/i    I  -t-  A 


par  suite, 


Oz  h  [i  -h  X)*  dz  ôz  dr  dr  ' 

d'où 


ôz  2    dz 


I  rôw 

et     X  :=r  const. I  -— —  ; 

2j    dz 


c'est  la  formule  (36)  du  Chapitre  cité. 

11  faut  avoir  soin  de  ne  regarder  W  comme  fonction  de  z  que  par 
suite  de  l'emploi  des  formules  du  mouvement  elliptique,  et  de  ne 
pas  regarder  les  éléments  comme  fonctions  de  z  pour  la  diiléren- 
tiation. 


(')  f'oir  Monioirc  cilo,  art.  18  à  23. 
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BRUNS  (Dr.  Heinrich),  a.  o.  Professer  der  Matbematik  an  der  Universililt 
Berlin.  Publication  des  Kônigl.  Preussischen  GeodSlischen  Institutes.  —  Die 
FiGUR  DBa  Erdb.  Ein  Beitragzur  europëisclien  Gradmessung.  —  Berlin ,  1878. 
In-4",  49  pages. 

Dans  un  article  publié  au  Journal  des  Savants  (novembre  1874) 
et  réimprimé  au  tome  IX  du  Bulletin,  M.  Bertrand  a  signalé  les 
différents  points  de  vue  qui  ont  présidé  aux  travaux  des  géodésistes 
occupés  à  mesurer  le  globe  terrestre  et  à  en  déterminer  la  forme 
définitive;  on  y  trouve  un  abrégé  de  l'histoire  du  problème  et  les 
différents  résultats  obtenus  jusqu'à  nos  jours.  Apres  avoir  indi- 
qué, à  la  fin  du  Mémoire,  combien  de  difficultés  la  Science  aura 
encore  i  vaincre,  l'illustre  savant  termine  l'article  par  ces  paroles  : 
«  Les  mesures  géodésiques  pourront  conduire  un  jour  à  de  telles 
déterminations;  mais,  si  nombreuses  et  si  exactes  qu'elles  soient, 
elles  laisseront  aux  géomètres  un  problème  des  plus  difficiles,  qui 
certainement  aujourd'hui  dépasse  de  bien  loin  les  ressources  de  la 
Science,  et  nous  pouvons,  après  soixante  ans  de  travaux  incessants 
et  dignes  des  plus  grands  éloges,  répéter  les  paroles  que  Delambrc 
écrivait  en  1 806  :  «  Les  deux  questions  de  la  grandeur  et  de  la  figure 
]»  de  la  Terre,  qui  exercent  depuis  longtemps  les  astronomes  et  les 
»  géomètres,  paraissent  de  nature  à  n'être  jamais  épuisées  ». 

Le  travail  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  parait  comme 
une  amplification  des  idées  de  M.  Bertrand  :  désireux  d'apprendre 
si  les  moyens  nécessaires  et  suffisants  pour  une  solution  exacte  du 
problème  sont  réellement  fournis  par  les  mesures  effectives  exécu- 
tées par  nos  astronomes  et  géodésistes,  M.  Bruns  étudie  et  ap- 
profondit la  question  de  toute  part  et  parvient  ainsi  k  une  con- 
clusion très-satisfaisante  pour  la  théorie  :  c'est  qu'il  n'est  pas 
nécessaire  de  compléter  les  diverses  classes  des  mesures  effectives 
par  d'autres  nouvelles,  mais  qu'il  n'est  pas  non  plus  permis  d'en 
négliger  aucune. 

La  définition  de  la  surface  de  la  Terre  ne  se  restreint  à  aucune 
surface  idéale  de  Géométrie  ;  M.  Bruns  n'insiste  que  sur  les  données 
de  la  Terre  telle  qu'elle  est  en  vérité  :  comme  l'existence  d'un  po- 

BnU,  des  Sciences  mathém,,  i*  Série,  t.  H.  (Juillet  1878.)  lo 
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teuticl  de  la  Terre  est  incontestable,  il  appelle,  d'après  M.  Listing, 
géoïde  une  quelconque  des  surfaces  de  niveau  et  en  fait  ressortir  la 
tbèse  que  le  problème  à  résoudre  ne  consiste  pas  à  déterminer  un 
gcoïde  particulier  passant  par  un  certain  point  fixe  (qui  serait  tou- 
jours assujetti  à  un  cboix  arbitraire),  mais  qu'il  faut  plutôt  déter- 
miner en  délinitive  Tensemble  de  tous  les  géoides  quand  on  veut 
parvenir  à  une  connaissance  exacte  de  la  figure  de  la  Terre.  Nous 
ajouterons  les  paroles  de  l'auteur  qui  servent  d'introduction  au 
Mémoire  et  qui  révèlent  ses  idées  fondamentales: 

<(  Les  recbercbes  faites  jusqu'à  présent  sur  la  figure  mathéma- 
tique de  la  Terre,  à  moins  qu'elles  ne  soient  d'une  nature  purement 
géométrique,  sont  fondées  sur  les  résultats  des  mesures  de  degrés 
et  sur  ceux  des  observations  du  pendule.  A  cet  elfet,  on  a  établi 
pour  point  de  départ  Thypotlièse  :    i^  que  la  surface  des  océans 
peut  être  regardée  comme  partie  d'une  seule  surface  analytique 
fermée,  assujettie  à  une  simple  loi  de  formation  \  2^  que  les  nor- 
males de  cette  surface  coïncident  avec  la  direction  de  la  pesanteur 
dans  tous  les  points  qui  entrent  en  considération  pour  les  mesures. 
Eu  général,  ou  a  adopté  un  ellipsoïde  de  rotation  pour  cette  sur- 
face, qui  est  désignée  alors  comme  la  figure  mathématique  cherchée 
de  la  Terre  ^  cependant  il  faut  remarquer  que  le  choix  d'une  autre 
surface  assujettie  à  une  loi  assez  simple  de  génération  ne  ferait  que 
changer  les  préceptes  du  calcul,  mais  qu'il  n'altérerait  point  l'idée 
fondamentale  essentielle  de  toute  la  méthode;  d'où  il  résulte  que  le 
problème  de  la  Géodésie  scientifique  se  réduirait  à  déterminer  les 
constantes  ou  paramètres  qui  entrent  dans  l'équation  de  cette  sur- 
face, à  un  point  tel  que  les  mesures  soient  satisfaites  rigoureuse- 
ment ou,  quand  il  y  en  a  un  nombre  excédant,  du  moins  avec  le 
plus  haut  degré  d'approximation.  On  connait  le  résultat  obtenu 
parles  dillérenls  travaux  qui,  en  reposant  sur  ces  idées,  ont  combiné 
l'ellectif  des  observations    disponibles,    résultat   que    l'on    peut 
énoncer  succinctement  comme  il  suit  :  «  1**  L'ellipsoïde  de  rotation 
est  une  première  approximation  sutfisamment  exacte  pour  la  plu- 
part des  cas;   a"  les  contradictions  qu'il  y  a  entre  l'hypothèse  et 
la  mesure,  quoique  toujours    minimes,    sont  dans  bien  des  cas 
telles  qu'elles  ne  permettent  plus  qu'on  les  attribue  aux  fautes 
d'observation,  c'est-à-dire  que  les  fautes  de  l'hypothèse  sont  men- 
s arables.  » 
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Ce  dernier  résultat  pouvait  bicu  être  soupçonné,  même  avant 
que,  dans  son  Mémoire  connu,  Walbeck  eût  fait  la  première  tenta- 
tive pour  déterminer  la  forme  de  la  Terre,  en  faisant  usage  de  l'en- 
semble des  mesures  appropriées  au  calcul  qui  existaient  alors  ;  car 
la  surface  des  océans  et  sa  continuation  idéale  au-dessous  des  con- 
tinents ne  saurait  appartenir  en  toute  rigueur  à  aucune  surface 
assujettie  à  une  simple  loi  de  formation,  proposition  qui  résultait 
déjà  avec  la  plus  grande  probabilité  de  la  composition  irrégulière 
de  la  partie  accessible  delà  croûte  terrestre;  et,  déplus,  il  s'ensui- 
vrait que  les  déviations  de  la  verticale  causées  par  ces  irrégularités 
se  prêtent,  dans  quelques  cas,  à  une  mesure  exacte  ;  car  les  tenta- 
tives pour  se  servir  de  ces  mêmes  déviations  pour  évaluer  la  densité 
moyenne  de  la  Terre  avaient  une  heureuse  issue.  Les  expériences 
faites  depuis  nous  ont  même  montré  qu'on  peut  généraliser  ce  ré- 
sultat en  disant  que  les  déviations  perceptibles  du  fil  à  plomb  seront 
d'autant  moins  l'exception  et  d'autant  plus  la  règle,  que  nos  obser- 
vations seront  devenues  plus  délicates. 

Or  la  détermination  de  la  figure  de  la  Terre  n'a  pas,  jusqu'à  nos 
jours,  mis  à  profit  ces  déviations  de  la  verticale;  on  les  a  traitées 
en  fautes  accidentelles,  et  l'on  s'est  contenté  d'en  constater  l'exis- 
tence et  la  petitesse.  Le  géodésiste  s'y  était  placé,  à  peu  de  chose 
près,  comme  un  astronome  chargé  de  discuter  des  observations  ac- 
tuelles de  planètes  à  l'aide  des  théories  des  perturbations  emprun- 
tées à  la  période  antérieure  à  Laplace.  Les  solutions  du  problème 
de  la  Géodésie  qu'on  a  données  jusqu'à  présent  sont  aussi  incom- 
plètes, vu  qu'elles  n'épuisent  pasTeilectif  du  matériel  numérique  et 
qu'elles  renoncent  à  démêler  les  contradictions  entre  l'hypothèse 
et  Texpérience.  Reste  à  constater  si  ce  défaut  est  seulement  acci- 
dentel ou  s'il  est  nécessaire.  Évidemment  il  serait  purement  acci- 
dentel si,  en  résolvant  le  problème,  on  pouvait  se  passer  de  toute 
supposition  hypothétique  el  assujettie  à  une  vériBcation  a  poste- 
riori; de  l'autre  côlé,  il  serait  nécessaire,  quand,  sans  être  complé- 
tées par  des  hypothèses  additionnelles,  les  données  empiriques  en 
elles-mêmes  seraient  insuifisanles  pour  en  faire  ressortir  la  solution. 
La  discussion  de  cette  question  fait  l'objet  du  Mémoire  actuel  et 
conduit  au  résultat  suivant  :  les  données  empiriques  des  mesures 
de  degrés,  délînîtivement  terminées  jusqu'à  présent,  ne  sufliscnt 
pas,   en  effet,  pour  en  tirer,  abstraction  faite  de  toute  hypothèse 
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auxiliaire,  la  figure  de  la  Terre,  soit  eu  entiery  soit  en  parUe.  Ce- 
pendant la  mesure;  des  degrés  européens  dispose  en  vérité  de  toni 
les  moyens  qu'il  faut  à  la  théorie  pour  découvrir,  indépendammenl 
de  toute  supposition  hypothétique  sur  la  loi  de  formation  de  la 
figure  mathématique  de  la  Terre,  la  surface  géométrique  du  globe 
dans  retendue  de  Taire  recouverte  par  ses  réseaux.  Ces  moyens 
sont  fournis  par  les  classes  suivantes  de  mesures  : 

I®  Déterminations  astronomiques  de  points  sur  la  Terre  (hao- 
ti^urs  du  p<^le,  longitudes,  azimuts)^ 

0?  Triangulation  (angles  horizontaux,  bases); 

3**  Nivellement  trigonométrique  (mesures  de  distances  zéni- 
thales); 

4®  Nivellement  géométrique; 

5^  Déterminations  de  l'intensité  de  la  pesanteur. 

L'ensemble  de  ces  classes  de  données  est  non-seulement  suffisant 
pour  la  solution  du  problème  libre  de  toute  hypothèse,  mais  encore 
nécessaire,  c'est-à-dire  que,  en  supprimant  une  seule  de  ces  classes 
de  données  numériques,  on  est  obligé,  pour  combler  la  lacune,  de 
recourir  à  des  hypothèses  sur  la  loi  de  génération  de  la  siu*face  en 
question,  parce  que  des  données  d'une  autre  nature  que  celles  que 
nous  venons  de  signaler,  et  qui  pourraient  leur  être  substituées,  ne 
se  prêtent  pas  pour  le  moment  à  une  mesure  couronnée  de  succès. 

Parmi  les  dillércntcs  parties  du  Mémoire,  les  premières  ont  pour 
but  de  définir  la  figure  mathématique  de  la  Terre  et  d'en  tirer  les 
conséquences  nécessaires.  Celles  qui  viennent  ensuite  s'occupent 
du  rôle  que  jouent  les  diverses  classes  des  données  empiriques  pour 
la  solution  rigoureuse  du  problème,  cousidérées  soit  en  elles-mêmes, 
soit  dans  leur  ensemble;  la  dernière  enfin  discute  la  question  dr 
savoir  jusqu'à  quel  point  on  peut  envisager,  comme  réalisable  par 
la  pratique^  la  solution  dont  la  possibilité  a  été  démontrée. 

§1.  La  définition  de  la  figure  mathématique  de  la  Terre. — 
§  2.  Propriétés  générales  des  géoïdes.  —  §  3.  Les  déviations  des  ver- 
ticales. —  §  4.  Résultats  possibles  d'opérations  géodésiques.  — 
§  5.  Les  mesures  astronomiques  et  trigonométriques.  —  §  6.  Le  ni- 
vellement géométrique. —  §  7.  Les  mesures  de  la  pesanteur.— 
§  8.  La  solution  rigoureuse  du  problème.  E.  L. 
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HALL  (Asaph).  —  Obsehvations  et  obbites  des  deux  satellites  de  Mabs 
AYEc  LES  DONNiES  POUR  LES  éphémérides  EN  18^9.  Washington,  imprimerie 
du  Gouvernement,  1878.  In-4^,  46  pages. 

On  se  rappelle  l'impression  que  causa ,  au  mois  d'août  de  Tannée 
dernière,  l'annonce,  par  l'amiral  Rodgers^  de  la  découverte  de 
deux  satellites  de  Mars;  aussitôt  les  érudits  chercbèrent  dans  les 
Ouvrages  récents  ou  anciens  si  quelque  astronome  avait  reconnu  et 
admis  la  probabilité  de  la  découverte  de  ces  satellites,  et  il  se  trouva^ 
chose  singulière,  que  les  auteurs  les  plus  aflirmatifs  sur  ce  sujet 
étaient  totalement  étrangers  a  l'Astronomie.  On  rappela  le  passage 
de  Swift  où  Gulliver  décrit  son  arrivée  à  Laputa,  le  goût  exagéré 
des  Laputiens  pour  les  Mathématiques  et  la  Musique,  la  découverte 
qu'ils  ont  faite  de  deux  satellites  de  Mars;  on  reproduisît  surtout 
le  passage  de  Micromégas  où  Voltaire  dit  :  «  Mais  revenons  a  nos 
voyageurs.  En  sortant  de  Jupiter,  ils  traversèrent  un  espace  d'envi- 
ron cent  millions  de  lieues,  et  ils  côtoyèrent  la  planète  Mars  qui, 
comme  on  sait,  est  cinq  fois  plus  petite  que  notre  petit  globe;  ils 
virent  deux  Lunes  qui  servent  a  cette  planète,  et  qui  ont  échappé 
aux  regards  de  nos  astronomes.  Je  sais  bien  que  le  P.  Castel  écrira, 
ei  même  plaisamment,  contre  l'existence  de  ces  deux  Lunes  ;  mais 
je  m'en  rapporte  à  ceux  qui  raisonnent  par  analogie.  Ces  bons  phi- 
losophes-la savent  combien  il  serait  difBcile  que  Mars,  qui  est  si  loin 
du  Soleil,  se  passât  à  moins  de  deux  Lunes.  »  L'auteur  qui  cite  ce 
passage,  ainsi  que  celui  des  voyages  de  Gulliver,  reproduit  aussi  un 
fragment  d'une  lettre  de  Kepler  à  un  de  ses  amis,  Wachenfels,  écrite 
un  peu  après  la  découverte  par  Galilée  des  satellites  de  Jupiter,  et 
alors  que  Ton  émettait  des  doutes  sur  la  réalité  de  cette  découverte  : 
ce  Je  suis  si  convaincu  de  l'existence  des  quatre  planètes  entourant 
Jupiter  qu'il  me  tarde  d'avoir  un  télescope  pour  vous  précéder,  s'il 
est  possible,  dans  la  découverte  de  deux  satellites  de  Mars  et  peut- 
être  d'un  pour  Mercure  et  Vénus  » . 

Le  Mémoire  de  M.  Asaph  Hall  auquel  nous  empruntons  ces  cita- 
tions contient  une  partie  beaucoup  plus  étendue  et  beaucoup  plu6 
importante.  L'auteur  reproduit  les  observations  des  deux  satellites  \ 
il  calcule  les  éléments  de  leurs  orbites,  et  aussi,  après  une  comparai- 
son détaillée  de  dilFérents  groupes  d'observations,  la  masse  de  la 
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planète  Mars,  et  il  termine  la  partie  scientifique  de  son  imporlaui 
travail  en  faisant  connaître  les  données  numériques  qui  permettront 
de  retrouver  en  1 879  les  deux  astres  auxquels  il  a  donné  les  noms 
de  Deimos  et  Phobos,  Phobos  étant  le  plus  rapproché  de  la  planète. 


MATTHIESSEN  (L.).  —  Grundzuge  dbr  antiken  und  modernen  Algebra  der 
LiTTERALEN  Gleiciiuxgex.  —  Leipzig,  1878.  I  vol.  in-8*,  looi  pages. 

Les  recherches  des  géomètres  sur  chaque  point  des  Mathéma- 
tiques vont  en  s'accumulant  d*uue  façon  qui  commence  à  rendre 
nécessaire  la  publication  de  monographies  analogues  à  celle  que 
M.  Matthiesscn  vient  de  donner.  Elle  se  rapporte  presque  unique- 
ment aux  équations  des  quatre  premiers  degrés,  et  forme  un  volume 
de  plus  de  mille  pages;  on  peut  espérer  qu'elle  est  à  peu  près 
complète.  L'étendue  avec  laquelle  est  traité  un  sujet  aussi  res- 
treint étonnera  sans  doute  quelques  lecteurs,  disposés  à  reconnaître 
a  quelques-unes  des  méthodes  entassées  dans  le  Livre  de  M.  Mat- 
thiesscn une  grande  valeur,  soit  historique,  soit  analytique,  mais 
persuadés  que,  en  Mathématiques  comme  ailleurs,  certains  travaux, 
qui  ont  été  utiles,  sont  cependant  destines  à  l'oubli,  et  portés  peut- 
être  à  regretter  que  le  soin  de  faire  eux-mêmes  le  choix  judicieux 
des  méthodes  qui  sont  vraiment  dignes  d'être  conservées  leur  ait 
été  laissé  :  ils  devront  toutefois  reconnaître  que  ce  dernier  travail 
leur  est  singulièrement  facilité  par  celui  que  M.  Matthiesscn  a  su 
accomplir.  11  y  a,  en  outre,  un  défaut  inhérent  à  la  nature  de  l'Ou- 
vrage :  c'est  uniquement  sur  le  but  commun  vers  lequel  tendent 
toutes  les  méthodes  exposées  qu'est  attirée  l'attention  du  lecteur, 
non  sur  les  points  de  départ,  ni  sur  les  voies  qui  les  rattachent  aux 
autres  parties  de  la  Science  et,  en  quelque  sorte,  à  des  sommets 
plus  élevés,  d'où  la  vue  s'étend  sur  un  horizon  plus  large.  Quoi 
qu'il  en  soit,  l'extrême  richesse  des  renseignements  historiques  et 
bibliograplîiques  rendront  ce  Livre  éminemment  utile  et  commode 
h  consulter. 

11  est  divisé  en  huit  Sections.  Les  deux  premières  (p.  i-24-'54) 
contiennent  les  théories  générales  et  sont  relativement  peu  déve- 
loppées :  l'existence  des  racines,  la  démonstration  de  la  continuité 
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des  fonctions  algébriques,  la  décomposition  en  facteurs,  la  règle 
de  Descartes  ou  de  Harriot,  la  transformation  des  équations,  la 
théorie  des  fonctions  symétriques,  les  équations  aux  sommes,  aux 
quotients,  aux  diiFérences,  etc.  des  racines,  les  diverses  méthodes 
d'élimination,  les  notions  les  plus  essentielles  relatives  aux  inva- 
riants et  covariants  y  sont  rapidement  exposées  ou  étudiées. 

La  troisième  Section  (p.  1 54-936)  concerne  la  résolution  directe 
d'équations  particulières,  telles  que  les  équations  réciproques,  bi- 
nômes, à  racines  égales  ou  commeusurables,  ou  telles  que  leurs 
racines  aient  entre  elles  certaines  relations  ;  on  y  trouvera  les  belles 
recherches  de  Gauss  sur  l'équation  binôme. 

Les  Sections  IV  et  V  (p.  237-789-878)  sont  les  plus  développées  : 
elles  contiennent  à  peu  près  toutes  les  méthodes  connues  pour  la  ré- 
solution directe  des  équations  du  premier,  du  deuxième,  du  troisième 
et  du  quatrième  degré,  fondées  soit  sur  la  substitution  d'une  certaine 
fonction  a  l'inconnue,  soit  sur  l'étude  de  combinaisons  formées  avec 
les  racines,  combinaisons  qui  se  trouvent  être  les  racines  d'équations 
qu*on  sait  résoudre  [Directe  Auflosung  der  Glelchungen  von  den 
ersten  vier  Graden  durch  Substitution,  durch  Combination), 
On  acquerra  l'idée  de  l'étendue  des  renseignements  qu'on  trouve 
dans  le  Livre  de  M.  Matthiessen,  en  consultant  simplement  la 
liste  des  auteut*s  auxquels  est  attribuée  l'invention  des  méthodes 
exposées. 

Premier  degré  :  Job  bcn  Salomon,  Ibn  Albanna. 

Deuxième  degré  :  Brahmegupta,  Bhascara,  Diophaute,  Moham- 
med ben  Musa,  Omar  Alkhayyami,  Viète,  Grunert,  Job,  Clebsch, 
Hulbe,  Sommer,  Mallet,  Heilermann,  Diekmann,  Cayley,  Laplace, 
Haminger,  Lagrange,  Vandermondc. 

Troisième  degré  :  Scipione  Ferro,  Kicolo  Tartaglia,  Cardan, 
Viète,  Hudde,  Lacroix,  Laudcn,  Hulbc,  Tschirnhausen,  Euler,  Bé- 
zout,  Guglielmini,  Lockhart,  Cayley,  Lagrange,  Mallet,  Cocklc,. 
Amdt,  Bretschneider,  Schlesicke,  Grunert,  Sommer,  Faure,  HeilcF- 
mann,  Spitz,  Blerzy,  Tortolini,  Clebsch,  Eisenstcin,  Laplace,  Vau- 
derraonde,  Blomstrand. 

Quatrième  degré  :  Ludovico  Ferrari,  Viète,  Descarlcs,  Schooten, 
Euler,  Lagrange,  Waring,  Bézoul,  Mossbrugger,  Hulbe,  Le  Besgue, 
Tschirnhausen,  Bring,  Francœur,  Jourdain,  Pratl,  Mallel,  Som- 
mer,  Bail,  Grunert,  Cayley,  Hesso,  Hermilc,  Aronhold,  Jerrartl, 
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Simpson,  Lacroix,  Bardey,  Hvilermann ,  Eisenstein,  Clebsch, 
Blerzy,  Boberts,  Salmon,  Laplace,  Terquem,  Darbonx,  Ampèa*, 
Lacroix,  Blomstrand,  Job,  Ley,  Hunrath,  Wilson. 

A  peine  est-il  utile  de  dire  que,  parmi  ces  géomètres,  plusieurs 
ont  donné  plus  d'une  méthode,  et  que  bon  nombre  des  méthodes 
développées  par  M.  Matthiessen  sont  anonymes. 

La  sixième  Section  (p.  879-920)  est  consacrée  aux  méthodes 
trigonométriques,  et  la  septième  (p.  921-963)  aux  méthodes  géomé- 
triques :  on  relèvera  dans  la  première  les  noms  de  Fûrstemann, 
Grunert,  Fischer,  Terquem,  Viète,  Girard,  Schooten,  Landen, 
Colson,  Moivre,  Eytelwein,  Kônitzcr,  Heis,  Bjôrling,  et,  dans  la 
seconde,  de  Ibn  Albanna,  Euclide,  Omar  ben  Ibrahim,  Francœor, 
Koppe,  Heis,  Eschweiler,  Platon,  Eutocius,  Almahani,  Descartes, 
Schooten^  Newton,  Colson,  Spitz. 

EnGn  la  dernière  Section  (p.  964-1001)  est  consacrée  à  la  bi- 
bliographie et  à  riiistoire  :  on  y  trouvera  des  renseignements  sur 
les  travaux  des  Chinois,  des  Egyptiens,  des  Indiens,  des  Grecs,  des 
Arabes  et  des  Persans,  la  liste  des  travaux  de  l'ancienne  école  ita- 
lienne (1 100-1600)  et  des  différents  peuples  occidentaux  depuis 
le  XVII*  siècle,  enfin  le  catalogue  des  écrits  sur  les  méthodes  d'ap- 
proximation, sur  la  résolution  des  équations  algébriques  par  les 
fonctions  circulaires  et  elliptiques  et,  spécialement,  sur  la  réso- 
lution de  Téquation  du  cinquième  degré. 


PETERSEN  (J.).  —  Beweisi  eines  Lehrsatzes  betreppend  die  Intégration 
algebraischer  dlfferextialalsdrucke  ,  beziehungsweise  algebraiscber 
Differentialgleichuxgen  unter  geschlossener  Form  ('). 

Etant  donnée  une  équation  de  la  forme 

(  I  )  dJ'=^P^  dx^  4-  Pj  rfxj  -h  .  .  .  -h  P*  djci, 

où  les  quantités  P  sont  des  fonctions  algébriques  de  x^^  j'j,  ...i 


(*)  Aachrichte/t  v.  d.  konigl,  Gesellschaft  der  U  issensvltnften  u.  d.  G.-J.-Univeift- 
tàt  zu  Gôttiftffen,  février  1878,  j».  67 -8^^. 
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Xk  et  j^,  satisfaisant  aux  conditions  d'intégrabilité,  Tauteur  s'occupe 
de  l'intégrer,  sous  forme  finie,  au  moyen  de  fonctions  algébriques  et 
de  transcendantes  d'une  espèce  donnée.  Il  convient  d'abord  de  dire 
quelques  mots  de  la  classification  de  ces  transcendantes. 
Une  équation 

où  N|,  Nt,  •  • .,  Nn  sont  encore  des  fonctions  algébriques  de  i'i, 
»^t,  •  • . ,  f^n,  Gi),  satisfaisant,  bien  entendu,  aux  conditions  d'intégra- 
biJité,  définit  en  général  la  fonction  co  des  variables  i^  comme  une 
fonction  transcendante  de  ces  dernières  ;  toutefois,  si  co  n'entre  pas 
dans  les  N,  «>  sera  dite  une  fonction  hjperalgébrique  des  sf\  si  main- 
tenant on  substitue  aux  \f  d'autres  variables  w^  liées  algébriquement 
aux  premières,  la  fonction  o)  sera  dite,  en  général,  une  fonction  5zm- 
plement  transcendante  [Transcendente  erster  Stufe\  ou,  dans  le 
cas  particulier,  simplement  hyperalgébrique,  des  variables  w\  si 
actuellement  les  variables  w  sont  des  fonctions  simplement  transcen- 
dantes d'autres  variables,  ai  sera  une  fonction  doublement  tran- 
scendante (zweiter  Stufe)  de  ces  dernières.  On  passera  de  même 
aux  fonctions  triplement  transcendantes,  etc.  Il  est  entendu 
qu'on  doit  supposer  l'ordre  de  transcendance  le  moins  élevé  pos- 
sible, en  sorte  qu'une  équation  algébrique  entre  une  fonction 
transcendante  et  des  fonctions  transcendantes  d'un  ordre  moins 
élevé  se  réduise  nécessairement  à  une  identité. 
Cela  posé,  soit 

tt  z=/(XifXtf  • .  •f^njj'»  wi>»ï>  , .  .,ùip)=z  const.  =zc 

l'intégrale  de  l'équation  (1),  pétant  une  fonction  algébrique  de 
X|,  Xt,  . . .,  j^^  cc)|,  cc)t,  •  • .,  et  les  quantités  a)|,  cot,  . . .  étant  des 
fonctions  transcendantes  d'ordre  quelconque  de  X],  Xt,  . .  .,y\  si 
l'on  met  en  évidence  une  des  transcendantes  o)  de  l'ordre  le  plus 
élevé,  M.  Petersen  établit  qu'en  désignant  par  (f  un  facteur  inté- 
grant de  l'équation  diflérentielle  (a),  qui  est  supposée  définir  cette 
transcendante,  l'équation 

du 
♦>ù  la  dérivée  partielle  est. prise  par  rapport  à  w  en  tant  que  cette 


^ 
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l'onction  entre  explicitement  dans  a,  se  réduit  à  une  identité  on  bien 
est  une  nouvelle  forme  de  Tintégrale  de  Téquation  proposée. 

L'auteur  étudie  ensuite  spécialement  le  cas  où  l'équation  diffé- 
rentielle (2),  qui  définit  la  transcendante  eo,  admet  un  facteur  inté- 
grant qui  soit  une  fonction  algébrique  de  co,  ^|,  v',,  •  •  •  9  1^  même 
chose  ayant  lieu  pour  les  autres  transcendantes;  dans  ce  cas  u,  mis 
sous  sa  forme  la  plus  simple,  doit  être  la  somme  de  fonctions  sim- 
plement hyperalgébriques. 

Voici  maintenant  d'importantes  conclusions  particulières  que 
M.  Petersen  déduit  de  ses  recherches. 

Soient  P^  Pt,  .  • .,  P^  des  fonctions  algébriques  de  x,  qui  11e 
soient  point  les  dérivées  de  fonctions  algébriques;  introduisons  les 
transcendantes 

/X  /•X 

l'intégrale 

Pr/jr, 


/ 


où  P  désigne  une  fonction  algébrique  de  x^  ne  pourra  pas  être 
exprimée  sous  forme  finie  au  moyen  des  fonctions  4>  et  des  fonc- 
tions inverses,  à  moins  qu'on  ne  puisse  la  mettre  sous  la  forme 

où  Xy,^  V  et  X  sont  des  fonctions  algébriques  de  x. 

Si  l'on  peut  intégrer  une  diilérenticllc  algébrique,  sous  forme 
finie,  au  moyen  des  fonctions  algébriques  et  des  transcendantes 
élémentaires  loga^,  a',  sinx,  arcsin  a*,  ...,  on  pourra  la  mettre 
sous  la  forme 

y  P  f/x  ==  Zf.,logj-v  -+-  X, 

où  Xv  et  X  sont  des  fonctions  algébriques. 
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PETEBSEN  (J.),  Dpcent  an  der  polytechnlschen  Schule  in  Kopenhagen.  — 
Theorib  dbr  ALGEBRAiscBBif  Gleichungbn.  Kopenhageh,  Andr.-Fred.  Hbst  et 
-  John,  1878,  in-8*,  335  pages. 

Le  Traité  dont  nous  avons  à  rendre  compte  doit  son  origine 
aux  leçons  que  M.  Petersen  a  du  faire  sur  ce  sujet  à  TÉcole  Poly- 
technique de  Copenhague.  Dans  sa  Préface,  l'auteur  cite  les  Ou- 
vrages qu'il  a  suivis  dans  quelques  parties  :  d*ahord  TAIgèbre  supé- 
rieure de  M.  Serret,  dont  une  nouvelle  édition  vient  de  nous  être 
donnée;  ensuite  l'Ouvrage  de  Todhunter,  auquel  il  a  emprunté  une 
méthode  d'approximation  malheureusement  peu  connue  en  France 
et  due  à  Homer;  enfin,  pour  ce  qui  concerne  la  théorie  des  sub- 
stitutions, le  Traité  fondamental  de  M.  Jordan.  L'Ouvrage  de 
M.  Petersen  contient,  condensées  dans  un  espace  relativement 
étroit,  beaucoup  de  théories  importantes  d'Algèbre  supérieure,  et 
l'on  doit  savoir  gré  à  l'auteur  d'avoir  fourni  aux  étudiants  une 
nouvelle  occasion  de  s'instruire  et  de  se  préparer  à  la  lecture  des 
Traités  où  les  mêmes  questions  sont  reprises  avec  tout  le  dévelop- 
pement qu'elles  comportent. 

La  première  Section  traite  des  équations  en  général,  des  rela- 
tions entre  les  coefficients  et  les  racines,  de  l'élimination,  de  la 
transformation  des  équations,  du  calcul  des  fonctions  symétriques. 

La  deuxième  Section  traite  de  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions. Après  avoir  examiné  les  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré,  les  équations  binômes,  l'auteur  donne  la  démonstra- 
tion de  l'impossibilité  de  la  résolution  algébrique  à  partir  du 
cinquième  degré  (*).  Un  des  Chapitres  de  cette  Section  traite  des 
équations  abéliennes. 

La  troisième  Section  est  consacrée  à  la  résolution  numérique  des 
équations.  Elle  contient  les  théorèmes  de  Descartes,  de  Budan,  de 
Rolle,  de  Sturm  *,  les  méthodes  d'approximation  de  Newton,  de  La- 


(')  n  y  a  un  point  toutefois  do  cette  démonstration  qui  ne  nous  a  pas  paru  ri- 

l^oureai.  L'auteur  admet  que  si  'yfp  est  le  premier  radical  qui  se  présente  dans  In 
formule  qui  donne  une  des  racines,  p  deriendra  une  puissance  /i'*™*  parfaite  lorsqu'on 
remplacera  dans  p  les  coefficients  des  équations  par  leurs  expressions  en  fonctions  sy- 
métriques dos  racines.  C'est  un  point  qui  ne  peut  pas  être  accordé,  et  qu'Abel,  dans 
son  Mémoire.  s*est  soigneusement  attaché  à  démontrer. 
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grange,  de  Horner.  Nous  y  avons  remarqué  Temploi  ingénieux  que 
fait  l*auteur  du  théorème  de  Descartes,  pour  trouver  des  limites 
plus  resserrées  du  nombre  des  racines  positives  et  négatives. 

Enfin  la  quatrième  Section  contient  une  étude  élémentaire  des 
substitutions.  Elle  traite  des  substitutions  en  général,  des  groupes 
et  des  substitutions  conjugués  de  la  théorie  de  Galois,  et  elle  se 
termine  par  quelques  applications  de  cette  théorie,  et,  en  particu- 
lier, par  l'étude  de  l'équation  de  Hesse. 

Ces  indications  rapides  indiqueront  suffisamment  quel  est  le  but 
de  rOuvrage  et  dans  quel  esprit  il  a  été  composé.  G.  D. 


CASORATI  (F.)*  —  Sut  dbterminanti  di  funzioni  ('). 

M.  Casorati  s'occupe  dans  cette  Note  du  déterminant  fonctionnel 
de  n-hi  fonctions  de  /i  H-  i  variables,  c'est-à-dire  du  déterminant 
dont  une  ligne  a  pour  éléments  n  •+- 1  fonctions  de  n  variables,  les 
éléments  des  autres  lignes  étant  les  dérivées  partielles  de  ces  n-hi 
fonctions  prises  par  rapport  à  une  de  ces  variables,  enfin  du  déter- 
minant dont  la  première  ligne  a  pour  éléments  n  -f- 1  fonctions  d'une 
seule  variable,  les  éléments  des  autres  lignes  étant  les  dérivées  i", 
a*,  . .  .,  w'*"'  de  CCS  fonctions.  Ces  trois  déterminants  jouissent  de 
la  propriété  suivante  :  si  dans  l'un  quelconque  on  substitue  aux 
fonctions  au  moyen  desquelles  il  est  formé  ces  fonctions  divisées 
par  une  même  fonction  0,  on  reproduit  les  mêmes  déterminants, 
divisés  le  premier  par  6""^*,  les  deux  autres  par  0""^*. 

M.  Casorati  déduit  de  là  diverses  conséquences;  ainsi,  lorsque 
une  fonction  entière  de  n  variables  est  divisible  par  la  /n'*°*  puis- 
sance d'une  autre  fonction  de  ces  mûmes  variables,  le  liessîen  de  la 
première  fonction  est  divisible  par  la  Ji{m  —  i)'*«n«  puissance  de  la 
seconde;  lorsqu'une  fonction  de  n  variables  est  divisible  par  une 
fonction  de  [x  de  ces  variables,  son  hessien  est  divisible  par  la 
(/i — 2a)'*™'  puissance  de  cette  dernière  fonction;  lorsqu'une 
fonction  linéaire  de  n  variables  admet  un  facteur  fonction  linéaire 


(•)  Memorie   dcl  Realc  Istituto  Lombnrdo,   l.  XIII  (3«  série,  t.   IV).    Milan,  i8;'), 
in-'|0,  7  p. 
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de  ces  mêmes  variables,  son  hessien  admet  n  —  a  fcûs  ce  facteur. 
L'auteur  étudie  ensuite  plus  particulièrement  le  second  des  trois 
déterminants  dont  nous  avons  parlé  et  en  fait  une  théorie  analogue 
à  celle  du  déterminant  fonctionnel. 


GENOCQil  (A.)-  —  Intorno  all'  equazione  dippbhenziale  del  moltipli- 

CATORE. 

Jacobi  a  remarqué  qu'en  éliminant  X  entre  les  deux  équations 

qui  relient  le  multiplicateur  M,  les  modules  primitif  et  trans- 
formé X  et  Al,  et  Tordre  n  de  la  transformation,  on  tombait  sur 

une  équation,  entre  k  etf=  ^n  .M,  du  troisième  ordre,  indépen- 
dante de  Tordre  n.  M.  Genocchi  rectifie  une  erreur  dans  les  équa- 
tions de  Jacobi,  erreur  reproduite  dans  les  Mathematische  Werke, 
t.  II,  p.  a  1-369  et  dans  la  traduction  publiée  dans  le  Journal  de 
Liouuille^  1 846  (t.  XIV,  p.  1 8 1-900)  ^  ces  équations  rectifiées  sont 


I-/^' 


en  éliminant  H  entre  ces  équations,  on  trouve  Téquation  cherchée, 
à  propos  de  laquelle  M.  Genocchi  rappelle  certaines  remarques 
faites  par  lui  dans  un  Mémoire  publié  antérieurement  [Memorie 
délia  R,  ^ccademia  délie  Scienze  di  Torino,  t.  XXIII,  p.  246, 
1866). 

^*')  Renfiiconti  del  H.  Istitnto  Lombarde.  Série  If,  t.  X,  fonc.  XVIf. 
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CATALAN  (E.).  —  Sur  quelques  formules  relatives  aux  intégrales  ei- 

LÉRIENNES.  Id-4'«  ^O  pRgeS. 

On  remarquera  dans  ce  travail  les  deux  formules  suivantes  : 

,.  B{/îH-a,  v) 

lim  --7 — i — — ;  =z  «T  pour  «  =  30  : 

B(fl/H- p-f- 1,7)  ^ 

<=« 

(7 —  z')  (7 —z' —  >)•••  (7 —/'-»-' —0 


p(p-i-i)  ...  (/>  — îH-O 


l  =  u 


Dans  celte  dernière  formule,  dont  l'auteur  tire  diverses  consé- 
quences, p,  y,  m  sont  des  quantités  positives^  C^^i  est  le  (t  -h  i) 
coefficient  numérique  de  la  puissance  m**"*  d'un  binôme. 


iimt 


DARBOUX  (G.).  —  MÉMOIRE  sur  l'équilirrb  astatique  et  sur  l^effbt  que 

PEUVENT  produire  DES  FORCES  DE  GRANDEURS  ET  DE  DIRECTIONS  CONSTANTES 
APPLIQUÉES  EN  DES  POINTS  DÉTERMINÉS  D'uN  CORPS  SOLIDE,   QUAND  CE  CORPS 

CHANGE  DE  DIRECTION  DANS  L* ESPACE.  Paris,  1877,  Gsuthier-Villars.  I  vol. 
in-8*»,  68  pages  ('). 

Dans  ce  petit  opuscule  de  Statique  géoniélrîque,  Tauteur  a  déve- 
loppé la  solution  d'un  problème  qui  a  été  abordé  pour  la  première 
fois  dans  la  Statique  de  Mobius.  On  sait  que  Tétude  des  forces 
parallèles  appliquées  en  des  points  déterminés  d'un  corps  solide  a 
conduit  à  la  notion  du  centre  des  forées  parallèles,  point  d'applica- 
tion d'une  forée  unique,  ayant  même  direction  que  les  forces  con- 
sidérées, égale  à  leur  somme  algébrique  et  qui  peut  toujours  les 
remplacer  lorsque  le  corps  change  de  situation  dans  Tespace. 

Il  était  naturel  de  chercher  à  étendre  aux  systèmes  composés  de 
forces  quelconques  les  propriétés  du  centre  des  forces  parallèles, 
c'est-à-dire  d'examiner  comment  varie  l'ellet,  c'est-à-dire  la  résul- 
tante générale  et  le  couple  résultant  d'un  système  quelconque  de 


(')  Extrait  dos  Mémoires  de  la  Société  <le%  Sciences  physiques  et  naturelles  de  B*^' 
tleaux,  t.  II.  a*  sério,  II*  cahier. 
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forces  appliquées  en  des  points  déterminés  du  corps  solide,  soit 
lorsque,  leur  grandeur  et  leur  direction  demeurant  les  mèmes^ 
Torientation  du  corps  vient  à  changer,  soit,  ce  qui  est  la  même 
chose,  lorsque,  le  corps  demeurant  en  repos,  les  forces  conservent 
leurs  points  d'application,  mais  changent  de  direction  de  manière 
h  conserver  entre  elles  les  mêmes  angles. 

On  peut  demander,  par  exemple,  quelles  sont  les  conditions 
nécessaires  pour  qu'elles  se  fassent  équilibre  dans  toutes  les  positions 
du  corps.  On  dit  alors  que  le  corps  est  en  équilibre  a^atique.  Môbius, 
nous  l'avons  dit,  avait  déjà  commencé  cette  étude  dans  sa  Statique; 
Minding,  dans  le  tome  XV  du  Journal  de  Crelle,  a  donné  sur  le 
même  sujet  un  théorème  des  plus  remarquables,  et  il  a  prouvé  que, 
toutes  les  fois  que  le  corps  est  ramené  par  une  rotation  convenable 
dans  une  situation  où  le  système  des  forces  a  une  résultante  unique, 
cette  résultante  unique  rencontre  deux  courbes  ayant  une  position 
fixe  dans  le  corps,  qui  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole,  focales 
l'une  de  l'autre. 

Les  études  de  Môbius  et  de  Minding  ont  été  développées  dans  la 
Mécanique  de  M.  Broch.  M.  l'abbé  Moigno  les  a  résumées  d'après 
l'Ouvrage  de  M.  Broch  dans  deux  Chapitres  de  sa  Statique.  La 
théorie  trouve  d'ailleurs  des  applications  pratiques  intéressantes 
dans  l'étude  de  plusieurs  appareils  de  Physique  qui  peuvent  être 
assimilés  à  des  corps  solides  soumis  à  plusieurs  systèmes  de  forces, 
de  natures  dilTérentes.  Nous  citerons  les  boussoles,  par  exemple, 
sur  lesquelles  agissent  à  la  fois  les  forces  magnétiques  et  celles  qui 
sont  dues  à  la  pesanteur. 

Dans  le  travail  actuel,  M.  Darboux  démontre  les  propositions 
connues  et  en  ajoute  plusieurs  qui  sont  nouvelles. 

L'auteur  cherche  d'abord  la  condition  pour  que  des  forces  appli- 
quées a  un  corps  solide  se  fassent  équilibre,  non-seulement  dans  la 
position  actuelle  du  corps,  mais  encore  lorsque  le  corps  tournera 
d'un  angle  quelconque  autour  d'un  axe  fixe,  et  il  en  déduit  les 
conditions  pour  que  l'équilibre  subsiste  dans  toutes  les  positions  du 
corps,  c'est-à-dire  soit  asta tique.  Ces  conditions,  comme  on  sait, 
équivalent  à  douze  équations.  Il  montre  ensuite  que,  dans  le  cas 
général,  on  peut  toujours  remplacer  les  forces,  en  nombre  quel- 
conque, appliquées  au  corps  par  une  résultante  unique  appliquée  en 
un  point  quelconque  et  par  trois  couples  dont  les  forces  ont  des  points 
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d'application  déterminés.  L'étude  des  diflereutes  réductions  de  ce 
genre  et  leur  comparaison  sont  beaucoup  simplifiées  quand  on 
emploie  un  ellipsoïde  central  relatif  à  chaque  point  de  Tespace, 
analogue  à  celui  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  moments 
d'inertie.  Sans  entrer  dans  de  plus  grands  détails,  nous  indiquerons 
les  résidtats  suivants  : 

i^  Étant  donné  un  corps  soumis  à  l'action  d'un  système  de  forces 
dont  la  résultante  générale  est  nulle,  Môbius  ci*oyait  que,  si  l'équi- 
libre subsiste  dans  quatre  orientations  du  corps,  il  se  maintient 
dans  toutes  les  autres.  M.  Darboux  montre,  au  contraire,  qu'il  y  a 
toujours  quatre  positions  du  corps  pour  lesquelles  les  forces  se  font 
équilibre  et  qu'il  peut  y  en  avoir  un  plus  grand  nombre.  Ces  dif- 
férentes positions  sont  étudiées  et  définies. 

2^  Par  l'emploi  de  l'ellipsoïde  central  dont  il  a  déjà  été  question 
plus  haut,  le  beau  théorème  de  Minding  cesse  d'être  un  résultat  de 
calcul  et  est  démontré  géométriquement.  L'auteur  le  complète  en 
montrant  que,  si  l'on  considère,  dans  toutes  les  positions  d'un  sys- 
tème de  forces,  l'axe  central  des  moments  de  Poinsot,  cet  axe  appar- 
tiendra à  un  complexe  remarquable  du  second  ordre,  dont  les  droites 
sont  rintersection  de  deux  plans  rectangulaires  assujettis  à  être 
tangents  respectivement  aux  deux  focales  de  Minding. 

3"  Mobius  avait  introduit  la  notion  des  axes  principaux  de  rota- 
tion, qu'il  définissait  par  la  propriété  mécanique  suivante  :  ce  Si  le 
corps  tourne  autour  d'un  tel  axe,  le  système  de  toutes  les  forces 
peut  toujours  être  remplacé,  dans  toutes  les  positions  que  prend 
ainsi  le  corps,  par  deux  forces  appliquées  en  deux  points  fixes 
de  l'axe.  »  Quand  le  corps  tourne,  l'axe  est  donc  toujours  pressé 
de  Ja  même  manière,  ce  qui  constitue  en  un  sens  une  généralisation 
de  la  propriété  du  centre  des  forces  parallèles^  car,  si  le  corps  est 
fixé  en  ce  centre,  il  exercera  dans  toutes  les  positions  qu'il  pourra 
prendre  la  même  pression  sur  l'appui  qui  assure  la  fixité  de  ce  point. 
Môbius  avait  établi  qu'un  système  de  forces  a  en  général  deux  axes 
principaux.  M.  Darboux  cherche  le  lieu  de  ces  axes  quand  l'orien- 
tation des  forces  change,  et  il  démontre  qu'ils  sont  les  génératrices 
rectilignes  d'une  famille  de  surfaces  homofocales  du  second  degré. 

En  terminant,  nous  signalerons  l'emploi  que  fait  l'auteur,  pour 
présenter  les  énoncés  et  les  résultats  de  calcul  sous  une  forme  intui- 
tive, des  notions  généralisées  d'angles  et  de  distances,  telles  que 
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M.  Cayley  les  a  introduites  en  substituant,  aux  deux  points  imagi- 
naires a  l'infini  sur  le  cercle,  une  conique  quelconque  réelle  ou 
imaginaire. 


PELLET  (A.-E.).  —  TaàsES  présentées  a  la  Faculté  des  Sciences  de  Pa- 
■18  (14  mars  1878).  Clermont-Ferrand,  Ferdinand  Tbibaud,  libraire.  —  In-4'', 
5o  pages. 

Prenùhire  ihhse,  —  Sur  la  théorie  des  équations  algébriques. 
Seconde  thèse,  —  Sur  la  théorie  des  surfaces. 

Galois,  dans  son  célèbre  Mémoire  sur  les  Conditions  de  résolu-' 
biUté  des  équations  par  radicaux  [Journal  de  Liouxnllcj  t.  XI), 
a  montré  la  relation  intime  qui  existe  entre  la  théorie  algébrique 
des  équations  et  la  théorie  des  groupes  de  substitutions,  relation 
qui  est  telle  qu'on  peut  dire  que  les  deux  théories  sont  corrélatives. 
La  corrélation  des  deux  théories  étant  établie,  Galois  cherche  à  déve- 
lopper la  théorie  des  groupes  de  substitutions,  et  s'il  s'adresse  par- 
fois à  la  théorie  algébrique  des  équations,  ce  n'est  que  d'une  manière 
subsidiaire.  M.  Camille  Jordan  a  repris  la  théorie  de  Galois,  et  l'a 
développée  avec  une  ampleiu*  incomparable  dans  son  Traité  des 
Substitutions  et  des  équations  algébriques,  en  y  ajoutant  un  grand 
nombre  de  résultats  nouveaux.  Mais,  devant  la  complication  de  cette 
théorie,  on  peut  se  demander  s'il  ne  serait  pas  plus  avantageux  de 
développer  directement  la  théorie  algébrique  des  équations.  C'est 
le  but  que  l'auteur  s'est  proposé  dans  la  première  des  thèses  qu'il 
a  présentées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Sa  méthode  repose 
sur  le  théorème  suivant  : 

6  (x)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  soit  /x  le  nombre  de 
valeurs  distinctes  qu'elle  acquiert  lorsqu'on  remplace  x  successi- 
vement par  les  m  racines  de  l'équation  f(^x)  =  o,  irréductible  et 
de  degré  m  \  [i  est  un  diviseur  de  m,  et  ces  yi  valeurs  sont  racines 
d'une  équation  irréductible, 

M.  Pellet  donne  quelques  applications  de  ce  théorème  à  la  réduc- 
tion des  équations  en  général  \  mais  la  partie  importante  de  sa  thèse 
consiste  dans  l'application  qu'il  en  fait  aux  équations  qu'il  appelle 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  3*  Série,  t.  11.  (Juillet  1878.)  I9 
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holodromes,  c'est-à-dire  aux  équations  irréductibles  dont  toutes 
les  racines  peuvent  s'exprimer  rationnellement  eu  fonction  de  Fane 
d'elles.  On  sait  que  Lagrange  a  ramené  Télude  d'une  équation  quel- 
conque à  celle  d'une  équation  jouissant  de  cette  propriété,  et  qu'il 
appelle  l'équation  résolvante  de  la  proposée  \  de  sorte  que  la  théorie 
des  équations  holodromes  renferme  implicitement  celle  de  toutes 
les  équations. 

Comme  M.  Jordan,  l'auteur  dit  que  deux  équations  dont  les  coef- 
ficients sont  formés  avec  les  mêmes  irrationnelles  sont  équivalentes 
lorsque  les  racines  de  l'une  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  des  racines  de  l'autre,  qu'une  équation  holodrome  est 
simple  lorsqu'elle  ne  peut  se  réduire  qu'à  l'aide  d'une  équation 
holodrome  équivalente  ;  et  il  arrive  assez  rapidement  au  théorème 
suivant,  qui  résume  à  peu  près  la  théorie  : 

Une  équation  holodrome  F(x)  =  o  se  réduit  à  l'aide  d'une 
suite  d'équations  simples  :  cette  suite  n'est  pas  entièrement  déter- 
minée, mais  la  suite  des  degrés  de  ces  équations  simples  l'est, 
abstraction  Jaite  de  l'ordre,  et  le  produit  de  ces  degrés  est  égal 
à  celui  de  F  (a:). 

Âbel  a  fait  une  étude  semblable,  mais  en  se  bornant  à  des  cas 
particuliers. 

La  thèse  se  termine  par  quelques  applications  aux  équations 
quelconques  de  celte  théorie  générale,  et  en  particulier  par  une 
démonstration  nouvelle  de  ce  lliéorèmc  : 

Si  m  est  supérieur  à  ^^  le  groupe  alterné  de  m  lettres,  d'ordre 

— * — '-^ —  9  est  simple,  et  il  conduit  immédiatement  à  ce  théorème 
2  ' 

de  M,  Bertrand  :  Le  nombre  des  valeurs  distinctes  d^  une  fonction 
de  m  variables  ne  peut  s'abaisser  au-dessous  de  n  sans  se  réduire 
à  1  ou  à  2^  le  cas  de  m  =4  étant  seul  excepté. 

Cette  première  thèse  est  suivie  d'une  Note,  où  l'auteur  étend  le 
théorème  qui  en  est  le  fondement  à  la  théorie  des  fonctions  irré- 
ductibles suivant  un  module  premier,  et  il  en  déduit  immédiatement 
l(îs  deux  suivants  : 

Soient  F(.r)  et  F|(x)  deux  fonctions  irréductibles  suivant  le 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  aSi 

module  p^  de  degrés  V  et  Vj,  premiers  entre  eux;  V élimination 
de  i  et  i^  entre  les  trois  congruences 

F(i)=o,     F,(/,)=o,     1  =  //.  {mod.p), 

donnera  une  congruence  ^(I)^o,  irréductible  [mod.  p)^  et  de 
degré  W^. 

Soit  F(j:)  une /onction  irréductible  (mod./?.  ),  de  degré  \^  et 
telle  que  le  coefficient  du  terme  de  degré  \  —  i  ne  soit  pas  congru 
à  o  (mod. ^);  la  fonction  F[xP — x),  obtenue  en  remplaçante 
parxP — X  dans  la  première,  est  irréductible. 

Le  premier  est  nouveau;  quant  au  second,  l'auteur  Ta  démontré 
pour  la  première  fois,  avec  cette  généralité,  dans  une  Note  pré- 
sentée par  M.  Serret  à  l'Académie  des  Sciences,  en  février  1878, 
mais  en  s'appuyaut  sur  une  théorie  un  peu  ditlérente;  antérieure- 
ment M.  Serret  l'avait  démontré  dans  le  cas  de  V=  i  [Algèbre 
supérieure). 

La  seconde  thèse  roule  sur  la  théorie  des  surfaces. 

E£/ii»  -f-  iFdudç  -4-  Qdç*, 

étant  le  carré  de  la  distance  de  deux  points  inCnimcnt  voisins  sur 
une  surface,  celle-ci  est  applicable  sur  un  plan,  s'il  existe  deux 
fonctions  de  u  et  de  ^,  x  et  j^,  telJes  que  l'expression  pré(ïédente  soit 
égale  à  dx^-hdjr^  identiquement;  x  ety  sont  développés  suivant 
les  puissances  croissantes  de  u  et  de  ç^,  entre  de  petites  limites  de  ces 
variables,  suivant  la  formule  de  Taylor,  et,  en  opérant  cette  identi- 
fication, on  en  déduit  l'équation  différentielle  qui  doit  avoir  lieu 
entre  les  fonctions  E,  F,  G.  Le  même  procédé  donne  l'équation 
différentielle  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée.  Un 
résultat  mérite  d'être  signalé  :  c'est  l'expression  de  la  courbure  géo- 
désique  d'une  courbe  en  fonction  des  variables  u  et  v,  Qn  a,  en 

désignant  par  -  cette  courbure  géodésique, 

p'""  (EG— F')(E-h2«''F-f-i^''G)^ 

où  V*',  s*"  désignent  les  dérivées  de  if  par  rapport  à  k,  et  9  et  oi  les 

'9- 
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polynômes 

■F—       2P'—      p'^f^t  —  '^—W 

2  Lc)l/  Ôv  \     Ôv         Ou  )  J 

2  L  \    dtt       Ov  J  du  ôv  J 

On  voit  que  la  méthode  employée  dans  ce  travail  revient  essen- 
tiellement à  supposer  que  les  fonctions  inconnues,  qui  doivent  sa- 
tisfaire à  une  certaine  équation  différentielle,  sont  développables 
par  la  formule  de  Taylor,  ainsi  que  celleS^  qui  sont  données,  et  i 
appliquer  la  méthode  des  coeflicients  indéterminés,  après  avoir 
substitué  aux  fonctions  leurs  développements.  M.  Pellet  applique 
cette  méthode  avec  succès,  non-seulement  à  la  théorie  des  surfaces 
applicables  sur  une  surface  donnée,  mais  encore  à  la  théorie  des 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  dans  l'espace,  et  des  familles  de 
surfaces  pouvant  faire  partie  d'un  système  triple  orthogonal.  Nous 
ferons  observer,  toutefois,  que  M.  Puiseux  a  déjà  appliqué  la  mé- 
thode en  question  à  cette  dernière  théorie  {Journal  de  Liouville, 
t.  VIII,  2*  série). 


MÉLANGES. 

SUR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

PAR  LES  SÉRIES. 

(A  propos  d'un  travail  de  M.  Starkof,  intitulé  :  Zur  Frage  ûber  die  Intégration  h- 
nearrr  Differcntialgleichungen  mit  i*cranderlicheft  Coefficienten)\ 

Par  m.  SABININE, 
Professeur  à  riJnivcrsité  d'Odessa. 

Dans  le  Mémoire  de  Caucliy  intitulé  :  Sur  l'intégration  des 
Cl/ nations  différentielles  (*),  il  y  a  (p.  339  ^^  34^^  théorème  III) 
une  méthode  d'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles 


(  '  )  Ce  Mémoire,  comme  l'on  sait,  est  inséré  dans  le  tome  1"'  des  Exercices  d'Àna- 
iyse  et  de  Physique  mathématique. 
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par  les  séries.  Le  point  de  départ  de  cette  méthode  de  Cauchy 
consiste  dans  l'application  de  la  méthode  des  substitutions  succes- 
sives à  l'intégration  d'un  système  d'équations  diflerentielles  :  d'a- 
près cela,  un  moyen  d'intégration  d'un  certain  système  d'équa- 
tions différentielles  par  les  séries,  qui  a  le  même  point  de  départ, 
et  qui,  en  même  temps,  ne  contient  pas  d'autre  procédé  qu'une 
suite  de  substitutions.  Ce  moyen  ne  renferme  que  les  opérations 
qui  découlent  directement  du  point  de  départ  de  la  méthode  de 
Cauchy  (*);  par  conséquent,  ce  moyen,  sans  doute,  n'est  pas  autre 
chose  que  la  méthode  de  Cauchy  sioipliûée,  parce  que,  confor- 
mément k  un  certain  système  d'équations  différentielles,  le  pro- 
cédé qui  consiste  seulement  dans  une  suite  de  substitutions  est 
mis  à  la  place  de  l'autre  méthode  de  Cauchy  (^),  dont  le  point  de 
départ  consiste  dans  la  réduction  de  l'intégration  d'un  système 
d'équations  différentielles  à  l'intégration  d'une  seule  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  qui,  en  même  temps,  sert 
à  établir  l'application  de  la  méthode  des  substitutions  successives  à 
l'intégration  d'un  système  d'équations  diflerentielles.  Cela  étant 
donné,  nous  allons  exposer  la  méthode  de  Cauchy  que  nous  avons 
indiquée  tout  d'abord,  conformém(àit  au  système  suivant  d'équa- 
tions différentielles  : 

(,)      ^+Q.^.  =  o.      _+Q,z.=  o __+Q„^-=.,. 

X  étant  la  variable  indépendante,  j^,  Zi,  z«,  ...,  2„.i  étant  des 
fonctions  inconnues  de  a:,  et  Qi,  Q2,  • .  •,  Q.  et  r  des  fonctions 
connues  de  x. 

Admettons  que  toutes  les  quantités  Q,  ainsi  que  /*,  restent  unies 
et  continues  pour  a:  =  Xi,  a:  =  .r©,  et  pour  toute  valeur  de  x  entre 
Xt  et  Xi  ;  supposons  en  même  temps  que  x  croisse  d'une  manière 
continue  depuis  x^  jusqu'à  Xi . 

Proposons-nous  d'obtenir  la  série  qui  exprimerait  la  valeur  d'une 
des  variables  principales  des  n  équations  différentielles  simulta- 
nées (1). 


(  *  )  C'est-à-dire  la  méthode  qui  est  constatée  par  le  théorème  III  signale  par  nous 
dans  le  même  Mémoire  de  Cauchy,  p.  SSg  et  3/|0. 

I  ')  Cette  méthode,  comme  Ton  sait,  est  insérée  dans  le  même  Mémoire  de  Cauchy. 
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Ces  équations  (i)  donnent 

^  =  —  /     Qi  «I  <ir  -f-  c„     »,  =  —  i      Qa  Si<£r  +  c„     . . ., 

(2)        {  -^'^  ^  •^'* 

C{,  c,,  . . .)  Cn  étant  des  constantes  arbitraires,  et  la  limite  x  de 
chacune  des  intégrales  étant  une  valeur  quelconque  de  la  variable 
indépendante  prise  entre  x^  et  Xi . 

Si,  dans  chacune  des  équations  (2),  nous  substituons  à  2  sa  va- 
leur, que  donne  l'équation  qui  suit  celle  dans  laquelle  nous  faisons 
la  substitution,  alors  nous  aurons 

OÙ 

u  =  Ct  —  c,  I      Qi  rfr  -4-  c,  I      0,1  dx  j     Q^dx 


(4) 


cl 

(5) 


Jé^x  /%x  nx 

'     Qidx  I     Q^dx  I     Q,  <ir  -4- . . . 

J/»X  /»X  /»x  /•  X 

'      Qidx  I     Q,  f/x  .  .  .    I      Q^,  <ir  I      rdx, 
X,  «/x.  t/x,  «/x, 

Jr»x  nx  r*x 

q,dr      q,dx...  1    Qnxdx. 
X,  »/x,  */x. 


Si,  dans  le  second  membre  de  Téquation  (3),  on  substitue  une 
OU  plusieurs  fois  de  suite  h  la  fonction  y  sa  valeur  tirée  de  celle 
équation  même,  en  écrivant  alors,  pour  abréger, 

V'j,  v'r»  . . . 
au  lieu  de 

VV.> ,  VWXy    .  . . , 
on  trouvera 

J  1=  tt  4-  v«  -f-  vV  =  1/  -h  v  +  v'w  ^-  v^v  = . . . , 
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et  généralement 

(6)  ^  =  tf  -H  71/  -f-  V*tf  -+- .  .  .  -h  V'^'  U  -h  VO  » 

p  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Si,  dans  l'équation  (6),  nous  remplaçons  a  par  sa  valeur  (4)) 
nous  aurons 

(7)  .»  =  C,7.  -f-  C  r,H- . . .  4-  C*j« -h  R  -*-  v''/, 
où 

(8)  C.=  r.,     C,  =  -c,.     C,=  f„      ...,     C«=(-i)— r«, 

=  1      Q.<ir4.(— i)-  /      q,€ix...  I     Q^dv  j     q^dx 

nx  /%x  /•x  px  nx 

■*"(— O*"/      Qi^.../      Q,'/^  /      q^dx  ...    l      q»dx  I      Qi^/x-H.  .., 

••••••••••••• ••••••••••...•••#• ••••••••••••t*«l«**>*f 

J/»x  /»x  /»X  /»x  /»x  /»x 

f      q^dx...  j      Q«-,rfa:H-(— l)-  /      q,dx...j      q^dx  j      q,dx...j      Q^-.^/x 

/»x  /»x  /»x  /»X  /»x  /»x 

-f-(— l)»"l      q^dx...  I      q^dx  j     q^dx...j      q^dr  j      q^dx...  I     q^xdx-i-..., 

/»x  /»ar  /»x  /»x  /»x  \ 

■+•(—0*/      Qi^J^...   /      Qii^J?  /      qxiix...   j      Q„-»i/r  i      rr/x-|-...J, 

J/»X  /*X  /»x  /»x 

X,  «/X,  */X,  t/X, 

De  la  manière  connue,  il  est  facile  de  démontrer  que  chacune  des 
séries  (9)  et  (lo)  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x,  pour  la- 
quelle les  fonctions  données  Q  et  ;^  restent  finies  et  continues  entre 
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Cela  posé,  cl  eu  désignant  par  K  la  somme 

C.^i -*- C,  j,  4- . . . -h  R, 
l'équation  (7)  se  représentera  ainsi  : 
(12)  j  =  K-f.vPj, 

K  étant  une  quantité  finie. 

Celte  équation  (12)  sert  à  établir  que  le  terme  y^^  tend  vers 
zéro  à  mesure  que  le  nombre  p  augmente  pour  toute  valeur  de  x, 
pour  laquelle  les  fonctions  données  Q  et  r  restent  finies  et  cooli- 
nues  entre  x^  et  Xf .  C'est,  en  effet,  ce  qui  arrive  quand  jy^^  valeur 
maximum  de  y^  ne  devient  pas  infinie  dans  l'interyalle  où  Ton  fait 
varier  x.  Pour  le  démontrer,  supposons  que  i7i|,  m,,  .  •  • ,  itIi.  soient 
les  valeurs  maxima  de  Qi,  Qi, .  •  • ,  Q«,  et  que  M  soit  plus  grande 
que  chacune  des  valeurs  de  m|,  mt,  . . . ,  mj,*,  alors,  d'après  Téqua- 
tion  (i  1)9  il  est  évident  que,  en  valeur  absolue. 


V^X< 


1 .2. .  .(np  —  i)np 


Or,  la  quantité  M  étant  finie,  le  coefficient  de  j^  peut  devenir 
moindre  que  toute  valeur  donnée  a,  quand  n  est  suffisamment 
grand  ^  donc 

Vj  <  «  j». 

En  vertu  de  cela,  au  lieu  de  Téquatlon  (12),  nous  aurons  Tiné- 
galité  suivante  : 

r  <  K  -h  XjTf,. 

Cette  inégalité  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  x» 

ct.Ti,  on  peut  remplacer  y  par  sa  valeur  maximum  y\^  et  Ion 

aura 

K 


j,<K  +  aj,     d'où    ja< 


I  —  a 


Ainsi  ro  ne  peut  pas  devenir  infini,  et,  par  suite,  le  terme  y''/? 
qui  est  moindre  que  «ro?  tend  vers  zéro.  c.  <^).  f.  d. 

Si,  dans  Téquation  (7),  le  terme  y'^j'  décroit  indéfiniment  pour 
les  valeurs  croissantes  de^,  cette  équation  (7)  donnera 
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série  qui  est  Je  résultat  de  la  méthode  de  Caucliy  que  nous  nous 
sommes  proposé  d'exposer. 

Au  cas  de  r  =  o,  les  équations  (1)  et  (i3)  deviendront 

et  I 

(  1 5  )  r  =  c.  ^,  H-  C,  j,  H- . . .  -h  Q,  r„ 

dont  la  seconde  (i5)  exprime  la  valeur  d'une  des  variables  prin- 
cipales /  des  équations  difTérentielles  simultanées  (i4)*  En  rem- 
plaçant, de  la  manière  connue,  une  équation  difTérentielle  linéaire 
aux  dérivées  partielles  par  un  système  d'équations  différentielles, 
les  procédés  qui  constituent  la  méthode  de  Cauchy  exposée  s'ap- 
pliquent, sans  aucune  difficulté,  à  l'intégration,  par  les  séries,  de 
certaines  équations  différentielles  linéaires  aux  dérivées  partielles, 
par  exemple  d'équations  analogues  à  celle  qu'on  trouve  dans  le 
Mémoire  de  Poisson  :  Sur  les  solutions  particulières  des  équa^ 
lions  dijfférentielles  et  des  équations  aux  dij^érences  [Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  XIII*  Cahier,  §  41 ,  p.  1 1 1  et  1 1 2  )• 

Nous  allons  maintenant  indiquer  comment  la  méthode  de  Cauchy 
exposée  s'applique  à  l'intégration  d'une  équation  diflërenlielle  li- 
néaire de  l'ordre  n. 

La  forme  générale  d'une  telle  équation  est 

Pi,  P„  . . . ,  P„  et  U  étant  des  fonctions  données  de  x,  qui  restent 
finies  et  continues  pour  a:  =  oti  ,  a:  =  x^  et  pour  toute  valeur  de  x 
entre  x^  et  Xi . 

Il  est  facile  de  montrer  comment  les  équations  différentielles 
telles  que  (i)  peuvent  être  ramenées  à  l'équation  différentielle  (i6)* 
En  effet,  en  différentiant  (/i  —  i)  fois  la  première  des  équations  (i) 
par  rapport  à  a:,  nous  aurons  n  équations,  d'où  nous  tirerons,  pour 

— >  ^~f  •  •  •»        _*j  les  [n  —  i)  expressions  linéaires  par  rapport 

dr    d^r  fhv  ,     .  ,  c/î,     d^Zt  d'^^z, 

aux  -7->  -T^>  •••,  -7^;  en  substituant  a  -7-»  -7-r»  •••»  -7-7-7  ces 

dx     djc*  djc*  djc      dx^  ihf^ 

expressions  obtenues  dans  les  {11  —  i)  équations  que  nous  formerons 


^1 
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préliminaivement  en  difierentiant  (/i  —  a)  fois  la  seconde  des  équa- 
tions (i)  par  rapport  à  x,  ces  [n  —  i)  équations  donneront,  pour 

— >  -^-j»  •  •  •!  ^ — j I  les  [n  —  a)  expressions  iineaures  par  rapport 

dr    d^r  d^r   —  ,  .    .  i  •     i 

aux  —  9  —  9  •  •  •  9  ^-=-  •  En  continuant  ainsi,  nous  obtiendrons  pour 

■^    1  expression  linéaire  par  rapport  aux  —  >  —  >  ••  •>  -^-  En 

substituant  à         '  cette  expression  obtenue  dans  la  dernière  des 
équations  (i),  elle  prendra  la  forme  suivante  : 


q.q,...q^.f.(q,  g) 


•  •  • 


f/x*  ^  \       dr  J  djf^* 

-4-  Q.  Q, . . .  (i.  r  =  ±  Qi  Qf . .  •  Qi-i  '•• 

En  égalant  les  coefficients  de;^  et  de  ses  dérivées  dans  Téquation  (17) 
aux  coefficients  de  y  et  de  ses  dérivées  dans  l'équation  (16),  nous 
aurons  les  (/i  -h  i)  équations  suivantes  : 

±Q»Qi...Q-ir==U, 

Q.Qa  ...Q,=:P„, 

(dO  rf"-'0\ 


(18) 


Q.Q,  ...Q«-.F.  (q,  2)=  p.. 


.  auxquelles  on  peut  toujours  satisfaire  par  /*  et  n  fonctions  Q. 

En  remplaçant  respectivement  par  Q  et  par  r  les  résolutions 
des  équations  (18)  dans  Téquation  (i3),  nous  obtiendrons  la  série 
qui  exprimera  Tintégrale  de  l'équation  diflérentielle  linéaire  de 
Tordre  n  (16).  Il  est  à  remarquer  que  le  moyen  qui  consiste  dans 
l'application  de  la  méthode  de  Cauchy  exposée  à  l'intégration  d'une 
équation  différentielle  linéaire  par  les  séries  n*est  pas  commode 
dans  son  application  aux  cas  particuliers,  parce  qu'il  demande  la 
résolution  des  équations  différentielles  (18). 

Voilà  ce  que  nous  croyons  suffisant  de  dire  sur  l'intégration 
des  équations  différentielles  par  les  séries,  à  propos  du  travail  de 
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M.  Surkof  intitulé  :  Zur  Frage  ûber  die  Intégration  linearer 
Diffentialgleichungen  mit  verânderlichen  Coefficienten[^).  Dans 
ce  travail,  on  trouve  l'application  de  la  méthode  de  Cauchy  que 
nous  venons  d'indiquer.  En  effet,  il  y  a  un  moyen  dont  fait  usage 
M.  Starkof  pour  l'intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire 
par  les  séries,  et  qui  consiste  dans  les  opérations  suivantes  : 
I®  M.  Starkof  remplace  {voir  la  proposition  H!)  l'équation  diffé- 
rentieUe  linéaire 

par  le  système  suivant  d'équations  différentielles  : 

/     \    ^X      ^  ^^       ^  ^t       ^ 

(M)    ^-t-Q..  =  o,     -=Q..  =  o _=Q.j-  =  o, 

Qi9  Qi9  •  •  •  9  Qn  étant  des  fonctions  qui  se  déterminent  par  les 
équations  (5)  [p.  la];  2®  sans  déduire  des  équations  (12)  les  ex- 
pressions D,,„  (p.3iet32)  qui  sont  identiques  avec  j"»  \_voir  notre 
formule  (9)],  M.  Starkof  prend  ces  D,^»  comme  expressions  don- 
nées; 3®  en  se  bornant  à  cette  seule  démonstration  (p.  33  et  34) 
que  tous  ces  D,^„  satisfont  à  l'équation  (19))  M.  Starkof  présente 
immédiatement  {voir  la  proposition  VI)  l'intégrale  générale  de 
cette  équation  différentielle  (19)  sous  la  forme  suivante  : 


(21)       jr=:Ct  D,,«H-  c,Da.,-f-  c,  D,,«-4-  .  .  .  -4-  c^i  D«.,,,4-  cr„D,, 


«> 


C|,  Ct,  •  •  • ,  c„  étant  des  constantes  arbitraires;  mais  ce  moyen,  tel 
qu'il  est  exposé  par  M.  Starkof,  a  le  défaut  qui  consiste  dans  ce  que 
la  démonstration  de  la  proposition  \I  n'est  pas  rigoureuse.  En 
effet,  M.  Starkof  ne  donne  pas  la  démonstration  de  ce  que  les  ex- 
pressions D,^A  sont  indépendantes  entre  elles,  tandis  que  cette 
démonstration  est  nécessaire  pour  établir  la  possibilité  de  former, 
de  la  manière  connue,  l'intégrale  générale  de  Téquation  différen- 
tielle (19))  ces  expressions  des  D,,„  n'étant  déterminées  que  parce 
que,  étant  prises  comme  expressions  données,  elles  satisfont  à 
l'équation  différentielle  (19)* 


')  Ce  travail  a  été  publié  en  allemand,  à  Odessa,  le  a5/i3  avril  1878. 
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Dans  le  m&mc  travail  de  M.  Starkof,  il  y  a  un  autre  moyen  d'in- 
tégration d'une  équation  diiTérentielle  linéaire  par  les  séries,  savoir 
celui  qui  est  le  sujet  de  la  première  Partie  du  Chapitre  P'  (p.  43). 
Eu  général,  ce  moyen  n'a  aucun  intérêt  scientifique,  puisque  Ton 
peut  employer  la  méthode  de  Cauchy  que  nous  avons  indiquée 
plus  haut,  et,  au  point  de  vue  pratique,  ce  dernier  moyen  est  plus 
commode  que  l'autre  dans  l'application  aux  cas  particuliers;  dans 
le  Chapitre  II  du  travail  de  M.  Starkof,  lui-même  forme  dans 
chaque  cas  particulier  l'intégrale  générale  de  Téquation  différen- 
tielle linéaire  à  l'aide  des  expressions  D^^^)  mais  ce  n'est  pas  à 
l'aide  de  cet  autre  moyen  qui  j  comme  nous  Pavons  dit,  est  le  sujet 
de  la  première  Partie  du  Chapitre  l**^  (p.  4*3 1);  ce  moyen,  tel 
qu'il  est  exposé  par  M.  Starkof,  a  encore  le  défaut  de  reposer 
principalement  sur  la  proposition  IV^;  or  la  démonstration  de  cette 
proposition  n'est  pas  rigoureuse;  car,  pour  constater  rigoureuse- 
ment cette  proposition,  il  est  nécessaire  d'établir  que  le  terme  qui 
entre  dans  l'expression  placée  à  la  page  22  (commençant  par  la 
6*  ligne),  et  qui  contient  toujours  la  fonction  inconnue  y  sous  le 
signe  y*,  tend  vers  zéro  à  mesure  que  le  nombre  des  termes  aug- 
mente; or  cette  preuve  n'est  pas  donnée  par  M.  Starkof.  Par  la 
même  raison,  la  démonstration  de  la  proposition  XU  n'est  pas 
rigoureuse;  de  plus,  M.  Starkof  ne  démontre  pas  que  le  détermi- 
nant qu'il  désigne  par  5  (p.  24)  n'est  pas  égal  à  zéro,  tandis  que 
cette  démonstration  est  nécessaire  pour  constater  la  possibilité  de 
déterminera^,  2,  i',  . . .,  i  à  l'aide  des  équations  (10)  [p.  24]. 


»04 


SUR  UNE  TRANSFORMATION  TRI60N0MËTRIQUE  EMPLOYÉE  PAR  HANSEN 

DANS  LA  THÉORIE  DES  PERTURBATIONS  ; 

Par  m.  B.  BAILLAUD. 

On  sait  que  la  métliode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
conduit  à  représenter  les  coordonnées  d'une  planète  dans  le  mou- 
vement troublé  et  leurs  di/Férentielles  premières  par  les  mêmes 
fonctions  du  temps  et  des  éléments  que  dans  le  mouvement  ellij)- 
lique.  Hansen  a  remarqué  qu'il  y  a  une  intinité  de  systèmes  d'axes 
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de  coordonnées,  variables  avec  le  temps,  qui  jouissent  de  la  même 
propriété.  Il  a  nommé  ces  coordonnées  coordonnées  idéales,  et  il 
a  fait  de  leur  emploi  le  point  de  départ  d'une  méthode  avantageuse 
pour  le  calcul  des  perturbations,  dans  laquelle  il  cherche  le  mou- 
vement de  la  planète  par  rapport  à  des  axes  mobiles  de  coordonnées 
idéales,  et  le  mouvement  de  ces  axes  X,  Y,  Z  par  rapport  à  des 
axes  x,^,  z.  11  profite  de  Tindétermination  des  axes  mobiles  pour 
faire  passer  constamment  le  plan  des  XY  par  la  planète  elle-même. 
Soient  0  Tangle  que  fait  avec  Ox  le  nœud  ascendant  de  XY  sur 
x^'\  Q  l'angle  que  fait  OX  avec  ce  nœud  ascendant;  i  l'angle  des 
deux  plans;  h  l'angle  du  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  la  pla- 
nète avec  le  plan  XY;  /  l'angle  que  fait  sa  projection  sur  xy  avec 
0.r;  V  l'angle  du  rayon  vecteur  avecOX.  On  a,  entre  ces  diverses 
quantités,  les  équations 

Icos^  sin  (/  —  0)  =  cos/  sin  \y  —  a), 
cos6  cos  (/  —  8)  =  ces  (p  —  a), 
sin2»  =:  sin/ sin (f  —  a), 

qui  servent  à  calculer  /  et  i  quand  on  connaît  p.  Le  nombre  des 
applications  à  faire  de  ces  formules  étant  très-considérable,  et  les 
valeurs  de  0,  i,  9  variant  avec  le  temps  et  par  suite  avec  v^  ces  for- 
mules ne  seraient  pas  très-commodes.  Hansen  profite  de  ce  que  les 
quantités  0,  i,  q  varient  très-peu  pour  introduire  leurs  valeurs  ini- 
tiales 0«,  i«,  9q.  En  outre,  OX  étant  arbitraire  dans  le  plan  XY,  il 
suppose  (7o=  00- 

On  tire  des  formules  (i)  les  suivantes  : 

cos^  sin (/  —  Oç)  =      cos/ sin (p  —  or)  cos (0  —  0, ) 

-h  cos  [y  —  a)  sin  (0  —  0,), 

['>.)  {  cosécos(/ —  ô«)  =  — cos/ sin (i' —  a)  sin (0  —  0,) 

-♦-CO$(i'  —  o)  cos(0  —  0.), 

sin  h  =      sin  /  sin  (p  —  or) . 

Si  Ton  mettait  en  évidence,  dans  les  seconds  membres  des  for- 
mules (a),  les  valeurs  que  prennent  ceux  des  formules  (i)  quand 
on  y  remplace  0,  i,  q  par  0o,  l'o^  ^o)  '^^  parties  complémentaires 
seraient  visiblement  très-petites,  puisque  0,  i,  a  diilèrcnt  peu  de 
leurs  valeurs  initiales.  Ces  parties  complémentaires  seraient  des 
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ioDCliaiis  de  v^  que  nous  représenterons,  pour  abréger,  par 

m  smp  +  n  cos<*, 
m' sine  -4-  n'  cosp, 
m'sînp  -f-  n^cosp, 

fl^  mfj  m'y  II,  n^,  fi'  étant  indépendants  de  i^. 

n  est  mamiieste  que  toute  fonction  de  cette  forme  est  une  fonc- 
tion linéaire  et  komogène  de  deux  de  ces  fonctions,  pourvu  que 
celles-ci  ne  soient  pas  identiques  à  un  facteur  constant  près  ;  mais 
il  &at  remarquer  en  outre  que,  si  deux  de  ces  fonctions  ne  diffé- 
raient que  par  un  facteur  constant,  la  troisième  ne  diOereraît  pas 
autrement  de  chacune  d'elles.  En  effet,  en  désignant  par  P,  Q,  R 
ces  fionctions,  on  a 

I  cash  àn{l  —  0)  =  cos/,  8În(i'  —  a,)  -4-  P, 

^3  '  cos6cos(/— 8)=cos(p  —  ff.l^-Q» 

\  sin6=  sin/«sin(('  —  a.) -4- R. 

La  somme  des  carrés  des  premiers  membres  est  i,  et  il  en  est  de 
de  la  somme  des  carrés  des  premiers  termes  des  seconds 
n  en  résulte  que  la  valeur  de  tangt',  qui  annulerait  Q  et 
R  si  ces  fondions  ne  différaient  que  par  un  facteur  constant,  annu- 
lerai! aussi  P. 

II  résulte  de  ces  considérations  que,  s'il  y  avatt  dans  les  fonctions 
Vy  Q^  R  une  constante  arbitraire,  on  pourrait  en  disposer  pour 
reiulre  ces  trois  fonctions  identiques  à  des  facteurs  constants  près. 
11  $ut*Brait  même  que  cette  constante  arbitraire  se  trouvât  dans 
deux  d'entre  elles.  Or  rien  n'est  plus  facile  que  d'introduire  une 
telle  constante  sans  modifier  essentiellement  la  forme  des  équa- 
tions \^3^.  Soit  r  un  angle  très-petit.  On  a,  en  partant  des  équa- 
tions ^-i^, 

1  c<>s^  sin(/ —  0.  —  r)  =  cos/. sin(i'  —  0,)  —  P,, 

^4^  }  cos^cos(/— -0.  —  r)  =  cos(r—  0.)  -^Q,, 

I  sin  ^  r=  sin  /,  sin  (i*  —  0.  )  H-  s, 

eu  désignant  par  Pi,  Qi,  ^des  fonctions  de  ^  ayant  les  valeurs  sui- 
\  antes  : 

p,  :=  —  CCS/  sin  [v  —  ç)  cosa:  —  ces  (p  —  <y)  sin.r  -f-  ces/,  sin  [v  —  ô,), 

Q^     ^  —  ces/ sin  (i'  —  or)  sinx  -+-  COs(t'  —  or)  COS.r  —  C0S(  i' —  0,), 

S      sin  *  sin  (»•  —  a)  —  sin  /,  sin  (i'  —  0«  ) , 


f 


(5) 
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où  Ton  a  posé,  pour  abréger, 

j:  =:  ô  —  ô,  — -  r. 

Si  Ton  met  partout  en  évidence  v  —  9  et  cpie  Ton  écrive  que  les 
rapports  de  Pi  et  Qt  à  5  sont  respectivement  égaux  à  des  constantes 
arbitraires  A  cosçv,  A  sinw^  on  trouve 

'    .  —  cos  /  cos.r  -4-  cos L  cos  (o-  —  0-  ) 

A  COSW  = :—, r-r : -T-. ' 

Smt  —  suif,  cos (ff  —  0a) 

—  sin  jr  -*-  cos/,  sin  (a  —  ô,) 

—  sin/,  sin(o'  —  0,  ) 

.    .  — cos/sinjr -^  sinfc  —  0.) 

A  smw  =  — r-: :—. j-^ — ^-;- 

sm/  —  sm/,  cos(ff  —  0,) 

cos.r  —  cos  (c  —  0,  ) 
—  sin/,  sin  (7 —  0,) 

On  a  ainsi  deux  équations,  d'où  il  est  aisé  de  tirer  sin  j:  et  cosx. 
On  trouve  d'abord  pour  dénominateur  commim  à  sinx  et  cosx 
l'expression 

[sin/  —  sin/,  cos  (a  —  8,)p  -♦-  cos'/  sin*/,  sin' (a  —  8,), 

qu'il  est  bien  aisé  de  mettre  sous  la  forme 

[i  —  sin/  sin/,  cos  (a  —  G,)]'  —  cos*/  cos*  /,. 

Ce  dénominateur  se  décompose  en  deux  facteurs,  dont  Tun  dispa- 
rait, et  si  l'on  pose 

(6)  X  r=  I  -f-  cos/  cor. /,  —  sin /  sin /,  cos  (œ  —  G,  ) , 

on  trouve 

ixcos^  =  (1  -h  cos/  cos/,)  cos(ff  —  0,)  —  sin(/  sin/,), 
X  sinj-  =  (cos/  -f-  cos/,)  sin  (a  —  G,). 

Il  est  aisé  de  constater  que  la  somme  des  carrés  des  valeurs  de  sinx 
et  de  cos  a:  est  égale  à  Tunité. 
On  tire  ensuite  des  formules  (5) 

X  A  cos  iv  =  sin  /,  cos  /  -f-  cos /,  sin  /  cos  [o  —  G,  ) , 
xAsinw^: —  sin/ sin  (ff  —  G,). 

On  en  conclut 

x»A*  =  I  —  [cos/ cos/,  —  sin/  sin/,  cos((t  —  G,)]*; 


(8) 
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d'où 

( 9 )  X  A*  =  I  —  cos/  cos/o  -H  sin/  sin /,  cos  (c  —  Oo ). 

Si  Ton  pose  ensuite  A  =  tangTj,  on  a 

1   sin* n  =  -  [  I  —  cos/  cos/,  -+-  sin /  sin /,  cos  (a  —  ô»  )] , 

1  cos*iï  =  -[!-♦-  cos/cos/«  —  sin/ sin/,  cos  (a  —  8,)]. 

D'autre  part,  le  rapprochement  des  valeurs  de  %  et  de  x  cosx 

conduit  à  calculer  cos-  et  sin-»  et,  comme  x  =  acos'yj,  on  trouve 

22 

de  suite 

.r  /  -f-  /,       c  —  G. 

COSn  cos  -  =:r  COS COS » 

,  2.2  2 

.    X  i  —  '•   .     a  —  0, 

cosn  sin  —  =  cos sm  — = —  • 

2  '2  2 

Les  formules  (6),  (7),  (8)  et  (10)  prennent  des  formes  très- 
élégantes  quancf  on  y  introduit  les  angles  qui  figurent  dans  les 
seconds  membres  des  formules  (i  i)* 

On  trouve  sans  difficulté 

1  ,  '  -^-  '•      ,  <y  —  6.           ,/  —  /..,  ff  —  0. 
-  X  =  cos* cos' h  cos' sm' 9 

2  22  22 

I  ,  /  -h  /o         ,  <r  —  0,  ,'  —  '..,»—©• 

-  X  cos.r  =  cos' cos' cos* sm' 9 

2  2222 

1  .  r  -h  f\        i  —  /g    .    ff  —  0«        ff  —  0, 

-  X  sm  jn  =  9.  cos cos sm cos 9 

2  2222 


(.2) 


-  X  A  cos  w  =      sm cos cos' 

2  222 

—  sm cos sm* 9 

222 


-  X  A  sm«'  =  —  sm  1 \ i  si 

2  \    2  2     / 


sm cos 9 

2  2 


sin'n  =:  sm' cos' h  sin'  sm' ; 

22  22 

cos'i;  =  cos' cos' h  cos' sm' « 

22  22 
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Sur  ces  formules,  la  vérification  de  l'identité 

sin*.r  -f-  cos'x  =  1 
^st  immédiate. 

En  combinant  les  quatre  formules  du  groupe  (la)  qui  suivent 
la  première,  on  trouve  de  suite 


1  sinucosl  -  —  fi' j  = 


sin cos , 


3» 

sin  q  sm  I CM  I  =  —  sin '  sin 9 


;m tv]=z  —  sin si 

\2  /  a 


formules  qu'il  convîeiU  de  rapprocher  de  celles  du  groupe  (11), 
ivec  lequel  elles  forment  un  système  analogue  aux  formules  de 
Delambre  relatives  aux  éléments  d'un  triangle  sphérique. 

Les  quantités  F,  7;,  çv  étant  ainsi  déterminées,  les  équations  (4) 
deviendront 


■'4) 


cos 6  sin(/  —  0.  —  r)  =  ces/. sin(«'  —  0, )  —  tangn  cos«'..v, 
cos6cos(/  —  Oo  —  1')  =  cos(f  —  ©o)  -*-  tangiï  sincv.s, 
(  sin  6  =:  sin  /,  sin  (i-  —  60)-+-  x. 


«a  fonction  s  est  très-petite,  et  elle  joue  un  rôle  essenliel  dans  la 

léthode  donnée  par  Hansen  pour  le  calcul  des  perturbations. 

La  cinquième  des  formules  (12)  montre  que  iangm  sinfv  est  une 

lantité  très-petite,  de  sorte  que  lang>;  siniv.5  est  une  quantité  du 

^uxième  ordre  par  rapport  aux  masses  perturbatrices.  La  formule 

écédente  montre  que,  si  l'on  néglige  les  termes  de  l'ordre  des 

isses,  tangY}  cosw  se  réduit  à  tangi,  et  que,  par  suite,  le  dernier 

me  du  second  membre  de  la  première  des  équations  (i4)  est 

là  — 5tang/^,  si  l'on  néglige  les  termes  du  second   ordre. 

in  l'angle  F  est  lui-même  du  second  ordre.  On  tire,  en  ellet, 

^uations  (11) 

i  —  ù    .    ^  -  0,        G  —  0., 

cosïj  sm  r  =  —  ros sm cos 

9.  9.  2 

/  -4-  /„         <7  —  ^^0    .    0  —  6« 

■+-  cos cos sm • 

222 

e  part,  la  tliéorie  des  coordonnées  idéales  conduit  à  l'équa- 

</0 ; 

(OS/ 
des  Sc/r/jrru  matlirm..  i    S»'iic,   t.   II.    Juillet  >X7S.,  '20 


298  PREyiËRE  PARTIE. 

d*oa  l'on  tire,  en  désignant  par  e  une  quantité  du  premier  ordre^ 

<r  —  «,  =  ,0  —  0.)  (cos/'o  —  «}. 

Si  Ton  remplace  en  outre  les  sinus  des  arcs  très-petits  par  les  arcs 
eux-mêmes,  et  les  cosinus  par  l'unité,  il  vient,  en  négligeant  seu- 
lement les  termes  du  troisième  ordre, 

^  —  «      0  —  e,  /  ô  —  o,\ 

rosiï  sinr  = 1 cos/,  =  c    '  ]  • 

1  a  \     2     / 

Toutes  les  fois  que  les  termes  du  second  ordre  seront  négli- 
geables, les  formules  (i4)  deviendront  donc 

cos^  sin  (/  —  ô«^'  =  cos/,  sin  [v  —  ô^  )  —  s  tang/., 

sin b  •=!  sin/,  sin [v  —  ô,  1  -\-  .f , 

et,  comme  les  valeurs  de  s  seront  connues  d'avance,  ces  formules 
ne  laisseront  rien  à  désirer. 

Hanscn  résout  le  problème  que  nous  venons  de  traiter  au  moyen 
des  exponentielles  imaginaires.  MM.  Dupuy  et  Périgaud,  dans 
leurs  études  sur  la  méthode  de  Hansen,  eu  ont  donné  des  solutions 
géométriques.  Il  nous  a  paru  utile  de  faire  ressortir  la  vraie  raison 
de  cette  transformation  et  de  rcirectuer  par  les  procédés  ordinaires 
de  la  Trigonométrie.  La  marche  que  nous  venons  de  suivre  nous  a 
d'ailleurs  donné  plusieurs  formules  élégantes,  qui  pourraient  assu- 
rément ùtre  déduites  de  celles  de  Tillustre  astronome  allemand^ 
mais  qui  cependant  n*ont  pas  été  signalées  expressément  par  lui 
dans  son  Mémoire. 


SUR  UN  PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE  ; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Considérons  un  polygone  plan  ou  gauche  de  n  côtés  Aj  A,...A.- 
On  forme  un  second  polygone  du  mùme  nombre  de  cotés  en  joi- 
gnant les  milieux  A', ,  A',,  . . . ,  A^  des  côtés  Ai  Aj,  A,  A,,  . . . ,  A„Ai 
(In  premier.  De  ce  deuxième  polygone  on  en  déduit  un  troisième pai" 


F 
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la  même  loi,  puis  un  quatrième,  et,  eu  continuant  indéfiniment,  on 
obtient  ainsi  une  suite  illimitée  de  polygones.  Je  me  propose  de 
démontrer  que  ces  polygones  deviennent  de  plus  en  plus  petits, 
c'est-à-dire  que  tous  les  sommets  du  polygone  de  rang  n  de  la  série 
précédente  se  rapprochent  d'un  point  fixe  quand  n  croit  indéfini- 
ment; et,  en  même  temps,  je  déterminerai  la  forme  de  ce  polygone 
quand  il  devient  infiniment  petit. 

Rapportons  le  polygone  proposé  a  trois  axes  fixes  rectangulaires 
ou  obliques,  et  soient  Xi,  Xt,  • . .,  a:«  les  x  de  ses  n  sommets.  Le 
succès  de  la  méthode  que  nous  allons  suivre  repose  sur  la  transfor* 
mation  suivante  :  appelons  coi,  cOf,  •  • .,  &)„  les  n  racines  n^^^^*  de 
l'unité,  définies  par  la  formule 

(l)  »*II=<f      «        , 

et  posons 

X,  =  W|  ^1  -h  »,  ^3  -f-  .  .  .  -f-  w„  /„  » 
X,  =:  «î  r,  H-  «î  r,  -h  .  .  .  -h  ft)^  /,  , 


(^) 


^1=  w*/, -1-0.^^,-4-.  .  .4-  wj^, 


x«  =  ««  ^,  -f-  »;/, -h . . .  4-  </«. 

On  déduira  de  ces  formules 

{ 3  )  /I/4  =  wj-' j:,  -4-  wJ-*J-î  4-  ...  4-  W4  J^i,-i  4-  .r« , 

et  en  particulier 

(  4  )  /i/^  =  X,  4-  .r,  4- .  .  .  4-  -r„. 

Il  résulte  de  la  formule  (3)  que  les  quantités  0,  /„.;  sont  ima- 
ginaires conjuguées,  et  Ton  pourra  poser 

(5)  /4=:R4^*',      ^-4=R4e— *s 

Rji  étant  le  module  commun  de  ti  et  de  tn^i> 

Supposons  qu'on  forme  le  second  polygone  en  prenant  les  mi- 
lieux des  cotés  du  premier.  Les  x  des  sommets  de  ce  nouveau  po- 
lygone seront  définis  par  les  formules 


t 


Xi  4-  Xf  ,  .r^  4-  .r| 


.f  j  in  ,       •  •  •  9        .'■/i  ^^^  > 


1 


3oi> 
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et  l'on  rcconnaitra  aisément  que  ces  dltiërentes  valeurs  sont  don- 
nées par  des  formules  semblables  aux  équations  (2),  mais  où 


•1  >    *  a  »     •  •  •  *    'h 


seraient  remplacées  respectivement  par 


I  -f-  w, 


I  -f-  w? 


fl 9  /| »  •  •  •  1  f« 

9.  2 


I  -4-  w. 


Par  conséquent,  au  bout  de  p  opérations  semblables, 
seront  reuipl acres  par 

'■(^r '-(^r- 

On  aura  donc,  si  j^  désigne  le  x  du  A'*"'*'  sommet  du  /;  -H  i*^'"*  poly 
gone  de  la  série  considérée, 


(6) 


^/'  -,*  * 


o», 


2 


Or  011  a 


et  par  con-cciueiit 


=  C   "    C(»S y 

•i  n 


WA  -h  I 

inod . <^  I , 

•X 


tant  que  A  est  ditlérent  de  n. 

Par  suite,  dans  la  formule  (()),  tous  les  termes,  sauf  le  dernier. 
(]uî  est  constamment  égal  à  f„,  auront  leurs  modules  inlinimonl 
petits  pour  n  infiniment  grand.  On  a  donc 


liinx 


/' 


./• 


./•, 


// 


Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  aux  autres  coordonnées.  On 
voit  donc  que  les  polygones  successifs  deviennent  infiniment  petits 
et  que  tous  leurs  sommets  tendent  vers  un  même  point,  le  cenliv 
des  moyennes  distances  des  sommets  du  polygone  primitif. 

Supposons  qu«î  ce  centre  ait  été  pris  pour  origine  des  coordoii- 
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nées.  Alors  /„  sera  nul,  et  si,  dans  la  formule  (6),  on  remplace  les  t 
par  leurs  valeurs  (5),  on  aura,  en  groupant  les  termes  imaginaires 
conjugués, 

[  7  )  o-j^  =  a  >  Rp  cos  \ pir  -h  «p  J  cos''  —  -, 

la  somme  étant  étendue  aux  valeurs  i,  a,  3,  . . . , i  de  p  si  // 


//  —  I 


est  pair,  ou  i,  3,  .  • .,  si  n  est  impair.   On  aura  pour  les 

autres  coordonnées  du  même  point  des  valeurs  semblables  : 

yk='^2d^^  cos  ^        '^^  ptr  -f-  p  J  cos^  ^^ , 

(8)  '  ^/.^. 

Lorsque  p  grandit  indéfiniment,  tous  les  termes  des  seconds  mem- 
bres de  ces  formules  ont  zéro  pour  limite,  car  ils  contiennent  tous 
un  cosinus  plus  petit  que  l'unité,  élevé  à  la  puissance  p.  On  voit 
donc,  comme  cela  doit  être,  que  tous  les  sommets  se  rapprochent 
de  l'origine.  Mais,  parmi  les  termes  du  second  membre  de  chaque 
formule,  il  y  en  a  un  par  rapport  auquel  tous  les  autres  deviennent 
infiniment  petits  :  c'est  celui  qui  contient,  élevé  à  la  puissance  /;, 

le  cosinui»  le  plus  grand,  cos  -•  On  pourra  donc,  si  Ton  garde  ce 

terme  unique  et  si  l'on  néglige  tous  les  autres,  écrire 


=  2R,  cos  ( TT  -4-  a,  1  cos/»  - 

\       n  /  " 


(9)  {  Xk  ^'iS,  cos( ^7r-4-  p,  j  cos/*-? 


(^" 


zl  z=  aT,  cos  (     "  J^  ''  ff-  7.  )  cos''  y  » 


n 


en  commettant  tme  erreur  relative  d'autant  plus  petite  que  p  est 
plus  grand. 

On  peut  encore  présenter  ce  résultat  en  remarquant  que,  si  Ton 

divise  les  seconds  membres  des  formules  (7)  et  (8)  par  cos''  -<•  les 


3oa 
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nouvelles  valeurs  des  coordonnées  conviennent  à  un  polygone  ko- 
mothétique  à  celui  qui  est  défini  par  ces  formules.  Tous  les  termes 
qui  suivent  le  premier  contiennent  alors  un  facteur  tel  que 


qui  tend  vers  zéro  quand  p  croit  sans  limite,  et  peuvent  être  négli- 
gés  vis-à-vis  du  preoiier  terme,  qui  demeure  fini. 

Il  résulte  des  formules  (9)  que  tous  les  sommets  du  polygone  de 
rang  p  +  i  sont  sur  la  courbe  pour  laquelle  a*,  y^  z  sont  des  fonc- 
tions d'une  variable  cp,  définies  par  les  formules 

/  _  ,  ,  ir 

X  =:  R,  ces  [  a,  -f-  »  )  COS''  -î 


■10^ 


y  =:  s,  C0S(p,  -f-^)C0S''-» 


»r 


zi=T,  cosfv,  -f-  •)  cos''-» 

et  correspondent  aux  valeurs  de  <f, 
p-K    ^    ^ïf       pic        in 


n 


n 


n 


n 


pif        ^(/f  —  iltr 
. . . , 1 --^  y 

n  n 


n 


-4-  ïic 


La  courbe  représentée  par  les  équations  (10)  est  en  général  une 
ellipse  ayant  son  centre  à  l'origine.  Lorsque/?  grandit,  cette  ellipse 
demeure  liomotliétiquc  à  elle-même,  mais  ses  dimensions  décrois- 
sent en  progression  géométrique.  Quant  aux  valeurs  de  (^ ,  comme 

elles  sont  en  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  — y  elles 

définissent  un  polygone  semi-régulier  inscrit  dans  l'ellipse.  ( 
sait  que,  si  Ton  considère  Tellipse  comme  la  projection  d'un  cercle, 
tout  polygone  scmi-réguIier  inscrit  est  par  définition  la  projectioi 
d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  le  cercle.)  U  est  môme  utile  d» 
remarquer  qu'à  toutes  les  valeurs  de  p  ne  correspondent  que  dco^ 
positions  pour  le  polygone*,  car  les  valeurs  de  f  sont  celletdeH 
suite 


U 
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si  p  est  pair,  et  celles  de  la  suite 


r        3ir  [in  —  iJtt 

—  »      — 9       •••t      

n         n  n 


SI  p  est  impair. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  considère  une  suite  indéfinie  de  polygones ,  tels  que 
chacun  d'eux  soit  formé  en  joignant  les  milieux  des  côtés  du 
précédent,  ces  polygones  desdennent  de  plus  en  plus  petits,  et  ils 
tendent  à  devenir  semblables  à  des  polygones  semi-réguliers 
inscrits  dans  une  ellipse. 

Je  laisserai  de  côté  le  cas  exceptionnel  où  les  formules  (lo)  défi- 
niraient une  droite;  mais  il  sera  bon  d'examiner  ce  qui  arriverait  si 
Bi,  S],  Ti  étaient  nul^  simultanément.  Alors,  en  supposant  que 
Rf ,  Sf  9  Tf  soient  le  premier  groupe  pour  lequel  les  trois  quantités 
R,  S,  T  ne  soient  pas  nulles,  on  sera  conduit  à  substituer  aux  for  • 
mules  (9)  les  suivantes  : 


a-P 

^k 


_^          /  2  /•  -+-  P  \  pir 

=  2Rp  CCS  I pTT  -+-  a^  1  cos^  ^—  » 

(n)  j  rf  ^  2S,  cos(^^^pn  -^  p,)  cos^Ç, 

-*  =  2Tp  cos  \^—y^ piT  -f-  7,  j  COSP  ^  . 

Ici  encore  tous  les  sommets  du  polygone  seront  sur  une  ellipse; 
mais  les  valeurs  qu'il  faudra  donner  à  <f  pour  obtenir  tous  les 
sommets  du  polygone,  étant  représentées  par  la  formule  générale 

*}.  /•  -f-  p 

// 

formeront  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  sera  non 

plus  — 9  mais  — —  •  On  aurait  donc,  si  p  est  premier  avec  /i,  un 

polygone  semi-régulier  étoile,  obtenu  en  joignant  de  p  en  p  les 
sommets  du  polygone  convexe  de  n  cotés,  et  si  n  et  p  ont  un  plus 

grand  commun  diviseur  d  un  polygone  de  —  côtés,  dont  chaque* 

sommet  comptera  pour  d  sommets  distincts. 
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Tous  CCS  résultats  sont  d'une  extrême  simplicité.  Mais  peut-èirv 
y  avait-il  quelque  intérêt  à  indiquer  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la 
transformation  définie  par  les  formules  (2).  Notre  méthode  s'ap- 
pliquerait au  cas  où,  au  lieu  de  prendre  les  milieux  des  cotés  du 
polygone,  on  diviserait  ces  côtés  dans  un  rapport  donné,  à  celui  où 
Ton  prendrait  les  centres  de  gravité  des  triangles  formés  par  trois 
sommets  consécutifs,  etc. 

Les  formules  (a)  peuvent  d'ailleurs  nou^  conduire  à  une  classifi- 
cation nouvelle  et  assez  curieuse  des  polygones  plans  ou  gauches. 
Les  polygones  réguliers  ou  semi -réguliers  sont  ceux  pour  lesquels, 
dans  les  expressions  des  coordonnées,  subsistent  seulement  les 
termes  relatifs  à  la  racine  ci)„  =:  i  et  à  deux  racines  conjuguées  Wi, 
ci)„.i.  Ces  polygones  formeraient  une  première  classe.  La  suivante 
serait  formée  des  polygones  pour  lesquels,  aux  termes  précédem- 
ment indiqués,  s'ajouteraient  deux  termes  nouveaux  correspondant 
également  à  deux  racines  nouvelles  eo^i,  a>„.i.  En  continuant  ainsi, 

on  pourrait  constituer  une  série  de  classes  au  nombre  de 1 


n  —  I 


ou  1  suivant  que  n  serait  pair  ou  impair,  qui  présenteraient 

tous  les  types  intermédiaires  entre  le  polygone  régulier  et  le  poly- 
one  le  plus  général. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

GRUEY.  —  Sua  le  bolide  du  i4  juln  1877.  —  Clermont-Ferrand,   1878, 
60  pages. 

On  sait  que  les  étoiles  filantes  sont  formées  de  matière  nébuleuse, 
qu'elles  sont  distribuées  dans  l'espace  par  essaims  ayant  la  forme 
d'anneaux  et  appartenant  à  la  famille  des  comètes;  on  connaît  les 
lois  de  leur  mouvement  autour  du  Soleil  et  l'époque  précise  de 
réapparition  de  chacun  des  essaims  principaux;  on  commence*mème 
à  avoir  quelques  renseignements  sur  la  distribution  des  étoiles 
iilantes  d'un  même  essaim. 

Les  bolides  se  distinguent  immédiatement  des  étoiles  filantes  par 
leur  aspect  et  par  les  circonstances  de  leur  apparition.  Quelquefois 
ils  atteignent  le  sol,  et  alors  on  peut  s'assurer  qu^'ils  ne  sont  pas. 
formés  de  matière  nébuleuse,  mais  de  roches  analogues  aux  roches 
terrestres.  Le  plus  souvent  ils  éclatent  à  une  certaine  hauteur  au- 
dessus  de  l'horizon  et  disparaissent.  Leur  apparition  étant  assez 
rare,  ils  ne  peuvent  être  observés  qu'accidentellement  ;  les  obser- 
vations sont  généralement  très-vagues,  les  observateurs  étant  sur- 
pris par  l'apparition  du  bolide  et  ne  pouvant  que  rarement  rap- 
porter avec  précision  le  mouvement  aux  étoiles  ou  à  des  points 
tixes  dont  la  position  puisse  être  relevée  ultérieurement. 

Il  serait  d'une  grande  importance  de  réunir  tous  les  renseigne- 
ments un  peu  précis  sur  chaque  bolide  observé,  et  d'en  déduire  sa 
position  et  sa  vitesse.  M.  Gruey  l'a  fait  pour  le  bolide  observé  de 
divers  points  de  la  France  le  1 4  juin  1877. 11  a  réuni  huit  observations 
faites  en  divers  lieux  dans  des  conditions  de  précision  diilérentes, 
et  en  a  déduit  la  trajectoire  du  bolide,  supposée  une  section 
conique  ayant  le  Soleil  pour  foyer.  On  commence  par  rapporter  k 
l'équateur  céleste  les  divers  plans  d'apparition  :  on  en  conclut  le 
radiant,  c'est-à-dire  le  point  où  se  rencontrent  ces  divers  plans-,  on 
calcule  les  azimuts  et  les  hauteurs  du  point  initial  et  du  point  final 
pour  chaque  lieu  d'observation,  et  la  vitesse  du  bolide  pour  l'un 
d'eux. 

La  vitesse  relative  à  des  axes  fixes  passant  par  le  centre  de  la 
Terre,  puis  celle  qui  est  relative  à  des  axes  fixes  passant  par  le  centre 
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du  Soleil  s'en  doduiscnl  facilement.  Laconnaissauce  de  cette  dernière 
vitesse  permet  de  détcnniner  les  élémeuis  de  l'orbite  décrite  par  le 
bolide  autour  du  Soleil.  M.  Gruey  trouve  une  hyperbole  dont  les 
asymfitotes  fout  un  angle  de  i65^i6'.  Il  cite  quelques  calculs ^c 
Imlides  qui  ont  déjà  donné  des  hyperboles,  et  indique  cette  con- 
clusioa  que  les  bolides  n'appartiendraient  pas  au  système  solaire. 
Il  serait  sans  doute  prématuré  de  formuler  une  telle  conclusion; 
ce  résultat  est  cependant  de  nature  à  attirer  l'attention  sur  les 
bolides,  et  doit  encourager  les  astronomes  à  déterminer  avec  tout 
le  soin  possible  les  circonstances  de  leur  mouvement.  Le  Mémoire 
de  M.  Gruey ^  en  présentant  tous  les  détails  du  calcul  et  de  la  dis- 
cussion, facilitera  la  tâche  aux  calculateurs  futurs,  et  pourra  leur 
servir  de  modèle.  B.   B. 
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SUR  LES  AIRES  DES  TRAJECTOIRES  DÉCRITES  DAHS  LE  MOUVEMENT  PLAH 

D'UNE  FIGURE  DE  FORME  INVARIABLE  ; 

Par  m.  V.  UGUINE, 

Professeur  à  1" Université  d'Odessa. 

1 .  Dans  l'étude  géométrique  du  mouvement  d'une  figure  plaiu' 
invariable  dans  son  plan,  on  s'est  principalement  occupé  des  rela- 
tions qui  ont  lieu  entre  les  tangentes,  les  normales  et  les  ravons  de 
courbure  des  trajectoires  décrites  par  les  ditlérents  points  de  la 
iigure  mobile,  ainsi  qu'entre  les  vitesses  et  les   accélérations  di' 
divers  ordres  de  ces  points,  et,  au  point  de  vue  de  ces  problèmes, 
la  théorie  des  mouvements  plans  constitue  peul-ètre  le  cbapiln*  le 
plus  achevé  de  la  Cinématique  ])ure.  INlais,  en  suivant  un  ordre  de 
recherches    généralement   admis  dans  la  géométrie  des  courbes, 
deux  autres  questions  se  présentent  tout  naturellement  après  celles 
des  tangentes,  des  normales  et  des  rayons  de  courbure  des  trajec- 
toires :  ce  sont,  d'un(»  part,  l'étude  des  relations  qui  ont  lieu  entre 
les  aires  des  lignes  engendrées  par  les  diflerents  points  de  la  flgure 
mobile  dans  un  même  mouvement  plan,  et,  d'antre  part,  Téliide 
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des  relalîous  entre  les  pcrimèlres  de  ces  lignes.  Le  premier  de  ces 
deux  intéressants  problèmes  a  été,  pendant  les  quarante  dernières 
années,  abordé  à  plusieurs  reprises  par  divers  savants,  pour  des  cas 
plus  ou  moins  particuliers,  ce  qui  a  conduit  à  un  certain  nombre 
de  propriétés  élégantes,  mais  peu  répandues,  relatives  aux  aires  de 
quelques  genres  de  roulettes.  Tout  récemment,  deux  géomètres 
anglais,  MM.  Leudesdorf  et  Kempe,  ont  de  nouveau  appelé  Tat- 
tention  sur  cette  question  par  la  découverte  de  deux  importants 
théorèmes  d*un  caractère  plus  général.  Je  me  propose  dans  cette 
Xote  de  résumer  d'abord,  dans  un  aperru  historique,  les  princi- 
|>aux  résultats  obtenus  jusqu'à  présent  dans  ce  champ  relativement 
peu  cultivé  de  recherches^  et  de  compléter  ensuite,  sous  certains 
rapports,  les  travaux  récents  de  MM.  Leudesdorf  et  Kempe. 


L 

2.  Commençons  par  rappeler  et  établir  quelques  définitions, 
pour  [>ouvoir  ensuite  abréger  le  discours. 

Tout  mouvement  plan  d'une  figure  invariable  revient,  comme 
on  sait,  à  un  roulement  sans  glissement  d'une  certaine  ligne  a,  in- 
variablement liée  à  la  figure  mobile,  sur  une  autre  ligne  fixe  |3. 
^"^ous  nommerons  la  première  de  ces  deux  ligues,  lieu  des  points 
de  la  figure  mobile  qui  coïncident  successivement  avec  le  centre 
instantané  de  rotation,  le  centroïde  mobile,  et  la  seconde,  lieu  des 
centres  instantanés  sur  le  plan  fixe,  le  centroïde Jixe  (  *  ).  Toutes  les 
trajectoires  dans  un  mouvement  plan  peuvent  donc  être  considérées 
comme  engendrées  par  des  points  invariablement  liés  à  une  ligne  a 
qui  roule  sur  une  autre  ligne  fixe  (3,  et  représentent  par  conséquent 
des  roulettes  dont  j3  est  la  base  et  a  la  courbe  roulante. 

Lorsqu'un  mouvement  plan  est  tel  que  la  figure  mobile  revient 
a  la  fin  du  déplacement  à  sa  position  primitive,  je  dirai  que  le  mou- 
vement est  fermé.  Cela  peut  arriver  de  deux  manières  distinctes, 
selon  que  la  figure  mobile  accomplit  un  certain  nombre  N  de  ré- 
volutions complètes,  ou  qu'elle  ne  tourne  que  d'un  angle  B  moindre 


(')  La  dénomination  concise  de  centroïde  est  due  à  M.  Cliflbrd.  On  dira  de  même 
axtùdes  pour  los  lieux  des  axes  instantanés  dnns  l'espnro. 


3o8  PREMIÈRE  PARTIE. 

que  2  7:  et  subit  ensuite  un  mouvement  de  retour.  Je  distinguerai 
CCS  deux  cas  en  disant  que  dans  le  premier  le  mouvement  est  fermé 
continu,  et  dans  le  second Jermé  alternatif ,  Il  est  évident  que,  dans 
tout  mou  veinent  fermé  continu,  les  deux  centroïdes  a  et  ^  sont  des 
courbes  fermées  et  telles  que  leurs  périmètres  ont  un  rapport  corn- 
mcnsurable. 

Enfin  je  dirai  qu'une  courbe  fermée  a  accomplit  un  roulement 
complet  sur  une  ligne  |3,  lorsque  a  vient,  à  la  fin  de  son  roulement, 
toucher  la  ligne  (i  par  le  même  point  par  lequel  il  la  touchait  au 
co  m  me  ncemen  t . 

3.  Les  premières  recherches  sur  les  relations  entre  les  aives  des 
roulettes  décrites  dans  le  roulement  relatif  d'une  même  paire  de 
courbes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  aires  des  trajectoires 
dans  le  mouvement  plan,  sont  dues  à  Steiiier  et  se  trouvent  exposées 
ïlans  son  admirable  Mémoire  Sur  le  centre  de  grai^ité  des  cour- 
bures  des  courbes  planes,  publié  en  1840  (  *  ).  Le  célèbre  géomèlix^ 
s'occupe  dans  ce  Mémoire  des  trois  questions  principales  que  voici: 
1^  des  relations  entre  les  aires  des  ditlerentes  podaires  II  d'une 
même  courbe  convexe  a,  prises  par  rapport  aux  dillët*cnts  points? 
du  plan  de  la  courbe;  a"  des  relations  entre  les  aires  des  roulettes 
décrites,  dans  le  roulement  d'une  courbe  convexe  a  sur  une  droite 
lixc,  par  dillerents  points  invariablc*ment  liés  à  a;  3^  des  relations 
entre  les  aires  des  roulettes  décrites,  dans  le  roulement  d'une  courbe 
convexe  a  sur  une  courbe  fixe  p,  par  dillërenls  points  liés  k  a,  Ia 
solution  de  ces  questions,  développée  par  l'auteur,  repose  sur  la 
considération  d'un  point  particulier  S  du  plan  d'une  courbe  donuée, 
qui  est  le  centre  de  gravité  de  cette  courbe,  lorsqu'on  attribue  à  ses 
dillérents  points  des  poids  proportionnels  aux  courbures,  ou  inver- 
sement proportionnels  aux  rayons  de  courbure  respectifs  de  la 
courbe  en  ces  points.  En  vertu  de  cette  propriété,  le  point  en 
question  a  été  nommé,  par  Steiner,  centre  de  gravité  des  cour- 
bures [Krunimungs-Schwerpunht)  de  la  courbe  donnée. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  les  recherches  de  Steiner  relatives  à  la 
première  question,  étrangère  au  sujet  de  cette  Note,  et  je  me  bor- 


(•)  y  on  dem  KriimmunffS-Schtverpunkte  ebener  Curven.  {Journal  fur  die  reine  und 
an^ewnndte  Mathemati/f,  herausgegeben  von  Crelle,  t.  XXI,  iS/fO,  p.  33-63,  ioi-i33^ 
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uerai  à  en  signaler  seulement  ce  théorème  élégant  et  bien  connu  : 
L'aire  d'une  roulette  décrite  dans  un  roulement  complet  d'une 
courbe  convexe  et  fermée  a  sur  une  droite Jixe  par  un  point  quel- 
conque  P  lié  à  a  est  double  de  l'aire  de  la  podaire  Tl  de  a  par 
rapport  à  P.  On  doit  entendre  ici,  ainsi  que  dans  tous  les  théorèmes 
de  Steiner,  par  Taire  d'une  roulette  Taire  comprise  entre  cette 
courbe,  ses  deux  normales  extrêmes  et  la  ligne  fixe  j3. 

Pour  ce  qui  concerne  les  deux  autres  questions,  traitées  sépa- 
rément par  Steincr,  il  suffira  ici  de  résumer  les  résultats  relatifs 
au  cas  général  du  roulement  d'une  courbe  sur  une  autre  courbe, 
puisque  ceux  qui  se  rapportent  au  roulement  d'une  courbe  sur 
une  droite  n'en  sont  évidemment  que  des  cas  particuliers.  Les  deux 
propriétés  les  plus  générales  trouvées  par  Steiner  relativement  aux 
aires  des  roulettes  peuvent  être  énoncées  comme  il  suit  : 

i^  «Si  une  courbe  Jermée  et  continuellement  convexe  a  roule 
dans  son  plan  sur  une  courbe  quelconque  Jixe  et  convexe  j3  jus- 
qu'à ce  quelle  vienne  à  toucher  la  dernière  par  le  même  point 
qu'au  commencement  du  mouvement,  chaque  point  P  lié  invaria-: 
blement  à  la  courbe  a.  décrit  une  figure  ^^quadrilatère  mixti- 
ligne  (*)],  dont  l'aire  [p)  est  minimum  [p^)  quand  le  point  décria 
vont  coïncide  avec  le  point  S|  qui  représente  le  centre  de  gravité 
de  la  courbe  oc,  lorsqu'on  attribue  à  ses  différents  points  des  poids 
proportionnels  aux  sommes  des  angles  de  contingence  des  lignes  a 
et  |3  en  leurs  points  correspondants  ou  proportionnels  aux  sommes 
des  courbures  correspondantes  de  ces  deux  lignes.  Les  points  P 
également  distants  du  centre  de  gravité  S|,  c'est-à-dire  situés  sur 
une  circonférence  décrite  de  ce  dernier  point  comme  centre,  en- 
gendrent desfgures  d'aire  constante,  et  réciproquement  ;  l'excès 
de  cette  aire  sur  l'aire  minimum  (pm)  ^^^  toujours  égal  à  l'aire  du 
secteur  circulaire  qui  a  pour  rayon  la  distance  entre  les  points  P 
et  S|  et  pour  angle  au  centre  l'angle  constant  (^^  formé  par  les 
normales  à  la  courbe  j3  aux  extrémités  de  Varc  sur  lequel  a  roulé 
la  courbe  a,  augmenté  de  2n, 

Ces  propriétés  découlent  immédiatement  des  relations  suivantes 


^*)  Ce  quadrilatère  est  formé  par  la  trajectoire  de  P,  ses  deux  normales  extrêmes 
el  la  ligne  /i. 
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établies  par  Steiiier  par  des  considérations  d'une  nature  tout  a  fait 
élémentaire  : 


—  1 


I  — ' 

(a)  désignant  Taire  de  la  courbe  or,  Py  le  rayon  vecteur  variable 
mené  de  P  aux  diflférents  points  y  de  a,  S17  le  rayon  analogue  pour 
le  point  S|,  e  et  ei  les  angles  de  contingence  correspondants  des 
lignes  a  et  (3. 

Si  la  courbe  a  roule  sur  le  coté  concave  de  /3,  et  si  en  deux  points 
correspondants  quelconques  de  ces  deux  courbes  la  première  a  a 
toujours  une  courbure  plus  grande  que  la  seconde  (5,  les  rela- 
tions (1)  subsistent  en  y  remplaçant  seulement  C|  et  (f  par  — Ci  et 
—  f.  Un  changement  analogue  rendrait  ces  formules  applicables  au 
cas  où  la  courbe  a,  roulant  toujours  sur  le  côté  concave  de  j3^  a  en 
i'haque  point  une  courbure  moindre  que  la  base  (3  au  point  corres- 
pondant. 

Des  propriétés  semblables,  mais  plus  générales,  ont  lieu  quand 
on  supprime  la  restriction  que  la  courbe  a  soit  fermée  et  accom- 
plisse un  roulement  complet  sur  j3. 

a**  Si  un  arc  courbe  quelconqutf  continuellement  convexe  aatx 
roule  dans  son  plan  sur  le  côté  conv^exe  d'un  autre  arc  courbe 
fixe  et  continuellement  convexe  (3j3i,  chaque  point  P  lié  à  «a,  dé- 
crit une  figure  dont  l'aire  [p)  est  minimum  et  égale  à[p^)y  quand 
le  point  décrii^ant  coïncide  avec  un  point  particulier  Si,  qui  peut 
être  facilement  construit  lorsqu'on  connaît  la  position  du  point  S| 
du  premier  théorème  relatif  à  l'arc  «a,,  la  corde  h  de  cet  arc  asi,^ 

V angle  ©  entre  les  normales  à  la  courbe  olol^  menées  en  ses  extré 

mités  (X  et  ai  ^  et  l'angle  ^  entre  les  normales  à  la  ligne  ^^i  menée:^^ 
en  ses  extrémités  j3  et  (Bj.  Les  points  P  également  distants  d^ 
point  Sj,  c'est-à-dire  situés  sur  une  circonférence  décrite  de  cr^i_ 
dernier  point  comme  centre,  engendrent  des  figures  d'une  ait  ^^m 
constante,  et  réciproquement  ;  cette  aire  surpasse  l'aire  minimu  ^ 
'  Pm)  d^  l'aire  d'un  secteur  circulaire  ayant  la  distance  SfV  po^w/j 
m.}  on,  et  dont  l'angle  au  centre  est  égal  à  o  -h^- 


I 
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Dans  ce  cas,  les  relations  (i)  soqI  reinplacécïs  par  celles-ci  : 


9. 


(2)  I  ,'^,l  =  W-f--2Sv'(.-4-f.)-l-i-Î^SS''-7>ir2rf+^'— J 


(/')  =(/'-)-»- î  (?+*)  PS '. 


^2 


OÙ  Py,  s,  Cl  ont  la  tnéinc  signification  que  dans  les  formules  (i)-, 
U  désigne  Taire  du  secteur  P«a,  P;  W  Taire  du  segment  compris 
entre  Tare  ««1  et  sa  corde-,  Sy  le  rayon  vecteur  variable  mené  aux 
dillérents  points  y  de  ««i  à  partir  du  centre  de  gravité  des  coui^ 
bures  S  relatif  à  Tare  olXi  ;  SS'  la  distance  du  point  S  au  point  S' qui 
représente  le  centre  de  gravité  de  Tare  ««1  lorsqu'on  attribue  à  S4»s 
diiférenls  poiuts  des  poids  proportionnels  aux  courbures  de  Tare  ^(3| 
aux  points  correspondants,  et  d  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  Si  du  premier  théorème,  pris  relativemcilt  à 
Tare  a«i  sur  la  corde  or^,  =  A. 

Le  point  particulier  St  qui  décrit  la  figure  d^aire  minimum  s'ob- 
tient en  prenant  sur  le  prolongement  de  la  perpendiculaire  cl^  au 
delà  de  S|,  un  point  Sj,  tel  que  Ton  ait 

(3)  S,S,= 


\?  •+-  Vi 


La  seule  difficulté  dans  les  applications  des  théorèmes  I  et  il 
c!onsistera  dans  la  détermination  du  point  Si  et,  plus  généralement, 
du  |)oint  Sf  Steinor  signale  plusieurs  cas  remarquables  où  le 
point  Si  peut  être  trouvé  immédiatement.  Parmi  ces  cas,  le  plus 
général  est  celui-ci  : 

3**  Lorsque  chacune  des  deux  courbes  «,  /3  est  Jermée,  la 
courbe  a  est  douée  d  *un  centre,  et  les  périmètres  de  ces  courbes 
sont  entre  eux  comme  deux  nombres  entiers  m,  n  premiers  entre 
eux,  m  étant  pair;  et  lorsque  le  roulement  considéré  de  «  sur  (3  est 
un  mouvement  fermé  continu,  de  manière  que  tous  les  points  V 
engendrent  des  courbes  JetTnées,  alors  le  point  St  coïncide  ax^ec 
le  centre  de  la  courbe  roulante  a. 

Dans  ce  cas,  la  troisième  des  formules  (2)  devient 
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Le  théorème  III  et  la  formule  (4)  ont  eucorc  lieu  quand  la 
courbe  en  est  une  circonférence,  le  nombre  entier  m  étant  un  nombre 
quelconque,  pair  ou  impair,  seulement  différent  de  i,  les  nombres 
///,  n  étant  toujours  premiers  entre  eux;  ou  quand,  a  ayant  les 
propriétés  énoncées  dans  le  théorème  III,  la  courbe  |3  possède  aussi 
un  centre,  et  les  nombres  m,  n  sont  tous  deux  impairs  et  toujours 
premiers  entre  eux. 

Les  théorèmes  I  et  II  se  simplifient  beaucoup  lorsque  la  base  ^ 
est  une  droite.  Le  point  Si  devient  alors  simplement  le  centre  de 
gravité  des  courbures  S  de  la  courbe  roulante,  et  le  point  Sf  s'ob- 
tient par  une  construction  analogue  à  la  construction  exposée  pour 
le  cas  général,  mais  en  y  remplaçant  le  point  S|  par  S  et  la  for- 
mule (3)  par 

SS,=  — . 

On  voit  ainsi  que  les  résultats  trouvés  par  Steiner  donnent  la  lui 
cherchée  de  la  variation  des  aires  décrites  par  les  différents  points 
d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan^  pour  un  nombre  très- 
étendu,  mais  toujours  limité,  de  mouvements  plans,  savoir  lorsque 
h'S  deux  centroïdes  a  et  |3  de  ces  mouvements  sont  des  courbes  con- 
tinuellement convexes,  le  déplacement  de  la  figure  pouvant  d'ail- 
leurs être  fermé  ou  quelconque.  Pour  résoudre  la  question  dans  toute 
sa  généralité,  il  restait  à  étudier  les  cas  plus  complexes  où  les  cen- 
troïdes a,  /3  du  mouvement  sont  arbitraires,  ce  qui,  comme  on  le 
verra,  n'a  encore  réussi  complètement  aux  géomètres  qui  se  sont 
occupés  du  sujet  après  Steiner  que  pour  le  cas  des  mouvements 
plans  fermés. 

4.  C'est  M.  Gilbert  qui  parait  s'être  occupé  le  premier,  d'une 
manière  tout  à  fait  générale,  de  la  question  sur  les  aires  des  trajec- 
toîri'S  dans  le  mouvement  plan,  dans  une  Note  sur  les  aires  des 
roulettes,  qui  termine  sou  beau  Mémoire  intitulé  :  Recherches  sur 
les  propriétés  géométriques  des  mouvements  plans  (*).  Il  y  énonce 
le  théorème  très-simple  et  très-fécond  que  voici  : 

Désignons  par  [p)  l'aire  comprise  entre  la  courbe  fixe  j3,  Im 


(  '  )  Mémoires  couronnés  de  l' Académie  de  Bruxelles,  t.  \XX,  présenté  à  l'Acridémî^ 
II»  7  novembre  18J7. 
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trajectoire  d'un  point  P,  et  deux  normales  à  cette  dernière;  par  M 
le  secteur  compris,  sur  la  figure  mobile,  entre  les  positions  cor- 
respondantes de  ces  normales  et  la  courbe  roulante  a  ^  par  V  enfin 
le  secteur  correspondant  dans  une  courbe  décrite  en  prenant  pour 
rayon  ^vecteur  la  normale  variable  à  la  trajectoire  et  pour  angle 
polaire  l'angle  dont  la  figure  mobile  a  tourné  à  partir  de  sa  po- 
sition primitive  jusqu'à  la  position  que  l'on  considère.  On  aura 

(5)  {p)=V±V, 

suivant  que  la  rotation  de  la  normale  dans  la  figure  mobile  et  sa 
rotation  autour  du  centre  instantané  ont  lieu  en  sens  contraire  ou 
dans  le  même  sens. 

Ou  voit  immédiatement  que  la  rclatiou  (5)  est  uue  généralisation 
de  la  première  des  formules  (2)  de  Steîner,  U  ayant  la  même  si- 
gnification dans  les  deux  équations,  et  V  étant  exprimé  par 

2 

où  </(«>  désigne  l'angle  de  rotation  instant^ée  de  la  figure  mo- 
bile, angle  qui  est  évidemment  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  angles  de  contingence  e,  ei  des  deux  centroïdes  a,  (3  aux  points 
correspondants. 

Ajoutons  que  chaque  fois  que  le  centroïde  mobile  a  est  fermé  et 
que  l'on  considère  un  roulement  complet  de  a  sur  (3,  le  secteur  U  est 
égal  à  Taire  totale  {a)  de  la  courbe  roulante. 

o.  Peu  après  la  publication  du  théorème  de  M.  Gilbert,  des  con- 
sidérations d'un  tout  autre  ordre  conduisirent  un  auteur  anglais, 
M.  Holditch,  à  un  théorème  très-particulier  (  *  ),  mais  qui,  généralisé 
ensuite  de  plus  en  plus  par  d'autres  géomètres,  amena  récemment 
à  des  propriétés  très-étendues  et  très-importantes,  relatives  aux 
aires  des  roulettes.  Le  théorème  de  M.  Holditch  s'énonce  ainsi  : 

Lorsqu'une  corde  d'une  longueur  donnée  et  inx^ariable  se  meut 
dans  une  courbe  fermée  en  parcourant  la  circonférence  totale  de 
la  courbe  par  ses  extrémités  A,  B,  ef  si  l'on  considère  la  courbe 

i'.  Lad}'^  aiid  CrntUmaii*s  Diarr  for  the  Year  i8J8. 
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décrite  par  un  point  P  de  cette  corde  qui  la  div^ise  en  deux  par-- 
ties  AP  =  Cj,  BP,  =  c„  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes 
fermées  est  égale  à  Trcj  c^. 

Une  première  généralisation  de  ce  théorème  fut  énoncée  par 
M.  Williamson  dans  son  Traité  élémentaire  de  Calcul  intégrali^). 
Considérons  une  droite  invariable;  soient  A,  B,  P  trois  points  de 
cette  droite,  tels  que  le  point  P  partage  la  distance  AB  en  deux  par- 
ties AP  =  c,,  PB  =  c,  ;  soient  enfin  (x\),  (B),  (P)  les  aires  totales 
limitées  par  les  courbes  fermées,  décrites  respectivement  par  les 
points  A,  B,  P  dans  un  mouvement  fermé  continu  de  la  droite  ('); 
il  existe  alors,  comme  Ta  démontré  M.  Williamson,  la  relation 

En  supposant  que  les  deux  points  A,  B  décrivent  une  même  courbe 
dont  Taire  est  (A),  on  retombe  évidemment  sur  le  théorème  de 
M.  Holdilch. 

Plus  tard,  M.  Ellio^t  (')  donna  l'extension  de  la  relation  (6)  au 
cas  où  les  distances  entre  les  points  A,  B,  P  varient  pendant  le 
mouvement,  de  manière  que  le  rapport  des  segments  AP,  PB  reste 
constant  et  égal  a  c^  te,.  La  formule  (6)  est  alors  remplacée  par 
celle-ci  : 

/pv  _  (Ajra^-(B)r.  _        r.  r^       ^ 

Â'  étant  Taire  décrite  par  AB  relativement  au  point  A,  c\?st-à-dire 
Taire  limitée  par  la  trajectoire  d'un  point  qui  se. trouve  constam- 


(')  j4n  elementary  Treatise on  the  Intégral  Calculas^  by  Benjanain  WiIIiamftoo,M.  A. 
London,  Longmans,  1877,  p.  t»oo. 

(*)  On  remarquera  la  diflercncc  entre  ces  aires  et  celles  dont  il  a  été  question  pim 
haut,  considérées  par  Steincr  et  M.  Gilbert.  Pour  les  distinguer,  nous  désignons  rsire 
totale  comprise  dans  la  courbe  fermt  e,  décrite  par  un  poini  P  de  la  fignre  mobile 
pendant  un  mouvement  fermé  de  cette  dernière  par  la  même  majuscule  ordinaire 
mise  entre  parenthèses  (P),  et  l'aire  entre  la  même  courbe  et  le  ccntroide  fixe  y3  par 
la  minuscule  correspondante  entre  parenthèses  (/»).  Il  est  clair,  d'ailleurs,  qu'il  ne 
peut  être  question  des  aires  (P)  que  dans  le  seul  cas  des  mouvements  fermés. 

(*)  y4  theorem  in  areas  including  Holditch's^  with  its  analogue  in  tierce  t/imensiotit  - 
(  Thr  Messenger  oj' Matheniatics,  t.  VII,  187H,  p.  ijo.^ 
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meut  situé  par  rapport  n  un  point  iixe,  comme  B  est  situé  par  rap- 
|>orl  à  A. 

Une  généralisation  d*un  autre  ordre  et  beaucoup  plus  importante 
du  ihéoièine  de  M.  Willîamson  fut  énoncée  par  M.  Leudesdorf  dans 
un  Mémoire  intitulé  :  Theorem  in  Kinematics  (*).Du  moins,  il 
parait  très-probable  que  ce  nouveau  théorème,  fondamental  dans 
la  question  di»s  aires  engendrées  dans  le  mouvement  plan  fermé 
d'une  figure  plane  invariable,  a  été  suggéré  à  M.  Leudesdorf  par  la 
considération  de  la  relation  (6).  Soient  A,  B,  C  trois  points  de  la 
figure  mobile  non  situés  en  ligne  droite,  P  un  quatrième  point  de 
cette  figure,  X,  Y,  Z  les  coordonnées  triangulaires  du  point  Ppar 

rapport  au  triangle  de  référence  ABC  (  X"=  —=r7\'>  Y  = ;»  Z  =  --^-,  )  ^ 

\  ABC  Abtf  AdV»/ 

et  BC  =  r/,  AC  =  A,  AB  ==  «;  alors,  si  Ton  désigne  par  (A),  (B), 
(C),  (P)  les  aires  totales  des  trajectoires  décrites  par  les  points  A, 
B,  C,  P  dans  un  mouvement  fermé  de  la  figure  mobile,  ces  aires 
sont  liées  par  la  relation 

{;)     .   ;A)X-h(B)Y-f-(C)Z  =  (P) -f  ^(û^YZ-f-6'XZ4-c'XY) 

on 

(8)  (P)  r=  (A)X  H-  (B) Y  +  (C)Z  4-  ^t\ 

£*  étant  le  carré  de  la  tangente  menée  du  point  P  au  cercle  qui  passe» 
par  A,  B,  C.  Telle  est  la  forme  sous  laquelle  M,  Leudesdorf  énonça 
primitivement  son  théorème;  sa  démonstration  suppose  que  la  figure 
mobile,  pour  retournera  sa  position  initiale,  subît  une  révolution 
complète  de  zéro  à  9.1:  dans  le  plan  fixe.  M.  Kempe  fit  bientôt  la 
remarque  (*)  que  cette  restriction  n*est  pas  nécessaire.  La  figure 
peut  revenir  à  sa  position  primitive,  soit  en  ayant  subi  un  nombre 
entier  quelconque  jN  de  révolutions  complètes,  soit  en  n'ayant 
tourné  que  d'un  angle  9  moindre  que  air  et  accompli  ensuite  un 
mouvement  de  retour.  Dans  le  premier  cas,  celui  d'un  mouvement 
fermé  continu,  le  dernier  terme  du  second  membre  dans  les  for- 
mules (7)  et  (8)  doit  être  afi'ecté  du  facteur  N,  et  dans  le  second, 
celui  d'un  mouvement  fermé  alternatif,  ce  terme  disparait,  N  étant 


C)  The  Messenger  of  Mnthemnt tes,  t.  VII,  1877,  p.  I'j5. 
•,  yotr  on  Mr.  J.ende.tdorf's  theorem  in  Kinematics.  [Ibiii.^  p.  16 j\ 
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égal  à  zéro.  On  a  donc  défiinili veinent 

[9)  (A)X  -+-  (B)  Y  4-  (C)Z  =  (P)  -f-  ÎV7r(«»YZ  -f-  b'\Z  -f-  r'XY) 
ou 

(10)  (A)X-f.(B;Y-+-(C)Z  =  (P), 

suivant  que  le  mouvement  fermé  se  compose  de  N  révolutions  com- 
plètes ou  d'une  révolution  partielle  et  d'un  mouvement  de  retour, 
l(\s  formules  (7)  et  (8)  ayant  lieu  dans  le  seul  cas  de  N  =  i. 

6.  Le  théorème  de  M.  Lcudesdorf  conduit  immédiatement  à  un 
corollaire  très-intéressant  relatif  à  la  distribution  sur  le  plan  mo- 
bile des  points  qui  décrivent  des  aires  données  sur  le  plan  ûxedam 
un  mouvement  fermé  quelconque,  corollaire  qui  fut  énoncé  par 
M.  Kempe  (  '  ),  bientôt  après  la  publication  de  la  relation  (7),  dan^ 
les  termes  suivants  :  Lorsquun  plan  qui  glisse  sur  un  autre  pian 
fixe  se  meut  à  partir  d'une  position  déterminée  d'une  numière 
quelconque,  en  faisant  un  certain  nombre  de  réi^olutions  complètes, 
et  revoient  à  sa  position  initiale,  on  peut  trouver  dans  le  plan  mo' 
bile  une  circonférence  dont  tous  les  points  décrispent  sur  le  plan 
fixe  des  courbes  d'aire  nulle,  et,  si  l'on  prend  dans  le  plan  nio- 
bile  une  autre  circonférence  quelconque,  concentrique  à  la  pre^ 
mière,  les  aires  décrites  par  tous  les  points  de  cette  nouv^elle  cir^ 
conférence  sont  constantes  et  proportionnelles  à  l'aire  comprise 
entre  cette  circonférence  et  celle  des  aires  nulles.  Dans  /e  cas  oà 
le  plan  revient  à  sa  position  initiale  sans  avoir  accompli  une  /'e- 
i'olution  complète,  le  sjstème  des  circonférences  concentriques  est 
remplacé  par  un  sjstème  de  droites  parallèles,  V aire  décrite  par 
un  point  d'une  droite  quelconque  étant  proportionnelle  à  la  dis- 
tance entre  cette  droite  et  la  droite  des  aires  nulles.  Les  aires 
dont  il  s'agit  ici  sont  toujours  les  aires  totales  embrassées  par  les 
trajectoires  fermées. 

Dans  une  Note  postérieure  sur  le  même  sujet  (^),  M*  Kempe  m 


(')  v/  theorem  in  Klnematics.  (Ibûf.,  p.  igo.) 

(•)  v^  kinematical  Theorem.  {NatHie,   t.  XV III,    n»  449,  «iince  1878,  p.  i.<8; 
aufl»i  Messenger,  l.  VIII,  p.  [yi.^ 
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donné,  pour  le  cas  de  IM  révolutions  complètes,  la  formule 

fii)  (P)=Nir(r--7»), 

(P)  étant  Taire  décrite  par  un  point  P  du  plan  mobile  qui  se  trouve 
a  une  distance  r  du  centre  des  circonférences  concentriques,  et  q 
désignant  le  rayon  de  la  circonférence  dont  tous  l'es  points  engen- 
drent des  aires  égales  a  zéro  et  que  nous  nommerons  la  circonfè^ 
rence  des  aires  nulles.  Cette  formule  exprime  que  Taire  décrite 
par  un  point  Pde  la  figure  mobile  est  égale  à  N  fois  Taire  de  Tan- 
ueau  compris  entre  la  cfrconférence  des  aires  nulles  et  la  circon- 
férence concentrique  passant  par  P.  Il  faut  ajouter  que,  dans  ces 
considérations,  les  aires  des  courbes  analogues  à  la  figure  d'un  8, 
ainsi  que  celles  des  trajectoires  décrites  par  un  mouvement  de  va- 
et-vient,  sont  regardées  comme  égales  à  zéro;  car,  dans  le  premier 
cas,  Taire  est  composée  de  deux  parties  égales  et  de  signes  con- 
traires, et,  dans  le  second,  une  même  ligne  non  fermée  est  parcourue 
deux  fois  en  sens  inverse. 

Je  ferai  voir,  dans  la  suite  de  ce  travail,  que  le  tliéorème  de 
M.  Kempe,  pour  être  applicable  à  tous  les  cas,  doit  être  modifié  et 
complété  sous  plusieurs  rapports.  Toutefois  ces  modifications  ne 
touchent  pas  à  la  partie  relative  à  la  distribution  des  points  engen- 
drant des  aires  égales  sur  des  circonférences  concentriques.  En  n'y 
considérant  que  cette  partie  et  en  la  comparant  aux  théorèmes  de 
Steiner  énoncés  plus  haut,  on  remarquera  la  dilTérence  entre  les 
résultats  des  deux  géomètres.  Le  théorème  de  M.  Kempe  n'implique, 
-relativement  à  la  forme  des  deux  centroïdes  du  mouvement,  que  la 
seule  restriction  que  ces  courbes  soient  toutes  deux  fermées  et  aient 
des  périmètres  dont  le  rapport  soit  coramensurable.  Les  propriétés 
dues  à  Steiner  ont  lieu  pour  des  centroïdes  fermés  ou  non  fermés, 
mais  continuellement  convexes.  Ensuite  les  aires  dont  il  s'agit  chez 
les  deux  auteurs  ne  sont  pas  les  mêmes  :  M.  Kempe  considère  Taire 
totale  de  la  trajectoire  fermée;  Steiner  n'en  considère  qu'une  partie 
comprise  entre  cette  trajectoire  et  le  centroïde  fixe  /3,  ces  deux 
espèces  d'aires  ne  différant  d'ailleurs  entre  elles  que  d'une  quan- 
tité constante,  qui  est  Taire  totale  de  la  courbe  (3  ou  un  multiple  de 
cette  aire. 

Quoi  qu'il  en  soit,  autant  qu'il  s'agit  des  mouvements  plans 
fiTmés,  le  théorème  de  M.  Kempe,  modifié  comme  on  le  verra  plus 
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loin,  esl  complètement  général  et  du  même  ordre  d'importanct* 
pour  Tétude  des  aires  des  trajectoires  dans  les  mouvements  fermés, 
que  les  théorèmes  connus  sur  l'existence  du  centre  instantané  de 
rotation,  des  centres  des  accélérations,  de  la  circonférence  des 
Inllcxions,  etc.,  le  sont  pour  l'étude  des  vitesses,  des  accélérations, 
des  courbures  des  trajectoires,  etc. 

Tels  soutles  principaux  résultats  obtenus  relativement  aux  aires 
des  trajectoires  dans  les  mouvements  plans.  J'ai  l'intention,  dans 
ce  qui  va  suivre,  d'ajouter  à  cette  étude  quelques  dévelopj»ement.s 
dont  voici  une  analyse  succincte: 

7 .  Je  m'occupe  d'abord  du  théorème  de  M.  Kempe.  Je  développe 
l'équation  du  système  des  circonférences  concentriques  en  coordon- 
nées cartésiennes  rectangulaires,  et  je  trouve  les  expressions  peut* 
les  coordonnées  de  leur  centre  commun  Z,  et  pour  le  rayon  de  la 
circonlérence  dont  les  points  engendrent  des  aires  d'une  grandeur 
assignée  A*.  J'indique  les  limites  entre  lesquelles  k  peut  varier  dans 
un  mouvement  donné,  et  je  démontre  une  nouvelle  propriété  re- 
marquable du  point  Z,  qui  consiste  en  ce  que  ce  point  décrit  tou- 
jours l'aire  minimum.  Je  passe  ensuite  à  la  circonférence  des  aires 
nulles,  et  je  fais  voir  que  cette  circonférence  n'existe  pas  eu  réalité 
dans  tout  mouvement  plan  fermé  continu,  comme  l'admet  M.  Keuipv 
dans  renoncé  de  son  théorème;  au  contraire,  dans  un  grand  nombre 
de  ras,  il  n'y  a  pas  de  points  dans  le  plan  mobile  qui  engcndreut 
des  aires  égales  à  zéro,  ce  qui  prouve  en  même  temps  que  ce  n'esi 
pas  à  la  circonférence  des  aires  nulles,  mais  plutôt  au  point  Z 
(existant  toujours)  qu*appartient  le  rôle  principal  dans  l'étude  des 
relations  entre  les  aires  des  trajectoires.  Je  donne  les  conditions  de 
l'exiistmce  réelle  de  la  circonférence  des  aires  nulles  et  je  démonta' 
que,  dans  les  cas  où  elle  devient  imaginaire,  la  formule  (ii)  de 
M.   Kempe  pour  la  détermination  d'une  aire  (A)  décrite  par  un 
point  A,  situé  à  une  distance  r  de  Z,  subsiste  en  y  remplaçant  la 
dillerence  /' — 7*  par  la  somme  r^^e/*^  q  désignant  maintenant 
le  coefficient  réel  de  l'expression  que  l'on  trouve  pour  le  rayon  du 
cercle  imaginaire. 

Après  avoir  appliqué  ces  résultats  à  quelques  exemples,  je  consi- 
dère le  cas  N  =  o,  c'est-à-dire  celui  d'un  mouvement  fermé  alter- 
natif, et   je   trouve  l'équation    vu   coordonnées  r<»ctangulaires  a" 


MÉLANGES.  J19 

syslème  des  droites  parallèles  et  celle  de  la  droite  des  aires  nulles, 
qui  remplacent  dans  ce  cas  les  circonférences  concentriques  et  la 
circonférence  des  aires  nulles. 

Je  donne  ensuite  une  nouvelle  démonstration  très-simple  et  pu- 
rc*ment  géométrique  du  théorème  de  M.  Leudesdorf,  fondée  sur  la 
notion  du  centre  instantané;  enfin  je  termine  par  quelques  obser- 
vations sur  l'application  pratique  du  théorème  VI  de  M.  Williamson 
à  la  quadrature  des  courbes  fermées. 


11. 

8.  Pour  trouver  le  lieu  des  points  P  du  plan  mobile  qui,  dans 
un  mouvement  fermé  continu  de  ce  plan,  engendrent  des  figures 
d'une  aire  constante  égale  à  A,  il  faut  poser  (P)  =  const.  =  A"  dans 
l'équation  (9).  La  relation 

'12)   N/riVYZ  4-  ^'XZ  -+-  c'XY)  —  (AiX  —  iB;  Y  —  'C^Z  4-  X-  —  o 

est  donc  Téquatiou  du  lieu  cherché  eu  coordonnées  triangulaires  X, 
Y,  Z  relatives  au  triangle  de  référence  ABC.  Pour  discuter  cette 
c*quation,  il  est  préférable  d'y  remplacer  X,  Y",  Z  par  les  coordon- 
nées cartésiennes  rectangulaires.  A  cet  efiet,  remarquons  d'abord 
qu'en  posant  PA  =  a\  PB  =  i',  PC  =  </,  on  a  (  *  ) 

fl»YZ  -f.  b^XZ  -f-  f'XY  =  a^X  -f-  h'^Y  -h  r'»Z, 

et  que,  par  conséquent,  l'équation  (12)  peut  être  mise  sous  la 
forme 

(•3)     Nir(«  »X  -f-  b'n  H-  r'>Z)  -  [X)X  -  (B)Y  -  (C)Z  -h  /•  =  o. 

Soient  maintenant  respectivement  a*,  9;  j^i,  7  i^  x,,  j  ,;  ^itji 
les  coordonnées  cartésiennes  des  points  P,  A,  B,  C,  par  rapport  à 
un  système  d'axes  rectangulaires  Oo*,  Oj)^,  pris  d'une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  mobile  et  invariablement  liés  à  ce  plan.  En 

désignant  j>ar  S  l'aire  du  triangle  ABC  et  par  -a,  -  j3,  -  7  les  aires 


'»)  foir  II»  Mémoire  de  M.  Leiidojiclorf  {l^fessenger,  t.  VU,  p.  '»i^î). 
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d(;s  triangles  OBC,  OAC,  OAB,  ce  qui  revient  à  poser 

(i5)  ae-f-?-4-7  =  2S, 

on  aura  évidemment 

X- ^g , 


(.6)  Y== 


__  ^U^—ri]  —  v(^3— j:.)  -4-  P 


2S 


> 


('9) 


D'ailleurs 

(«7)  b'^={x-x,y^{x-'X^]\ 

Enfin,  soient  encoie 
ou 

En  portant  les  valeurs  (i6)  et  (17)  dans  Téquation  (i3),  on  ob- 
tient, eu  égard  aux  relations  (14)9  {^^)^  (18),  et  toutes  réductions 
faites,  Téquation  du  lieu  cherché  en  coordonnées  rectangulaires  x, 
y  sous  la  forme 

2N,rS(.r'  + j')  +  )[(A)  -  N,rrî](j.-^,)  +  [(B)  -  Nirr^Kj,  -  j-,) 

+  [(C)-N,rrî](j._j^,)jx 
-  ![(A)  -  N«rî](x,-*,]  -H  [(B)  -Nrr;](x.-x,) 

+  [(C)-N«r;](x.-x.)jr 
[(A)-N«rJ]«-»-[(B)-K,rrî]p 

-I-  [(C)  —  NwrJ]  7  —  a*S- 

Ce  lieu  est  donc  une  circonférence.  Si  l'on  attribue  à  la  constante 
didërentes  valeurs  particulières,  l'équation  (19)  représente  un  s 
tèine  de   circonférences  concentriques.  En   d'autres  termes,  L 
points  du  plan  mobile  qui  engendrent  des  figures  d'aire  constaa 


Il 
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sont  distribuées  dans  ce  plan  sur  des  circonférences  concentriques, 
dont  chacune  correspond  à  une  valeur  déterminée  de  /r,  ce  qui  con- 
stitue une  partie  du  théorème  de  M.  Kempe.  On  trouve,  pour  les 
coordonnées  ^,  rj  du  centre  commun  Z  de  ces  circonférences,  les 
expressions 

et  pour  le  rayon  R  de  la  circonférence,  dont  les  points  engendrent 
des  figures  d'une  aire  égale  à  k^ 

9.  Les  formules  (ao)  montrent  que  le  point  remarquable  Z,  centre 
des  circonférences  concentriques  (19)^  existe  toujours  et  se  trouve 
A  dbtance  finie  tant  que  N  est  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  dans 
^^ut  mouvement  fermé  continu,  et  que  la  détermination  de  ce  point 
exige,  en  général,  la  connaissance  des  aires  (A),  (B),  (C)  décrites 
par  trois  points  Â,  B,  C  de  la  figure  mobile  non  situés  en  ligne 
«Ifoite.  Ce  point  Z  jouit  encore  d'une  propriété  importante  qui  sera 
démontrée  plus  loin. 

Dans  certains  cas  particuliers,  le  point  Z  peut  être  reconnu 
immédiatement  sans  aucune  recherche.  C'est  ce  qui  arrive,  par 
exemple,  pour  tout  mouvement  fermé  continu  dont  les  deux  cen- 
^**oïdes  sont  des  circonférences  5  car  il  est  visible  qu'alors  les  points 
^^  chaque  circonférence  concentrique  au  cercle  roulant  engendrent 
^^s  courbes  identiques  entre  elles  et  renfermant,  par  conséquent, 
^^s  aires  égales^  donc  le  point  Z  est  le  centre  du  cercle  roulant. 

I^our  pouvoir  discuter  l'expression  de  R  (21),  tachons  d'abord 

^*^  la  mettre  sous  une  forme  plus  simple.  Puisque  le  point  Z  existe 

^^jours  et  se  trouve  à  distance  finie,  rien  n'empêche  d'y  trans- 

P^iler  l'origine  des  axes  O  j:,  O;',  qui  a  été  prise  dans  le  plan  mo- 

^^le  d'une  manière  tout  à  fait  arbitraire.  Mais  alors 

Ç  =  o,    *  =  o, 

BulL  des  Sciences  mathém,.  S*  84H  )  2'^. 
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et  les  équations  (19),  (ai)  se  réduisent  à 

/      N      ,         ,         ^-         n-^)  — NirrJ  (B)  — Ntrr»  (C)  — Nirr»    1 

^      ^  V  Nir       L       2NirS  2N7rS       ^  aNirS       ^J 

'*M  ''t?  ''s  désignant  maintenant  les  distances  des  points  A,  B,  C  au 
point  Z.  Imaginons  ces  trois  points  A,  B,  C  pris  sur  une  même  cir- 
conférence ayant  Z  pour  centre  et  r  pour  rayon;  dans  ce  cas, 
r,  =  r,  =  Ta  =  r,  et,  d'après  ce  qui  a  été  trouvé  plus  haut, 

(A)  =  (B)  =  (C). 
La  formule  (sS)  devient  donc,  eu  égard  à  la  relation  (i5). 


(24)  R^y/ 


X-— [(A)— IVTrr»] 
Nir 


OÙ  /'  est  la  distance  du  point  A  au  point  Z. 

Cette  expression  n'est  pas  toujours  réelle  *,  elle  devient  imagi- 
naire dans  les  cas  suivants  : 

I®  Si  (A)^©,  (A)>'N7rr*  pour  les  valeurs  de  k  positives  cl 
moindres  que  (A)  —  Nttt*,  et  pour  les  valeurs  de  k  négatives  et 
quelconques; 

2**  Si  (A)  ^  o,  (A)  <^N7:r',  pour  les  valeurs  de  k  négatives  et 
numériquement  plus  grandes  que  Ntt/'* —  (A); 

3°  Si  (A)  <^  o,  pour  les  valeurs  de  k  négatives  et  numériquement 
plus  grandes  queNTrr* — (A),  une  aire  quelconque  (A)  étant  re- 
gardée comme  positive  ou  comme  négative,  suivant  qu'elle  est  dé- 
crite dans  un  sens  identique  ou  contraire  à  celui  du  mouvement 
considéré  de  la  figure  mobile. 

Cette  discussion  conduit  facilement  aux  conclusions  suivantes  : 

Quand  on  prend  à  volonté,  parmi  les  différentes  aires  engendrées 
dans  un  mouvement  fermé  continu  déterminé,  composé  de  N  révi 
lu  lions  complètes,  une  aire  (A)  décrite  par  un  point  A  du  plan  mo-^ 
bile  situé  à  une  distance  r  du  point  Z,   alors  :  1^  si  (A)]>o  c*^  := 
(A)>'N7rr',  c'est-à-dire  si  Taire  (A)  est  positive  et  plus  grand  ^ 
que  N  fois  Taire  du  cercle  de  rayon  r,  les  aires  décrites  par  les  dii 
férents  points  du  plan  mobile  5ont  toutes  positives  et  ne  pcuvei 


i 
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pas  être  moindres  que  la  différence  (A)  —  N ir/'^  a"  si  (A)  >►  o  c»t 
(A)  <^  Nttt*,  ou  si  (A)  <^  o,  c'est-à-dire  si  Taire  (A)  est  positive  et 
moindre  que  N  fois  Taire  du  cercle  de  rayon  r,  ou  bien  si  (A)  est 
n^ative  et  d'ailleurs  quelconque,  les  aires  décrites  par  les  points 
du  plan  mobile  sont  en  partie  positives  et  en  partie  négatives,  les 
aires  positives  pouvant  être  d'une  grandeur  quelconque  et  les  aires 
négatives  ne  pouvant  pas  surpasser  numériquement  la  différence 
Nirr* — (A).  D  s'ensuit  que,  dans  tout  mouvement  fermé  continu, 
Taire  décrite  minimum  A'^,  est 

(25)  X•«r=(A)-N7r/^ 

En  prenant  pour  le  point  A  le  point  Z,  pour  lequel  i*  =  o,  et  en 
désignant  par  (Z)  Taire  engendrée  par  ce  point,  on  trouve 

En  d'autres  termes,  le  point  Z  jouit  de  celte  remarquable  propriété 
^il  décrit  l'aire  minimum.  La  relation  (25)  peut  encore  s'écrire 

(î6)  (A)  =  (Z)-4-Ntrr% 

formule  très-simple,  qui  relie  les  aires  décrites  par  le  point  Z  et  par 
Un  point  quelconque  A  de  la  figure;  elle  exprime  que  Taire  engen- 
drée par  un  point  A  excède  Taire  minimum  engendrée  par  le 
point  Z  de  N  fois  Taire  d'un  cercle  ayant  la  distance  des  points  A 
^i  Z  pour  rayon. 

10.  Passons  maintenant  à  la  circonférence  des  aires  nulles.  Ou 
^l^tient  le  rayon  R©  de  cette  circonférence  en  posant  Ar  ==  o  dans  la 
*^rmule  (a4),  ce  qui  donne 


(^.1  p^,/^^^-(A) 


1) 


••=v/^ 


u*sque  Taire  (A)  est  négative  et  quelconque,  ou  positive  et  moindre 
^^e  Nirr*,  cette  expression  a  une  valeur  réelle  q  \  mais,  si  Taire  (A) 
^^l  positive  et  plus  grande  que  Ntt/*,  on  trouve  pour  Rq  une  valeur 
^  •Xiaginaire 


22. 


•^ 
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4/  désignant  toujours  une  quantité  réelle  ;  dans  ce  dernier  cas,  la 
circonférence  des  aires  nulles  n'existe  plus.  Donc  il  existe  dans  le 
plan  mobile  des  points  qui  engendrent  des  aires  nulles,  et  qui  se 
trouvent  alors  sur  une  circonférence  ayant  Z  pour  centre  et  q  pour 
rayon,  lorsque,  (A)  étant  une  aire  décrite  par  un  point  quelconque 
du  plan  situé  à  une  distance  r  du  point  Z,  cette  aire  est  négative 
et  quelconque,  ou  positive  et  moindre  que  N  fois  Taire  du  cercle  de 
rayon  r\  si,  au  contraire.  Taire  (A)  est  positive  et  plus  grande  que 
N  fois  Taire  du  cercle  de  rayon  r,  tous  les  points  du  plan  engen- 
drent des  aires  différentes  de  zéro.  Enfin,  si  (  A)  =  Nirr*,  la  for- 
mule (  27)  donne  Ro  =  o*,  la  circonférence  des  aires  nulles  se  réduit 
au  point  Z. 

Les  formules  (24)^^(37)  ^^^^  voir  que,  pour  pouvoir  déterminer 
le  rayon  R  de  la  circonférence,  lieu  des  points  du  plan  mobile  dé- 
crivant des  aires  égales  à  /r,  et,  en  particulier,  le  rayon  Ro  de  la 
circonférence  des  aires  nulles,  si  cette  circonférence  existe,  il  faut 
connaître  Taire  (A)  décrite  par  un  point  quelconque  du  plan. 

Quand  la  circonférence  des  aires  nulles  a  une  existence  réelle, 
on  tire  de  (27),  en  désignant  par  q  la  valeur  réelle  de  son  rayon, 

(9.9)  (A)=N7r(r»-^'). 

C'est  la  formule  (1 1)  de  M.  Kempe,  qui  exprime  que  Taire  décrite 
par  un  point  quelconque  A  du  plan  mobile  est  égale  à  Taire  de  Tan- 
neau  compris  entre  la  circonférence  des  aires  nulles  et  la  circonfé- 
rence concentrique  qui  passe  par  le  point  A.  Mais,  lorsque  la  cir- 
conférence des  aires  nulles  est  imaginaire,  la  formule  (29)  n*a  plus 
lieu^  il  vient  alors,  d'après  la  formule  (28), 

(3o)  (A)=Nr(r'+,,'), 

q  désignant  maintenant  le  coefficient  réel  de  l'expression  imaginaire 
pour  Rq. 

L'équation  (29)  admet  encore  une  autn*  interprétation  géomé- 
trique. Pour  tout  point  du  plan  mobile  extérieur  à  la  circonférence 
des  aires  nulles,  (A)  est  positive,  et  la  différence  /^  —  q^  est  égale 
au  carré  de  la  tangente  t  menée  du  point  A  à  cette  circonférenoî. 
Tour  tout  point  intérieur,  (A)  est  négative,  et  la  différence  q'^ —  '* 
représente  le  carré  de  la  tangente  t^  menée  à  la  circonférence  pas- 
sant par  A,  en  <m»  point,  jusqu'à  la  rencontre  avec  la  circonférence 
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dés  aires  nulles.  Donc,  en  désignant  par  A,  A'  deux  points  du  plan 
et  par  t,  t'ou  t| ,  ^,  les  tangentes  correspondantes,  on  a,  d'après  (29)^ 
pour  les  points  extérieurs, 

et  pour  les  points  intérieurs 

(A):  (A')  =  »!:/'/. 

Les  aires  décrites  par  les  dîtiérents  points  A,  A',  ...  du  plan  mo- 
bile, quand  la  circonférence  des  aires  nulles  existe,  sont  donc  entre 
elles  comme  les  carrés  des  tangentes  ^,  t',  . . • ,  ou  t|,  l!^^  • .  •',  sui- 
vant que  ces  points  se  trouvent  à  l'extérieur  ou  dans  l'intérieur  de 
la  circonférence  des  aires  nulles. 

Si  Ton  pose  r  =  o  dans  la  formule  (29),  on  trouve  la  relation 

qui  servira  à  déterminer  Taire  minimum  décrite  par  le  point  Z 
dans  les  cas  ou  l'on  connaît  a  priori  le  rayon  de  la  circonférence 
des  aires  nulles. 

1 1 .  Appliquons  ces  résultats  à  quelques  exemples. 

{a)  Mouvement  cardioïdaL  —  -Supposons  que  le  plan  mobile 
soit  entraîné  dans  le  roulement  d'une  circonférence  de  rayon  p  sur 
une  autre  circonférence  égale  à  la  première.  Dans  ce  cas,  si  Ton 
considère  un  roulement  complet,  N  =  a,  et,  d'après  une  remarque 
faite  plus  haut,  le  point  Z  coïncide  avec  le  centre  du  cercle  roulant. 
L'aire  minimum  (Z)  est  doue  l'aire  positive  du  cercle  de  rayon  20 
engendré  par  ce  centre;  par  conséquent  (Z)  =  A^p^-  Tout  point  A 
situé  sur  la  circonférence  mobile  décrit  une  cardioïde;  la  for- 
mule (26)  donne  pour  Taire  (A)  de  cette  courbe,  en  y  faisant  /•  =  p, 

i*ésultat  connu.  L'aire  (A)  étant  positive  et  plus  grande  que  Nîrr^, 
toutes  les  autres  aires  le  sont  aussi.  La  circonférence  des  aires  nulles 
est  imaginaire;  le  coefficient  réel  q  de  l'expression  (28)  est  égal  à 

p  y/â.  L'aire  décrite  par  un  point  A'  situé  h  une  distance /?  du  centre  Z 
est  donc,  d'après  la  formule  (3o), 

ce  qu'on  Irouverail  aussi  au  moyeu  de  la  formule  (26). 
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(b  )  Mouvement  hypocycloïdal  de  Cardan  (  '  ).  —  Considérons 
le  mooTement  plan  fermé  produit  par  on  roulement  complet  d'une 
circonférence  de  rajon  p  dans  Tintérienr  d'une  circonférence  de 
rajon  double.  Actuellement  >~  =  i .  Le  point  Z  est  de  nouveau  au 
rentre  du  cercle  roulant;  Faire  minimum  (Z)  est  donc  — irp',  la 
circonférence  de  cette  aire  étant  parcourue  dans  un  sens  opposé  à 
celui  du  mouTcment  de  la  figure.  Un  point  quelconque  A  situé  à 
une  distance  ^  de  Z  décrit  une  dlipse  dont  l'aire  (A)  est  donnée 
par  la  formule  (  26)  ;  cette  aire  est 

A.  =  —  -e  f — p^]     oa     A  =  -[/>* — p'I, 

suivant  que  A  est  dans  Fintérieur  ou  Textérieur  du  cercle  roulant. 
Dans  le  premier  cas  (  A)  <^  o,  et  dans  le  second 

(A;.>0     et     (AKNirr»; 

donc  les  points  de  la  figure  mobile  engendrent  des  aires  positives 
de  toutes  grandeurs  et  des  aires  négatives  qui  numériquement  ne 
surpassent  pas  r/5^.  La  circonférence  des  aires  nulles  existe;  on 
trouve  pour  son  rayon 

Re=o; 

i-lle  coïncide  donc  avec  la  circonférence  roulante,  ce  qui  était  facile 
A  r(*connaitrc  a  priori,  car  on  sait  que  tous  les  points  de  cette  cir- 
roiiférence  oscillent  sur  des  diamètres  du  cercle  fixe. 

(  rj  Rotation  autour  d  un  point  fixe,  —  Dans  ce  cas,  pour  un 
tour  complet,  ]N=  1 .  Le  point  Z  coïncide  évidemment  avec  le  point 
fixe,  (Z)  =  o,  et  pour  tout  autre  point  A^  situé  à  une  distance  r  de 
Z,  (  A)  =  Trr*.  La  circonférence  des  aires  nulles  se  réduit  au  centre 
de  rotation. 

12.  Il  reste  à  examiner  le  cas  particulier  d'un  mouvement  fermé 
alternatif.  Dans  ce  cas  !N  =r  o  et  l'équation  (la)  du  lieu  des  points 
du  plan  mobile  qui  engendrent  des  figures  d'aire  const.  =  A*  se 
trouve  remplacée  par  la  plus  simple 

';3i)  (A)X-h(B)Y-h(CjZ  — X-=o.  • 


(')  Pour  jiiAtificr  ceUo  dénomination,  on  se  rappellera  qu'une  des  priDci|Milet piv>*-* 
pricicH  du  mouvement  dont  il  s'a{;it  ici  a  éto  découverte  par  Cardan. 
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Ponr  avoir  i'ëquation  de  ce  lieu  en  coordonnées  rectangulaires,  il 
suffit  de  poser  N  =  o  dans  Téquation  (19)  ^  on  trouve 

(      [(A)(j,-r.)  +  (B)(r,-r.)  -f-  (c)(r.-r.)].- 

(  -^(A)a-+-(B);3  4-(C)7—  2X-S  =0. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  droite.  Si  Ton  attribue  à  la  con- 
stante A:  différentes  valeurs  particulières,  l'équation  (Sa)  représente 
un  système  de  droites  parallèles,  le  long  desquelles  se  trouvent  dis- 
tribués dans  le  plan  mobile  les  points  décrivant  des  figures  d'aires 
constantes.  U  existe,  en  général,  une  droite  a  distance  finie  pour 
chaque  valeur  finie  positive  ou  négative  de  k.  Parmi  ces  droites  il 
y  en  a  une  qui  correspond  à  Xr  =  o;  l'équation  de  cette  droite  des 
aires  nulles  est 

(        [(A)(J,- J.)  4-  (B)(j3-r.)  +  (C)(j.-r.)]x 
(33)  -[(A)(x,-a:,)4-(B)(x3-^.)  +  (C)(:r»-.x,)]j. 

(  4.(A)«-f-(B)p-f-(C)v  =  o. 

Pour  pouvoir  déterminer  une  des  droites  (3a)  ou,  en  particulier,  la 
droite  des  aires  nulles  (33),  il  faut  connaître  les  aires  (A),  (B),  (C) 
décrites  par  trois  points  A,  6,  C  du  plan  mobile  non  situés  en  ligne 
droite. 

En  désignant  par  t  l'angle  formé  par  les  droites  (Sa)  avec  l'axe 
des  abscisses.  Taire  (P)  engendrée  par  un  point  quelconque  P,  si- 
tué à  une  distance  $  de  la  droite  des  aires  nulles  (33),  est  donnée 
par  la  formule 

.p,        (A)(x,-.r3)-l-(B)(^3-^.)  +  (C)(.r.-.r,)^^ 
^  2SCOST 

ou,  si  l'on  prend  l'axe  des  abscisses  parallèle  aux  droites  (Sa), 

L'aire  (P)  est  donc  proportionnelle  à  la  distance  i  du  point  décri- 
vant P  à  la  droite  des  aires  nulles,  ce  qui  est  conforme  à  l'énoncé 
de  M.  Kempe. 

Le  mouvement  de  la  bielle  dans  la  transmission  ordinaire  par 
bielle  et  manivelle  fournit  un  exemple  simple  du  mouvement  fermé 


1 

1 


3^8  PREMIÈRE  PARTIE. 

alternatif.  La  bielle  oscille  de  part  et  d'autre  de  sa  position  moyenne, 
en  décrivant  par  Tune  de  ses  extrémités  une  circonférence  dont 
l'aire  est  71/*^,^*  désignant  la  longueur  de  la  manivelle,  et  par  l'antre 
extrémité  une  droite,  dont  Taire  est  nulle.  Cette  seconde  extrémité 
est  donc  un  des  points  de  la  droite  des  aires  nulles,  dont  nous  omet- 
tons ici  la  détermination  complète.  Les  points  de  la  bielle  elle- 
même  et  de  son  prolongement  au  delà  du  bouton  de  la  manivelle 
décrivent  des  aires  positives,  et  les  points  de  son  prolongement  au 
delà  de  l'articulation  qui  la  relie  à  la  tige  guidée  engendrent  des 
aires  négatives. 

13.  En  résumant  tout  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  les  relations 
entre  les  aires  décrites  dans  un  mouvement  fermé  continu  ou  alter- 
natif, on  voit  que  le  théorème  de  M.  Kempe  (n®  6)  doit  être  rem- 
placé par  celui-ci  : 

Quand  une  Jigure  plane  se  meut  dans  son  plan  à  partir  d'une 
position  donnée  et  revient  vers  la  fin  du  déplacement  à  sa  posi- 
tion initiale,  après  avoir  accompli  un  certain  nombre  N  de  ré90' 
lutions  complètes,  tous  les  points  du  plan  invariablement  liés  à  la 
Jigure  mobile  engendrent  des  lignes  fermées  dont  les  aires  totales 
varient  ainsi  a^ec  la  position  du  point  décrivant  : 

Les  points  qui  engendrent  des  lignes  d'une  aire  constante 
sont  situas  sur  une  circonférence  ;  toutes  les  circonférences  corres- 
pondantes aux  différentes  valeurs  des  aires  décrites  sont  concen- 
triques, et  leur  centre  commun  Z  est  le  point  du  plan  qui  engendre 
la  ligne  d* aire  miîiiniuni.  L'aire  décrite  par  un  point  quelcorKjue 
est  égale  à  cette  aire  minimum  augmentée  de  JN  fois  l'aire  du 
cercle  ajant  la  distance  du  point  considéré  au  point  7j  pour  rajon. 
Dans  certains  cas  il  existe  parmi  les  circonférences  concenliifjues 
une  dont  les  points  engendrent  des  aires  nulles;  cela  arrive  lors- 
qu'une des  aires  décrites,  prise  à  volonté,  est  négative,  ou  positive, 
mais  moindre  que  N  fois  l'aire  du  cercle  ayant  pour  rayon  h 
distance  du  point  qui  décrit  l'aire  choisie  au  point  Z.  Quand  cette 
circonférence  des  aires  nulles  existe,  les  aires  décrites  par  les 
différents  points  du  plan  sont  en  partie  positives,  en  partie  néga- 
tives, les  aires  positives  pouvant  être  dune  grandeur  quelcowjuc 
et  les  aires  négatives  ne  pouvant  surpasser  la  valeur  nujncrufuf 
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de  l'aire  (Z).  Si  la  circonjérence  des  aires  nulles  n'existe  pas,  les 
aires  décrites  sont  toutes  positivées  et  ne  peuv^ent  pas  être  moindres 
que  (Z).  Dans  le  cas  oii  la  circonférence  des  aires  nulles  a  une 
existence  réelle,  l'aire  décrite  par  un  point  quelconque  est  encore 
exprimée  par  ^  fois  l'aire  de  l'anneau  compris  entre  cette  cir- 
conférence et  une  circonférence  concentrique  passant  par  le  point 
considéré. 

Lorsque  la  figure  ne  tourne  que  d'un  angle  moindre  que  7.TZ  et 
revient  ensuite  à  sa  position  initiale,  les  circonférences  concen- 
triques sont  remplacées  par  un  système  de  droites  parallèles  ; 
parmi  ces  droites,  il  en  existe  une  dont  les  points  engendrent  des 
aires  nulles,  et  l'aire  décrite  par  un  point  quelconque  du  plan 
mobile  est  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  à  la  droite 
des  aires  nulles. 

On  voit  par  ce  théorème,  ainsi  que  je  Tai  déjà  remarqué  plus 
haut,  que  ce  n'est  pas  la  circonférence  des  aires  nulles,  qui  dans 
beaucoup  de  cas  devient  imaginaire,  mais  plutôt  le  point  toujours 
réel  Z,  qui  joue  le  rôle  principal  dans  l'étude  des  aires  engendrées 
dans  les  mouvements  fermés  continus. 

H.  La  proposition  du  numéro  précédent  n'est  qu'une  consé- 
quence du  théorème  de  M.  Leudesdorf  exprimé  par  les  équations  (9) 
et  (10).  On  a  donné  plusieurs  démonstrations  de  ce  dernier  théo- 
rème (*  ).  En  voici  encore  une  qui  me  semble  digne  d'attention  par 
sa  simplicité.  Soient  P  et  M  deux  points  du  plan  mobile,  P'  et  M' 
leurs  positions  infiniment  voisines,  y  et  y'  les  positions  correspon- 
dantes du  centre  instantané,  (P)  et  (M)  les  aires  totales,  décrites 
par  P  et  M  dans  le  mouvement  fermé  du  plan.  La  figure  montre 
que 

MM'P'Pi^MvP-t-  PyP'—  MyM'— M'/P'. 

Mais,  en  vertu  de  la  définition  même  du  centre  instantané,  les 
lignes  infiniment  petites  MM',  PP  peuvent  être  considérées  comme 
des  arcs  de  cercle  dont  le  centre  commun  est  en  y^  on  a  donc 
7M  =  yM',  yP  =  y P'^  d'ailleurs  PM  =  PM',  puisque  ce  sont  deux 

(';  Vïlir  Mcssefif^er,  t.  VII,  p.   ijj,   i(JO,  et  t.  VIII,  p.  ii. 
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i  ;iiw  OKae  droite  inTarid[>Ie.  Les  triangles  MyP^M'yV 
-«■t  *-cmx  et  par  suite 

MM'PTzzrPvP'— M/M', 
a 

MM'P'P=  JP>'^«  — iM^'rfw, 

.9»«Haiii  Tuiidi;  de  rotation  élémentaire  autour  du  centre  instan- 

éré.  Une  équation  analogue  aura  lieu  pour 

Lt  élémentaire  du  plan  mobile.   En  faisant  la 

at  imfm  ers  équations  pour  le  mouvement  fermé  total  et 

'OBC  {K  la  sooune  des  premiers  membres  SMM'FP  sera 

a  iiiKreiK«    P  — (M),  on  trouve 


i  . 


?     =    M    -J-^2Py  r/«a  — jlMy   ^». 


.'lit  .«ca  i»  sme.  pour  trois  autres  points  A,B,C  du  plan  mobile. 

druide. 


;^       I  •-•p>    .'^    r»n>  irmieres  éi|uations  respectivement  par  le 

..„ lîfn- ^  r--..i;^'iiain>  \.  ^  ,Z  du  |K>inl  P  relatives  au  triangK" 

_^.,^  .,.-    -^.  '\  -T?irin«:liou5  ensuite  leur  somme  de  l'équa- 
.,,  .ç.  xr-***  »   a  r^iati=»u  ê^îJenle 

\  -  Y  -  Z  -  I , 


■•  -^ 


l       ,1   ?,'—  A/'X-By   Y-C'/Z//"'  - 


,^.       *ia^    i    .«cwiT  ie  U  uuj:enle  menée  du  point  P  à  la  cil: 
.,.--.i«s^Jf  13L  trilogie  ABC,  on  a  la  relation  géonit^ 


—  3 


i     \-B.    Y-Cy    Z=zf, 


•  H.    •       • 


MÉLANGES.  33i 

donc,  puisque  t  ne  varie  pas  pendant  le  mouvement, 

(P)  =  (A  )X -i- (B) Yh- (C)Z -f.  i/»2€f«, 

suivant  que  le  pian  mobile  accomplit  N  révolutions  complètes,  ou 
tourne  d'un  angle  quelconque  moindre  que  2  7r  et  revient  ensuite  à 
sa  position  primitive,  la  somme  Zc/co  sera  égale  à  sNtt  ou  à  zéro. 
On  a  donc  enfin 

(P)  =  (A)X  +  (B)Y  H-  (C)Z  -f-  Ntt/S 

OQ 

(P)  =  (A)X-h(B)Y  +  (C)Z, 

selon  que  le  mouvement  fermé  est  continu  ou  akeruatii*.  C'est  le 
théorème  de  M.  Leudesdorf. 

15.  Dans  le  cas  particulier  où  le  point  P  est  situé  sur  la  droite  AB 
<:t  la  partage  en  deux  parties  AP  =  c,,PB  =  C2,  le  théorème  de 
M.Leudesdorf  fournit  la  relation  (6)  de  M.  Williamson.  En  eUet, 

dans  cette  kypotlièse,  Z  =  o  et  X  =  — ^ —  i  Y=  — - — •  La  formule 

<«M.  Leudesdorf,  prise  sous  la  forme  (9),  donne  donc 

(36)  (p)  =  lAlfi±illf:_N.r.r.. 

c,  -f-  c, 

^'^tte  équation  ne  diiVère  de  (6)  que  par  la  présence  du  coefli- 

^'^t  N  devant  le  dernier   terme  5    ce    coefficient    manque  cliez 

^•Williamson,  puisque  sa  démonstration  suppose  que  la  droite  AB 

^îlune  seule  révolution  complète,  restriction  qui  n'est  pas  néces- 

Par  exemple,  si  l'on  voulait,  au  moyen  de  la  formule  (36),  cal- 

^^^er  l'aire  totale  de  la  courbe  fermée  décrite  dans  un  mouvement 

rdioïdal  par  le  milieu  d'un  rayon  p  de  la  circonférence  roulante, 

pourrait  considérer  cette  aire  comme  engendrée  par  le  milieu  P 

^  "wne  droite  rigide,  dont  une  extrémité  A  décrit  une  circonférence 

^^  rayon  ap  et  l'autre,  B,  une  cardioïde.  Mais  cette  droite  accom- 

Ï^Iit  deux  révolutions  complètes  pendant  un  roulement  total  du 

^^rcle  mobile;  donc,  actuellement,  ^l  =  2.  D'ailleurs  (A)  =  4^f  % 

•  Ri  =  67rp*  (n**  il  ) ,  f,  =  f,  =  \p  et  la  formule  (36)  donne  pour 
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I. 


Considérons  d'abord  une  figure  plane  mobile  dans  son  plan  et 
rapportons-la  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  O^,  liés  invariable- 
ment avec  elle.  Soient,  au  contraire,  C/xi,  CKji  deux  axes  rec- 
tangulaires fixes.  Un  point  M  de  la  figure  mobile  aura,  par  rapport 
aux  axes  Ox,  Oy^  des  coordonnées  constantes,  que  je  désignerai  par 
x,  r^  et  par  rapport  aux  axes  O'jCi  ,  O'j^i ,  des  coordonnées  varia- 
bles, que  je  désignerai  par  Xi,  j^i .  On  aura  entre  x,  j^,  X| ,  j'i  des 
relations  de  la  forme 

.  .  ^  47,  =  { Jt?  —  a)  cos»  —  (/  —  p  )  sin», 

(ji=:(a? — «)8in»-f-(j  —  p)cos*>^ 

a,  |3,  Cl)  étant  des  fonctions  d'une  même  variable.  On  peut  consi- 
dérer, si  Ton  veut,  a,  ^  comme  des  fonctions  de  &>,  dont  la  connais- 
sance détermine  la  nature  du  mouvement  de  la  figure  mobile  dans 
son  plan. 

Les  plus  intéressants  des  mouvements  que  Ton  a  à  considérer 
jouissent  d'une  propriété  remarquable  :  ils  sont  périodiques  ou 
fermés,  suivant  l'expression  adoptée  par  M.  Lignine.  On  recon- 
naîtra aisément,  quand  le  mouvement  sera  défini  par  les  formules  (  i), 
s*ilest  périodique.  Si  les  fonctions  or,  (3  reprennent  la  même  valeur 
lorsque  co  augmente  de  a/i7r,  n  étant  entier,  la  figure  mobile,  après 
avoir  accompli  n  révolutions,  viendra  occuper  sa  position  primitive. 
n  peut  être  positif,  nul  ou  négatif^  je  n'insiste  pas  sur  ces  distinc- 
tions, qui  ont  été  indiquées  dans  le  Mémoire  précédent. 

Ces  remarques  préliminaires  étant  faites,  considérons  deux  po- 
sitions distinctes  Po,  Pf  de  la  figure  mobile,  caractérisées  par  les 
valeurs  a>09  ^i  de  la  variable  co.  Nous  allons  déterminer  l'aire  com- 
prise entre  l'arc  Mo  Mi,  décrit  par  un  point  M  de  la  figure  mobile, 
dans  le  passage  de  la  première  position  à  la  seconde,  et  les  deax^ 
rayons  vecteurs  O'M©,  O'M,,  qui  joignent  le  point  fixe  O'  aux  ex — 


tiques f  1871,  p.  90.  Le  premier  des  théorèmes  de  ce  savant  géomètre,  convenablemeim 
développé,  pourrait  donner  tout  ce  que  l'on  sait  sur  les  aires  décrites  par  les  diffiê^ 
rento  points  d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan. 
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trémités  de  Tare  MoMi.  Cette  aire  JL  sera  donnée  par  la  formule 

•/M, 

^uyi  étant  les  coordonnées  du  point  décrivaijt  par  rapport  aux 
axes  fixes.  Or,  si  l'on  pose 


^,  Y)  sont  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  mobiles  du  centre 
instantané  de  rotation*,  et  Ton  a 

iÙKt  =  —  [x  —  S]  sioo»  </(b>  —  (y  —  lî ; cos» r/w , 
fl[r,  =       (.r  —  S)cosft>^ft»  —  [y — ifi]ftinw<iM, 

et  par  suite 

*i  «(Ti  —  Ji^-^i  =  (^  —  «)  (^  —  Ç J  </»  4-  (^  —  p)  (r  —  >i)  ^«» 
ce  qui  donne 


14) 


Poso 


ns 


(5' 


f^Cri  =:  a>,  —  w^  =  0 , 

«a 

I     *(a-+-Ç)€/M     =2A, 


«f 


P-|-l|)r/»       =3iB, 


1 

0   5(ni. 


Sera  Tangle  dont  la  figure  mobile  aura  tourné  dans  le  passage  de 
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la  première  position  à  la  seconde,  et  l'on  aura 

(6)  x  =  -(x»-hr')-Ax— Br-4-C, 

A,  B,  C  étant  des  intégrales  plus  ou  moins  difficiles  à  calculer,  mus 
indépendantes  de  x  et  dej^.  La  formule  précédente  exprime  donc  le 
théorème  suivant  : 

Quand  une  figure  plane  qui  se  meut  dans  son  plan  passe  dune 
position  Po  à  une  autre  position  P^  l'aire  qua  décrite,  dans  le 
passage  de  la  première  position  à  la  seconde,  le  rayon  vtcteur 
qui  joint  un  point  quelconque  M  de  la  fïguret  mobile  à  un  point 
fixe  du  plan,  est  égale  à  la  moitié  de  l'angle  dont  la  figure  a 
tourné,  multipliée  par  la  puissance  du  point  M  par  rapport  à  un 
cercle  déterminé  de  la  figure  mobile, 

n  y  a  plusieurs  remarques  à  présenter  sur  ce  théorème* 
D'abord  il  peut  se  faire  que  les  trajectoires  des  points  de  la  6gure 
mobile  aient  une  forme  compliquée,  que  ces  trajectoires  se  coupent 
elles-mêmes  en  un  ou  plusieurs  points,  et  Ton  peut  se  demander 
quelle  sera  alors  la  signification  géométrique  de  l'intégrale 


^•  — -   j  (rtfiXt—x,ftx,), 


que  nous  avons  calculée.  Voici  la  règle  que  l'on  doit  à  Gauss,  et  qui 
permet  de  répondre  à  cette  question  : 

Considérons  en  premier  lieu  une  courbe  fermée,  par  exemple 
celle  qui  est  représentée  (  fig,  i),  et  supposons  que  Tintégrale  soit 
prise,  la  courbe  étant  parcourue  dans  le  sens  de  la  flèche.  Alors  on 
connaît  le  sens  dans  lequel  doit  être  parcouru  chacun  des  traiti  de 
courbe  qui  séparent  les  dillérentes  régions  dans  lesquelles  le  plan 
est  divisé.  On  déterminera  des  coefficients  pour  chacune  de  ces  ré- 
gions de  la  manière  suivante  :  on  adoptera  le  coefficient  o  pour 
Taire  extérieure,  et  l'on  conviendra  que,  pour  deux  régions  quel- 
conques séparées  par  un  des  traits  de  la  courbe,  la  dillérence  des 
coefficients  sera  Tunité,  le  plus  grand  coefficient  étant  allbclé  à 
l'aire  située  à  la  gauche  du  trait  de  courbe,  c'est-à-dire  à  la  gauche 
d'un  observateur  qui  parcourt,  dans  le  sens  indiqué  par  la  llèche. 
la  portion  de  la  courbe  qui  sépare  les  deux  régions.  Par  exemple,  si 


r 
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l'on  part  du  point  A,  l'aire  extérieure  ayant  le  coefficient  o,  la 
région  située  à  gauche  de  A  devra  être  affectée  du  coefficient  1 .  En 
continuant  à  parcourir  la  courbe  et  en  appliquant  la  règle  toutes 


Fig.  I 


0 


les  fois  qu'il  y  aura  lieu,  on  déterminera^ successivement  les  coeffi- 
cients qui  conviennent  à  chaque  région. 

Cette  opération  étant  terminée,  l'intégrale  x  représentera  la 


Fig.  2. 


somme  des  aires  de  toutes  les  régions,  multipliées  chacune  par  le 
coefficient  qui  lui  appartient,  et  c'est  à  cette  somme  que  nous  don- 
nerons le  nom  d'aire  de  la  courbe.  On  voit  qu'elle  est  indépen- 
dante de  l'origine  des  coordonnées  choisies. 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  1"  Série,  1. 1.  (Août  1 878.)  23 
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Si  la  courbe  n'est  pas  fermée  et  qu'elle  s'étende  d'un  point  M|  â 
un  point  Mi,  comme  dans  WJig.  2,  on  la  fermera  en  ajoutant 
les  deux  rayons  vecteurs  que  joignent  les  points  Mf,  M|  â  Torigine 
des  coordonnées  A,  et  en  supposant  qu'on  revienne  de  M|  à  M«  par 
le  chemin  Mi  AMf. 

Après  avoir  rappelé  la  signification  géométrique  de  l'intégrale «l, 
il  nous  reste  à  dire  quelques  mots  des  coefficients  A,  B,  qui6gurent 
dans  la  formule  (6)  et  qui  sont  définis  par  les  équations  (5).  On  a 


et,  par  suite^  J5«,  {3|  désignant  les  valeurs  de  ^  pour  a»  =  Wt)  <^  =  <^h 
on  a 

ce  qui  donne 
Ou  aura  de  même 

B  =   1        18  </•»  -1 • 

Les  intégrales  qui  lîgurent  dans  ces  expressions  de  A,  B  ont  une 
signîlication  très-simple. 

Xous  avons  vu  que  J  et  r  sont  les  coordonnées  du  centre  instan- 
tané rapportées  aux  axes  mobiles.  Si  l'on  considère  la  courbe  lieu 
du  centre  instantané  dans  la  ligure  mobile,  le  centroide  mobile 
de  M.  Lignine,  soient  R  son  ravon  de  courbure  et  R'  celui  de  la 
courbe  sur  laquelle  elle  roule,  ou  centroide  fixe.  On  sait  que,  lors- 
qu'on passe  de  la  position  actuelle  de  la  figure  mobile  à  la  position 
infiniment  voisine,  on  a 


r/M 


"^[k-i') 


lis  étant  la  diâ'érentielle  de  Tare  de  Tune  quelconque  des  deux 
cenli\>ides.  Par  suite,  si  Ton  suppose  que  l'arc  du  centroide  mo- 
bile ait  en  chaque  point  une  densité  égale  à  —  -i ;j  le  centre  àc 
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gravité  d'an  arc  de  cette  courbe  aura  ses  coordonnées  l\  r'  déter- 
minées par  les  formoles 


(7) 


I       ÇA..      ,'6=   /      ««/-. 


Ce  point  ^%  r!  est  précisément  celui  que  Steiner  a  nommé  centre  de 
gravité  des  courbures.  Les  valeurs  de  A  et  de  B  deviendront 


A  =  65'  +  ^i^P-', 

2 


B=o,'+!l^li!?, 


et  par  conséquent  la  formule  (6)  pourra  s'écrire 

Tous  les  cercles  lieux  des  points  de  la  figure  mobile,  dont  les  rayons 
vecteurs  auront  décrit  la  môme  aire  dans  le  passage  de  la  position 
P«  à  la  position  Pi,  auront  donc  pour  centre  le  point  dont  les  coor- 
données, par  rapport  aux  axes  mobiles,  sont 

(8)  ? 

i  a,  —  3t, 

f  y  =>3  H -— • 

\  2  0 

Ces  formules  se  simplifient  dans  deux  cas  : 

1®  Si  l'on  suppose  que  le  point  O',  origine  des  rayons  vecteurs, 
Soit  le  centre  de  la  rotation  finie  par  laquelle  on  peut  amener  la 
figure  mobile  de  la  première  position  à  la  seconde,  on  aura  j^o  =  (3^ 
Q(o  =  tf,  et,  par  suite 

c^e  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

L'aire  décrite  dans  le  passage  d'une  position  P©  de  la  Jigurc 
9nobile  à  toute  autre  P, ,  par  le  rajon  vecteur  que  joint  un  point 
^juelconque  M  de  la  figure  mobile  au  centre  de  la  rotation  finie 
4fui  peut  amener  la  figure  de  Po  en  P, ,  est  égale  à  la  moitié  de  la 

23. 
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rotation  totale  de  la  figure  multipliée  par  la  puissance  du  point  M 
par  rapport  à  un  cercle  déterminé  ayant  son  centre  au  centre  de 
grauité  des  courbures  de  l'arc  de  la  roulette  mobile  décrit  par 
le  centre  instantané  dans  le  passage  de  la  première  position  à  la 
seconde, 

2®  Sî  le  mouvement  est  périodique  et  que  Ton  considère  toute  la 
période  pendant  laquelle  les  diflërents  points  décrivent  des  courbes 
linies,  on  aura  encore  ici  (5i  =  (5o,  «o  =  «i.  Donc  : 

Quand  un  mouvement  est  périodique,  les  aires  des  courbes 
fermées  décrites  par  les  différents  points  de  la  figure  mobile 
sont  égales  respectivement  à  la  moitié  de  la  rotation  totale  mul- 
tipliée par  la  puissance  du  point  décrivant  par  rapport  à  un  cercle 
fixe  de  la  figure  mobile  dont  le  centre  est  le  centre  de  gravité 
des  courbures  de  la  roulette  mobile. 

C'est  le  théorème  démontré  par  Steiner  dans  le  cas  où  les  rou- 
lettes sont  des  courbes  convexes. 

Après  avoir  étudié  les  différentes  formes  de  la  proposition  géné- 
rale, examinons  les  conséquences  qu'on  peut  en  déduire. 

Soient  Si,  Si,  Ss  les  aires  relatives  à  trois  points  de  la  figure 
mobile  en  ligne  droite  Mt,  M,,  M^.  Nous  pouvons  supposer  que 
ces  points  soient  sur  la  droite  y  z=z  o\  en  désignant  leurs  abscisses 
par  X|,  jTs,  0*3,  nous  aurons 

S,  =  -  x'  —  A  j:,  -+-  C, 
9 

0 
S3  —  -  xj  — At,-+-C, 

et,  en  éliminant  A  et  C, 

S,(j-,— J-j)  -+-S,(a:-3— a:,)  4-  Sj(.r,  —  jr,]  =  _  (jr,  —  j:,)  (x;— Xj)  (x,  —  jt,', 

OU,  en  désignant  par  [ik)  la  distance  M,,  M^,  prise  avec  le  signe 
ou  le  signe  — ,  suivant  le  sens  dans  lequel  elle  est  portée, 

(9)  S,  (23)  -+-  82(31)  -+-  S,(l2)  -h  -  (12)  (23)  (3l)  =:  O. 
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Par  exemple,  si  Ton  suppose  que  les  poiuts  2,  3  dérrivent  une 
même  courbe  convexe  analogue  à  rdlipse,  on  a  Sj=r-  S3,  0  =  ar, 
et,  par  suite, 

S,—  S,=:t(i2)(3|). 

C'est  le  théorème  de  M.  Holditch. 

Soient  maintenant  S|,  Ss,  S3,  S4  les  aires  relatives  à  quatre  points 
I,  2,  3,  4  de  coordonnées  Xi,  j^i,  . . .,  j:*,  j\.  En  écrivant  les 
expressions  de  ces  aires  au  moyen  de  la  formule  (6),  et  éliminant 
les  constantes  A,  B,  C,  on  aura  la  relation 


S. 

•^.   y^ 

I 

.^f+jî 

.^1   ji 

I 

s. 

•^1   r« 

I 

0 

•^!  -+-  r\ 

J^2       J2 

I 

s, 

j?3   yz 

1 

1 

^\-^y\ 

•'•3        J3 

S4 

^i   jk 

1 

<-^y'\ 

x^     Xk 

1 

que  l'on  peut  développer  comme  il  suit  :  si  Ton  désigne  par  (i23  ) 
Taire  du  triangle  formé  par  les  points  i ,  2,  3,  prise  avec  le  signe  4- 
ou  le  signe — ,  suivant  que  le  sens  (i23)  autour  du  triangle  sera 
celui  des  rotations  positives  ou  négatives,  on  aura 


(10) 


S,{234)  -h  S,(34i)  -f-  S,(4i2)  -  S.(i23)  =  (ï23)  ~  P, 


P  désignant  la  puissance  du  point  4  p^r  rapport  au  cercle  circon- 
scrit au  triangle  (i23).  C'est  la  généralisation  du  théorème  dé- 
montré par  M.  Leudersdorf  pour  les  mouvements  fermés. 


II. 


Après  avoir  étudié  les  aires  décrites  par  les  dillérents  points  de 
^^  figure  mobile,  nous  allons  considérer  les  différentes  courbes 
^ïiveloppées  par  les  droites  de  celte  figure. 

Soit 


VI  I 


u  X  -^-  t>  y  -\-  iv  z=.  o 


^  f^quation  d'une  droite  rapportée  aux  axes  mobiles.  On   peut  tou- 
K^urs  supposer  que  l'on  ait 


/r-f  «•*        I  . 


i 


1 
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L'équation  de  cette  droite,  rapportée  aux  axes  fixes,  sera 

(12)  tt|J:iH-«'iri-f-  «'1=0» 

où  Ton  aura 

tfi  z=z  it  cos  ft>  —  V  sin  Wy 

Vi  z=iu  sin  »-+-«'  cos  w, 
M»,  =zu'  -h  ua-h  pp, 

et,  par  conséquent, 


u]'hp]=i. 


Le  point  où  la  droite  mobile  touche  son  enveloppe  est  défini  par 
Téquation  (12),  jointe  à  la  suivante  : 

ar,  du,  -h Xt^^i  H-  ^Wi  =  o, 

ce  qui  donne,  pour  les  coordonnées  de  ce  point, 

"=     "' ["  dZ  +  "  liZ)  -  "'"'" 

En  diiTcrentiant  ces  formules,  on  obtiendra 

(i3)       < 

ro  étant  considéré  comme  la  variable  indépendante. 

Ces  relations  conduisent  à  différentes  conséquences  que  je  dh" 
contenterai  d'énoncer;  car  elles  sont  bien  connues  et  se  démon- 
trent aussi  facilement  par  la  Géométrie  que  par  l'Analyse. 

Si  à  un  instant  donné  on  considère  toutes  les  droites  de  la 
figure  mobile,  celles  qui  touchent  leur  enveloppe  en  un  point  de 
rebroussement  passent  par  un  point  A  dont  les  coordonnées,  p(^' 
rapport  aux  axes  mobiles,  sont 

Le  cent  l'a  de  courbure  de  l' ens^eloppe  d'une  droite  rpiclcom/ue  ("'^ 
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le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la  normale 
à  l'enveloppe. 

Le  point  A  est  défini  géométriquement  par  la  propriété  sui- 
vante. Le  cercle  ayant  pour  diamètre  la  droite  qui  réunit  le 
point  A  au  centre  instantané,  cercle  qui  est  le  lieu  des  points  de 
rebroussement  des  enveloppes  de  droites,  est  symétrique,  par  rap- 
port  à  ce  centre,  du  cercle  Heu  des  points  dont  les  trajectoires  ont 
une  inflexion. 

Nous  nous  bornerons  à  développer  ce  qui  concerne  les  arcs  des 
courbes  enveloppes.  On  aura,  en  employant  les  formules  (i3), 

rfi  désignant  la  dilTérentielle  de  Tare,  et  par  suite,  si  l'on  veut 
avoir  Tare  de  l'enveloppe  quand  la  figure  mobile  passe  de  la  posi- 
tion P«  à  la  position  Pi,  on  trouvera 


X 


=£b^"h'!ë)^i^^^^^V 


et  par  conséquent 


s 


^désignant  toujours  w,  —  ^i)©.  Posons 


-.r/'Q. 


ti 'expression  de  l'arc  deviendra 

d'où  résulte  le  théorème  suivant  : 

«Si  ton  considère  la  ligne  mobile  dans  deux  quelconques  de  ses 

positions  Po,  Pi,  l'arc  enveloppé  par  une  droite  quelconque  de  la 

.figure  mobile,  dans  le  passage  de  la  première  position  à  la  se^ 

inonde,  est  égal  à  V angle  dont  la  figure  a  tourné^  multiplié  par 
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la  distance  d'un  point  [^"^r")  déterminé  de  la  figure  mobile  à 
cette  droite  (*). 

Il  est  bon  de  remarquer,  pour  les  applications,  qu'ici  Tare  a  m 
signe  qui  cliange  lorsque  la  concavité  de  la  courbe  cessé  d'être  di- 
rigée  du  même  côté,  c'est-à-dire  quand  on  passe  par  un  point  de 
rebroussemeut  de  Tenveloppe. 

En  vertu  des  formules  qui  déterminent  (^',  r,^'y  on  trouvera 


y 


ou,  en  se  rappelant  les  formules  (7), 


On  voit  donc  que  le  point  (Ç",  r")  dépend  encore  du  centre  de  gra- 
vité des  courbures  de  Steiner.  Du  reste,  les  formules  précédentes 
permettent  de  construire  immédiatement  le  point  cherche.  Soient 
Ao,  Al  les  deux  positions  initiale  et  finale  du  centre  instaitaiié  de 
la  ligure  mobile,  et  soient  C  le  centre  de  gravité  de  courbure,  C  \^ 
point  (Ç'',  r,")  à  construire.  Pour  avoir  la  direction  et  le  sens  de 
C  C/',  il  faudra  faire  tourner  AqA,  de  90  degrés  dans  le  sens  des 
rotations  positives.  Quant  à  la  grandeur  de  C  C,  on  a 


âC'-^  ^ 


On  voit,  en  particulier,  que,  si  le  mouvement  est  périodique,  k 


(')  Dans  un  article  iiitcressanl  inséré  au  Bulletin  de  la  Société  P/u'lonnthiff 
(i8G(),  p.  12),  M.  Ribaucour  a  énoncé  la  niéme  proposition  sous  la  forme  suivinle  ^ 

Lorsqu'une  Jîgiire  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  son  plan ^  pour  unmouvf' 
ment  détermincy  toutes  les  droites  de  cette  figure  enveloppent  des  courbes  dont  tes  W"' 
gufurs  sont  les  mêmes  que  si  le  système  avait  tourné  du  même  angle  autour  d'un  certc"' 
/n>int  de  la  figure. 


», 


p. 
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point  correspondant  à  une  période  se  confond  avec  le  centre  de 
cavité  des  courbures. 

On  peut  aussi  obtenir  des  propositions  analogues  à  celles  de 
VI.  Leudersdorf.  Considérons  d'abord  trois  droites  concourantes  de 
[a  figure  mobile  D,  Dj,  Dt,  représentées  par  les  équations 

y  ces  ^  —  X  sin  ^  =0, 
/  ces  ç,  —  X  sin  ^,  =  G, 
y  ces  ^3  —  X  sin  ^,  =  0. 

On  aura,  pour  les  arcs  5,  ^i,  ^1  des  enveloppes  de  ces  trois  droites. 

les  formules 

5=0   yj"cosy  —  Ç^sin ^ ' , 

j,  =  ô  (  ïï" cos  y I  —  Ç"  sin  ^,  ) , 
5,  =  ô  (y/'cos ©2  —  Ç  'sin  »i ,, 

ce  qui  donne,  en  éliminant  r!\  b"^ 

(17)  s[l7)  -+-5,(20)  -4-  .ïi(oi)  =  O, 

(lAr)  désignant  le  sinus  de  Taugle  des  droites  D,-,  D|. 
Cette  formule  si  simple  permet  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Etant  données  deux  courbes  (C),  (Ci),  trousser  une  nouvelle 
courbe  Cj,  dont  l'arc  soit  égal  à  la  somme  des  arcs  des  deux 
courbes. 

En  effet,  menons  à  (C),  (Ci)  respectivement  deux  tangentes 

D,  Di,  faisant  un  angle  constant  A,  et  considérons  la  bissectrice  Dt 

de  l'angle  formé  par  D,  Dj .  Les  trois  droites  D,  D, ,  Dt  constituent 

une  figure  invariable,  et,  si  Ton  applique  la  formule  précédente,  on 

aura 

A 

a  ces  —  J,  =  5-f-  .Ç,. 
2 

L'arc  5,  de  la  courbe  enveloppée  par  la  bissectrice  est  donc  pro- 
portionnel à  5  -f-^i.  Une  courbe  semblable  aura  un  arc  exactement 
égal  k  s-^-s^  (  *  ) . 


(•)  Dans  le»  Nouvelies  Annales  de  Mathématiques  (t.  XIV,  2*  série),  M.  Fourel  a  fait 
connaître  un  cas  particulier  de  cotlo  construction,  celui  où  l'angle  constant  a  ses  deux 
côtés  tangents  à  une  même  courbe. 


1 
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Enfin,  si  nous  considérons  trois  droites  D,  Di,  D,  formant  nu 
triangle,  et  représentées  par  les  équations 

X  ces  ^i-^r  y  sin  ç/  —  /?,•  =  o,     i  =  o,  i ,  2, 

on  aura,  en  employant  la  formule  (i5)  et  en  éliminant  ^^, Tildes 
trois  équations  obtenues, 


.V  cos  f  sin  f 
Sx  cosfi  sin^i 
.(3     cos  f  s    sin  f  2 


4-e 


p  cos  f  sm  f 
Px  cos  f  I  sin  f , 
p^    cos  f  t     sin  f  s 


=  o. 


H  n'est  pas  difficile  de  transformer  cette  formule  et  de  voir  qu'on 
peut  récrire 


(18) 


as  -h  bsx  H-  Wt  =  2 OS, 


n,  £,  c  désignant  les  longueurs  des  trois  côtés,  et  S  la  surface  du 
triangle  formé  par  les  trois  droites  D,  Di,  Df. 

Pour  terminer  ce  qui  se  rapporte  aux  enveloppes  des  droites  de 
la  figure  mobile,  cherchons  les  aires  de  ces  enveloppes.  Les  for- 
mules qui  donnent  x^^yu  rfxi,  dy^  nous  conduisent  à  la  relation 


suivante  : 


Cl  Ton  a,  par  conséquent, 


f/c, 


fidj-i)  =  (r'O  -+-  uw 


n^^^'Ê)''' 


5t  —  \  difi 


a 


L'aire  de  Tenveloppe  sera  donc  de  la  forme 


ô 


d'' r  kuw  -+  AVii'  -f-  B«'  +  BV  H-  Cttr, 

2 


cl  par  conséquent  les  droites,    dont  les  enveloppes  onl  une  aH*^' 
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constante  Ar,  satisfont  à  l'équation 

C'est  l'équation  tangentielle  d'une  série  de  coniques  homofocalcs. 
Ainsi  : 

Si  l'on  considère  les  droites  de  la  figure  mobile  pour  lesquelles 
le  rayon  vecteur  qui  joint  un  point  fixe  du  plan  à  leur  point  de 
contact  avec  leur  enveloppe  décrit  une  aire  donnée  quand  la  fi~ 
gure  mobile  passe  de  la  position  V^  à  la  position  Pi,  ces  droites 
enveloppent  une  conique  de  la  figure  mobile  dont  les  foyers 
demeurent  fixes  quand  la  valeur  constante  de  V aire  donnée 
varie. 

Dans  le  cas  où  le  mouvement  est  périodique,  si  Ton  applique  le 
théorème  précédent  à  une  période  entière,  le  centre  de  la  conique 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité  des  courbures,  ce  qui  donne  le 
théorème  suivant  : 

Dans  un  mouvement  périodique,  les  droites  de  la  figure  mo- 
bile dont  les  enveloppes  ont  une  aire  donnée  sont  tangentes  à  une 
série  de  coniques  homofocales  dont  le  centre  commun  est  le  centre 
de  gravité  des  courbures  de  la  roulette  mobile. 

m. 

Les  théorèmes  des  deux  premiers  articles  s'étendent  au  mouve- 
ment d'une  figure  invariable  sur  la  sphère.  On  sait  que  ce  mou-> 
vemcnl  peut  toujours  être  produit  par  le  roulement  d'une  courbe 
sphérique  invariablement  liée  à  la  figure  mobile  sur  une  courbe 
iixe.  Nous  ne  considérerons  ici  que  des  mouvements  périodiques, 
pour  lesquels,  par  conséquent,  les  deux  roulettes  sont  des  courbes 
fermées. 

Supposons  {fig-  3)  que  la  courbe  H'  K'  roule  sur  la  courbe  HK; 
alors  un  point  M  invariablement  lié  à  la  courbe  mobile  décrira 
une  courbe  MM',  et  nous  allons  chercher  à  évaluer  l'aire  comprise 
entre  cette  courbe  et  la  roulette  fixe  HK. 

Quand  la  courbe  H'K',  actuellement  tangente  en  A  à  HK,  aura 
tourné  d'un  angle  infiniment  fpctîl,  le  point  B'  de  cette  courbe 
\iendra  eu  H,  cl  les  deux  roulettes  seront  tangentes  en  B.  L'aire  que 
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nous   voulons   évaluer  sera  Tintégrale  de  Taire  infiniment  petite 
ABMM'  comprise  entre  les  deux  arcs  AM,  BM'. 

Le  quadrilatère  curviligne  qu'il  s'agit  d'évaluer  peut  se  décom- 

Fig.  3. 


"M' 


poser  en  deux  triangles  AMM',  ABM'.  Le  premier  de  ces  triangles 
peut  être  considéré  évidemment  comme  ayant  pour  angle  eu  A 
précisément  Tangle  dont  la  courbe  H^K^  a  tourné,  angle  que,  pour 
un  instant,  nous  appellerons  d(t>.  On  a  donc,  en  négligeant  les  in- 
finiment petits  d'ordre  supérieur, 

aire  AMM'=£/w  (i  —  cosAM), 

le  rayon  de  la  sphère  étant  supposé  égal  à  Tunité. 

Quant  au  second  triangle  ABJVl',  il  est  évidemment  égal,  si  Ton 
néglige  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  au  triangle  AB'M, 
On  a  donc 

/ABMM'=r/r/«(i  — cosAM)  +/AMB'. 

Le  premier  membre  est  égal  évidemment  à  Taire  S  de  la  trajectoire 
de  M',  moins  Taire  2  de  la  roulette  fixe  HK.  Le  dernier  terme  du 
second  nombre,  M  étant  invariablement  lié  à  la  figure  mobile,  est 
égal  à  la  somme  des  secteurs  AB'M  ou  à  Taire  de  la  roulette  mo- 
bile 2'.  On  a  donc 

S  —  2  -  2'zz=/r/w  (i  —  cosAM). 

Or,  p  et  p'  désignant  les  deux  rayons  de  courbure  géodésique  des 
courbes  HK,  H'K'  au  point  A,  Tangle  r/w,  dont  la  roulette  mobile 
a  tourné,  est  donné  par  la  formule 


fltû 


\rj         a 


ds  désignant  la  différentielle  de  Tare  d'une  quelconque  des  deux 
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roulettes.  On  a  donc 

Comme  on  a,  en  ?erlu  d*an  théorème  connn, 

la  relation  précédente  devient 

4«  — S=  /cosAm(--+-  M</*. 

On  peut  écrire  S^  au  lieu  de  4^  —  S;  S^  sera  encore  l'aire  de  la 
courbe  décrite  par  le  point  M,  cette  aire  étant  maintenant  étendue  à 
la  région  de  la  sphère  au  delà  de  M)^.  On  aura  donc 


/=    /cosAM  /-  H-  -\riS. 


Appelons  x,  /,  z  les  coordonnées  du  point  M  rapportées  à  des 
axes  rectangulaires  ayant  leur  origine  au  centre  de  la  sphère  et  in- 
variablement liés  à  la  figure  mobile,  et  soient  ^,  r,^  ^  les  coordonnées 
variables  du  centre  instantané  par  rapport  aux  mêmes  axes.  La 
valeur  de  S'  sera 


'9 


Posons 


^o^ijot  ^0  seront  les  coordonnées  d'un  point  qu'on  peut  encore  ap- 
peler centime  de  gravité  des  courbures  de  la  roulette  mobile.  Car  il 
fst  le  centre  de  gravité  de  cet  arc  si  l'on  suppose  que  la  densité,  en 
chaque  point  de  la  roulette  mobile,  soit  éijale  à  la  somme  des  cour- 


M 
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bures  géodésiques  des  deux  roulettes  quand  elles  sont  tangentes  en 
ce  point.  La  formule  (19)  pourra  s'écrire 

ce  qui  conduit  au  théorème  suivant  : 

Quand  une  figure  invariable  se  meut  sur  la  sphère  qui  la  con- 
tient, le  mouv^ement  quelle  prend  étant  périodique,  [aire  de  la 
courbe  fermée,  décrite  par  un  point  quelconque  M  invariablement 
lié  à  la  figure  mobile,  est  égale  à  une  constante  fixe  multipliée 
par  le  cosinus  de  l'arc  qui  réunit  le  point  M  â  u/i  point  fixe  A  de 
la  figure  mobile.  Le  point  A  est  l'extrémité  du  rayon  qui  con- 
tient le  centre  de  gravité  des  courbures  de  la  roulette  mobile* 

Par  conséquent,  les  points  de  la  figure  mobile  qui  décrivent  des 
courbes  de  même  aire  sont  sur  un  petit  cercle  de  centre  fixe  (*). 

En  transformant  ce  théorème  par  la  méthode  des  figures  complé- 
mentaires, on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Dans  le  mouvement  défini  précédemment  de  la  figure  mobile, 
tout  arc  de  grand  cercle  enveloppe  une  courbe  sphérique  fermée. 
La  différence  entre  la  longueur  de  cette  courbe  et  la  circonfé- 
rence d'un  grand  cercle  est  proportionnelle  au  cosinus  de  t angle 
que  fait  le  grand  cercle  de  la  figure  mobile  avec  un  autre  grand 
cercle  fixe  dont  le  pôle  est  le  point  A,  déjà  considéré, 

IV. 

Nous  allons  maintenant  considérer  le  mouvement  d'une  figure 
invariable  dans  respace.  Nous  examinerons  seulement  les  déplace- 
ments étudiés  surtout  par  M.  Mannheim  et  dans  lesquels  la  posi- 
tion de  la  figure  mobile  dépend  de  deux  paramètres  arbitraires. 
Par  conséquent,  tout  point  de  cette  figure  est  assujetti  à  demeurer 
sur  une  surface  que  Ton  appellera,  par  analogie,  sa  surface  trajec- 
toire. 


(*)  Co  théorème  devient  iuexact  dans  le  cas  exceptionnel  de  la  rotation  compic''' 
autour  d'un  axe  fixe  ;  la  démonstration  donn«>e  fait  Toir  clairement  pourquoi  il  eo  <^t 
ainsi,  les  deux  èi^uations 

n'ayant  plus  aucun  sens  dans  ce  cas  particulier. 
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Soient  x^y^  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  figure 
mobile,  rapportées  à  des  axes  rectangulaires  Ox,  O/,  Oz,  invaria- 
blement liés  à  cette  figure,  et  soient  Xi,^i,  2 1  les  coordonnées  du 
même  point  rapportées  à  des  axes  rectangulaires  OiXi^Oij^i, 
Oi^i  fixes  dans  l'espace.  On  aura  des  relations  de  la  forme 

â,  6,  e,  d^  V^  (/,  o^,  V^  cf  étantles  neuf  cosinus  liés  par  des  relations 
bien  connues.  Si,  dans  les  formules  précédentes,  on  regarde  ces 
neuf  cosinus  et  a,  |3,  y  comme  des  fonctions  connues  de  deux  va- 
riables indépendantes  u  et  ^,  on  aura  défini  un  déplacement  de  la 
nature  de  ceux  que  nous  voulons  considérer  ici. 

Mais  auparavant  nous  allons  donner  quelques  formules  prélimi- 
naires relatives  aux  neuf  cosinus.  Si  Ton  pose 

(211)  ^  —  -f-  ^   -3- -4-  ^""-T- ='•=>    *T-» 

OU  OU  OU  ^      OU 

el  de  même 


b-r-ZZZ   Ty, 


Sdb 
_  ^^ 

2J^  du'~^       \y     de 

les  dérivées  des  neuf  cosinus  seront  données  par  les  formules 


(a3) 


du       *'■       "^• 

d.       '"'      ""  ' 

dh 

db 

à,      'f'      '"''  ' 

de 

du-"''       *''' 

<^'                       A 

On  aurait  des  formules  analogues  en  accentuant  les  lettres  a,  i,  c. 

Les  six  quantités /?,  y, r,;?,,  ^j,  i\  ne  peuvent  être  des  fonctions 

quelconques  de  u  et  de  r.  En  exprimant  que  les  deux  expressions 

qu'on  peut  déduire  des  formules  précédentes  pour  chacune  des  dé- 

fpa        ô^b        ô^c 
rivées  -r^ — r-»    -r — r-»    .     .    sont   é£;ales,  on   trouvera  les  relations 
Ou  fh'      ou  ÔP     OU  ov  "         ^ 
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■n  -  -x:  =  y'*'  -  '^• 


(^) 


dpx 
du 

dqt 
ou 

dn 
du 


/"•. 


I  j 


x:  —  X7  =P9»'-9Pi 


Ces  propositions  étant  rappelées,  revenons  à  l'étude  du  mouvement 
de  la  figure  invariable  et  supposons  que  Ton  associe  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  u  et  i^,  pour  lesquels  chaque  point  de  la  figure 
mobile  peut  occuper  une  portion  finie  de  sa  surface  trajectoire.  Par 
exemple,  si  un  point  de  la  figure  mobile  décrit  une  sphère,  nous 
prendrons  toutes  les  positions  de  la  figure  mobile  pour  lesquelles  ce 
point  est  à  l'intérieur  d'une  certaine  courbe  sphérique  quelconque. 
Considérant  alors  un  point  quelconque  de  la  figure  mobile,  nous 
allons  évaluer  le  volume  du  cône  ayant  pour  base  curviligne  la  por- 
tion de  sa  surface  trajectoire  que  ce  point  peut  occuper,  et  pour 
sommet  le  pointOi,  origine  des  axes  fixes.  Le  volume  V  de  ce  cône 
sera  donné  par  la  formule 


6V 


// 


*l 

Xi 

«1 

dx, 

dy. 

dzi 

du 

du 

du 

dxt 

àx. 

dzt 

dv 

dt^ 

"57 

dudv^ 


l'intégrale  double  étant  étendue  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  con- 
sidérés de  IX  et  de  i^.  Or  on  a 


'dTi 


(a5)  6V 


-^  ^  [- ^ -^ '•('-«) -/^  (^ -  v)  ] 

dx 
En  substituant  cette  valeur  de  -r-^  et  les  valeurs  analogues  pour 

les  autres  dérivées,  ou  trouvera 

X  — a,  r  —  ^f  «  —  y» 
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x<ijr^  z  pourront  être  dégagés  des  signes  d'int^nition,  et  l'on  voit 
qne  le  Tolnme  cherché  Ta  derenir  une  fonction  dn  troisième  degrt' 
de  JT,  j',  z.  Mais  cette  fonction  présente  dans  tons  les  cas  une  pro- 
priété remarquable.  Les  termes  du  troisième  d^ré  seront  donnés 
par  rint^rale 


(^] 


ff 


je  X  z 

qz  —rjr       rjT  -^pz     pjr  -^  qx 


duàv^ 


OU,  en  développant, 

H^  ¥(Jume  sera  donc  de  la  forme 

(  -27)         V  =  (x»-*-r'-M')  (Ax  -f-  A'r  -+-  A''»)  -+-  y  >,  r,  *) , 

<^  étant  une  fonction  du  second  degré  et  A,  A',  A^  les  int^rales  dé- 
fi nies  par 

/  6 A  =ff{qn  —  rqt)dudvy 

(38)  6k'=ff[rp,  ^pn)dudP, 


6A''  = 


ff[P9*—9Pi)^'*d^' 


En  d'autres  termes,  le  lieu  des  points  de  la  figut-e  mobile  poiw 
desquels  les  cônes,  ayant  pour  sommet  un  point  fixe  et  pour  base 
cun^iligne  les  portions  de  surjaces  trajectoires  décrites  par  ce.c 
points,  ont  un  volume  donne,  est  une  cyclide  du  troisième  degré, 
c^est'à-^ire  upe  cubique  passant  par  le  cercle  imaginaire  de 
tinjini. 

Les  intégrales  A,  A',  A''  ont  une  signification  géométrique  très- 
simple.  En  effet,  supposons  qu'au  lieu  des  formules  (i)  on  prenne 
les  suivantes,  dans  lesquelles  on  a  simplement  annulé  a,  |3,  y  : 

!x,  r=  ax  -h  by  -h  cz, 
^,  =  ax  -\-  y  y  -4-  c'», 
:;,  zz:  fl^x  -f-  h" y  -4-  c^», 

on  aura  défini  ainsi  le  mouvement  d'une  figure  invariable  autour 
d'un  point  fixe,  l'origine  Oi  des  cooi'données  Xi,  j^j,  c,.  Si  l'on 
compare  les  deux  mouvements  définis  par  les  formules  (21)  et  (ap), 
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un  voit  que,  pour  le  même  système  de  valeurs  de  u  et  de  v,  les  po- 
Kiiions  de  la  Cgure  mobile  dans  les  deux  mouvements  auront  la 
iiiomc  orientation  et  se  ramèneront  l'une  à  l'autre  par  une  simple 
translation.  Or,  dans  le  mouvement  deCoî  par  les  formules  (ag), 
d'une  part,  le  volume  V,  déjà  déGni,  se  réduit  à 

A,  A',  A"  étant  donnés  par  les  formules  (aS);  d'autre  part,  les  sur- 
faces trajectoires  des  dîUerents  points  étant  des  sphères,  ce  volume 
se  réduit,  pour  un  point  M,  à  l'aire  S  de  la  portion  de  surfacv 
spliériquc  que  ce  point  doit  occuper,  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon  de  la  splièrc,  ce  qui  donne  la  formule 


S  =  3^jr'+7'-i-a"{A3;  +  A>-  +  K't). 
Prenons  un  point  à  la  distance  i  de  l'origine;  od  aura 
[3o]  S:=3Aj-  +  3A>  -\-ZK'i. 

Cette  formule  nous  permet  de  reconnaître  le  sïgni6cation  de 
A,  A',  A".  Par  exemple,  A  est  le  tiers  de  l'aire  décrite  par  le  pi>int 
de  la  figure  mobile  dont  les  coordonnées  sont  x^i,y^^o,  z  =  o. 

J'ajoute  que  nous  trouvons,  dans  la  formule  précédente,  la  vé- 
rification des  résultats  démontrés  par  la  Géométrie  à  l'article  pré- 
cédent. En  elTet,  considérons  les  différentes  portions  correspon- 
dantes des  surfaces  trajectoires  dont  l'aire  est  déterminée  par  la 
formule  {3o}.  Si  l'on  imprime  à  la  figure  mobile  un  mouvement 
tel,  que  l'un  des  points  de  cette  figure  décrive  le  contour  de  cette 
portion  de  sa  surface  trajectoire  dont  on  détermine  l'aire,  il  en  sera 
évidemment  de  même  pour  tous  les  autres  points  de  la  figure  inva- 
riable. Ainsi  les  courbes  qui  limitent  les  portions  correspondantes 
des  sphères  trajectoires  des  dillërents  points  peuvent  être  toutes 
décrites  à  la  fois  dans  un  cerlain  mouvement  de  la  figure  inva- 
riable. La  formule  relative  aux  aires  de  ces  courbes  fermées  doit 
donc  être  identique  à  celle  de  l'article  précédent,  et  elle  est,  en 
edét,  de  forme  tout  à  fait  semblable. 

Puisque  A,  A',  A"  sont  des  aires  sphériques,  ces  intégrales  dou- 
bles doivent  pouvoir  être  remplacées  par  des  intégrales  simples  ;  ou 
pourra  ici  ellectuer  aisément  cette  transformation,  eu  se  servant 
des  formules  (a4)-  ^i  aura 
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et  par  conséquent 

6A  =f(pdu -h p,dp)f 

l'intégrale  simple  étant  étendue  aux  valeurs  limites  de  u  et  de  t^. 

La  formule  générale,  relative  au  volume,  est  susceptible  d'une 
simplification  notable  dans  un  cas  très-étendu.  Il  existe  des  dépla- 
cements très-nombreux  dans  lesquels  les  surfaces  trajectoires  des 
différents  points  sont  fermées,  et  pour  lesquels  A,  A',  A''  s'éva- 
nouissent. Le  volume  devient  alors  une  fonction  du  second  degré 
seulement  des  coordonnées  x,  j^,  z  du  point  décrivant. 

Supposons,  par  exemple,  que  lorsque  i^  demeure  constant,  u  pre- 
nant toutes  les  valeurs  dont  il  est  susceptible,  le  mouvement,  qui 
se  produit,  de  la  figure  invariable  soit  périodique,  que  les  diffé- 
rents points  décrivent  des  courbes  fermées,  qu'au  commencement 
et  à  la  fin  de  ce  mouvement  le  corps  occupe  la  même  position,  les 
rotations  p^q^r^  p^^q^^  r^  redevenant  les  mêmes;  supposons  que  les 
mêmes  conditions  soient  remplies  lorsque,  u  restant  fixe,  v  varie. 
Dans  ce  cas,  les  intégrales  A,  A',  A'^,  étendues  à  toutes  les  posi- 
tions de  la  figure  mobile,  sont  identiquement  nulles.  On  a,  par 
exemple. 

Si,  dans  la  première  intégrale  du  second  membre,  on  commence 
l'intégration  par  rapport  à  v,  le  résultat  obtenu  est  nul  en  vertu  de 
nos  hypothèses,  et  il  en  est  de  même  pour  la  seconde  intégrale,  si 
Ton  intègre  d'abord  par  rapport  à  u. 

La  théorie  des  surfaces  podaires  nous  donne  un  exemple  remar- 
quable de  cette  classe  de  mouvements.  Soit  (2)  une  surface  quel- 
conque. Prenons  la  surface  symétrique  de  (2)  par  rapport  à  un 
quelconque  de  ses  plans  tangents.  Lorsque  ce  plan  variera,  la  sur- 
face [Yé')  se  déplacera  en  roulant  sur  (2).  Un  point  M',  invariable- 
ment lié  à  (2'),  sera  toujours  le  symétrique  d*un  point  M  invaria- 
blement lié  à  (£),  c'est-à-dire  d'un  point  fixe.  La  surface  trajectoire 
de  M'  sera  donc  homothétîquc  à  la  podairc  de  M  par  rapport  à  (2), 
le  rapport  d'homothétie  étant  2. 

Si  la  surface  (2)  est  fermée,  les  diilërentes  surfaces  trajectoires 
srront  fermées;  les  intégrales  A,  A',  A'',  étendues  à  toutes  les  posi- 
lioiis  de  (2'),  seront  nulles  5  le  volume  des  surfaces  trajectoires,  et 
|)ar  consé(|uent  celui  des  surfaces  podaires  qui  en  est  la  huitième 
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partie,  deviendra  une  fonction  du  second  degré  des  coordonnées 
de  M'  par  rapport  à  des  axes  invariablement  liés  à  (S'},  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  des  coordonnées  de  M  par  rapport  à  des  axes 
fixes. 

Le  théorème  relatif  aux  volumes  des  podaires,  donné  par  M.  Hirst 
au  t.  LXn  du  Journal  de  Crelle,  est  donc  un  cas  particulier 
de  la  proposition  générale  relative  au  volume  des  surfaces  tra- 
jectoires. 

Ëb  terminant,  j'indiquerai  une  proposition  analogue  à  celle  de 
M.  Holditch,  et  relative  aux  volumes  des  surfaces  trajectoires 
des  différents  points  d'une  droite. 

Supposons  que  cette  droite  de  la  figure  mobile  ait  été  prise  pour 
axe  des  x.  L'expression  du  volume  de  la  surface  décrite  par  le  point 
d'abscisse  x  sera 

(32)  V  =  I  j^  -h  Ajc»  4-  Bx  -4-  C. 

0  étant  Taire  de  cette  portion  de  la  sphère  de  rayon  i  qui  contient 
les  extrémités  des  parallèles  menées  par  le  centre  de  la  sphère  à  la 
droite  dans  toutes  ses  positions. 

Si  l'on  désigne  par  Vj,  V,,  Vj,  V4  les  volumes  décrits  par  les 
points  I,  2,  3,  4  d'abscisses  Xi,  a:,,  Xs,  X4,  et  que  l'on  pose 

(12)  =x,  —  x„ 
on  aura 

.^_.  Vi  Vj  Vj  V4  © 

^"^    (i2)(.3)(.4j  ^  (2.)(23)(24)  +  (3i)(32)(34)  "^  (4i)(42)(43)  ^  3* 

On  pourra  faire  différentes  applications  de  ces  formules.  Par 
exemple,  les  surfaces  parallèles  à  une  surface  fixe  peuvent  être 
considérées  comme  les  trajectoires  des  points  d'une  droite,  et  le 
résultat  connu,  relatif  à  ces  surfaces,  est  bien  d'accord  avec  la 
formule  (3a)  (*). 


(*)  DaDs  le  Messenger  of  Mat  hématies  (février  1878,  p.  i5o)  M.  Elliot  a  fait  con- 
naître une  formule  analogue  à  la  formule  (33),  mais  seulement  pour  le  cas  des  mou- 
vements fermés  dans  lesquels  on  a  0  =  4  tt. 
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KOWALSKI,  professeur  d'Astronomie  à  l'Université  de  Kazan.  —  Recbercbes 
8um  LA  RtFRACTiorc  ASTRONOMiouE.  Kazan,  1878;  in-S"",  xi-172  pages. 

Les  nombreuses  théories  de  la  réfraction  que  Ton  possède 
aujourd'hui  s'accordent  toutes  pour  assigner  des  valeurs  presque 
identiques  aux  réfractions  dont  la  connaissance  est  vraiment  in- 
dispensable aux  astronomes,  c'est-à-dire  aux  réfractions  relatives 
à  des  distances  zénithales  qui  n'excèdent  pas  80  degrés.  C'est  que, 
jusque  vers  80  degrés,  la  loi  suivant  laquelle  on  fait  décroître  la 
densité  des  couches  atmosphériques  n*a  que  très-peu  d'influence 
sur  le  résultat,  de  sorte  que  l'hypothèse  simple  de  Cassini,  qui 
suppose  la  densité  constante,  suffit  déjà  pour  obtenir  des  nombres 
sensiblement  exacts.  Il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  réfractions 
qui  s'opèrent  plus  près  de  l'horizon.  Les  valeurs  de  la  réfraction 
horizontale  moyenne,  adoptées  dans  les  tables  les  plus  répandues, 
présentent  des  différences  qui  vont  jusqu'à  80  secondes,  et,  en 
comparant  ces  tables  aux  observations,  il  n'est  pas  rare  de  ren- 
contrer des  écarts  de  1 00  et  200  secondes  lorsqu'il  s'agit  d'astres 
observés  à  moins  de  i  degré  de  l'horizon. 

Cette  imperfection  manifeste  de  la  théorie  continue  de  préoc- 
cuper les  géomètres  et  de  les  exciter  à  de  nouveaux  ellbrts.  Peu 
d'années  après  la  publication  du  travail  historique  de  M.  Bruhns, 
qui  avait  tenté  de  résumer  l'état  de  la  question,  on  a  vu  paraître 
deux  théories  nouvelles,  celle  de  M.  Bauernfeind  (1864)  et  celle  de 
M.  Gyldén  (1865)5  cette  dernière  a  été  comparée,  par  M.  Fuss,  à 
une  longue  série  d'observations  instituées  spécialement  pour  cet 
objet  à  l'Observatoire  de  Poulkova.  Enfin,  voici  un  travail  très- 
important  sur  le  même  sujet  que  vient  de  publier  M.  Kowalski, 
directeur  de  l'Observatoire  de  Kazan.  M.  Kowalski  ne  s'est  pas 
borné  à  exposer  une  nouvelle  théorie  qui  lui  a  servi  à  construire 
des  tables  d'un  usage  très-commode  ',  on  trouve  encore  dans  son 
Mémoire  des  matériaux  d'observation  extrêmement  précieux,  en 
raison  de  l'étendue  des  limites  entre  lesquelles  a  varié  la  tempéra- 
ture (h-  29"  et  —  38° C).  La  partie  théorique  témoigne  d'une  étude 
approfondie  du  sujet;  on  y  rencontre  beaucoup  de  remarques  judi- 

Bull.  des  Sciences  mathêm.,  1*  Série,  t.  II.  (Soptombro  1878.)  ^5 
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cieuses  et  suggestwéSj  pour  nous  servir  d'un  mot  anglais  qui  rend 
bien  notre  pensée.  C'est,  eu  somme,  un  travail  d'une  sérieuse 
valeur,  où  nous  regrettons  seulement  d'avoir  renomtrë  quelques 
méprises  que  nous  signalerons  en  passant»  . 

M.  Kowalski  commence  par  établir  les  formules  fondamentides 
sur  lesquelles  repose  la  théorie  des  réfractions  astronomiques  aussi 
bien  que  la  mesure  des  hauteurs  parle  moyen  du  baromtere.  Mais, 
à  la  place  de  Téquation  bien  connue 


*  =  -Jf  ( JTâ)*'^ 


qui  exprime  la  condition  d'équilibre  de  Tatmosph^  en  tenant 
compte  de  la  variation  de  la  gravité  dans  la  verticale,  il  adopte  la 
suivante  : 

parce  que,  selon  lui,  la  colonne  d'air  qui  agit  sur  le  baromètre  a 
la  forme  d*na  cane  dont  le  sommet  se  trouve  au  centre  de  la  Terr«?, 
et  dont  l'élargissement  compense  la  diminution  de  la  pesanteur. 
C'est  là  une  conception  erronée  qui  remonte  à  G.-S.  Ohin  et  qui  s 
été  abandonnée  depuis  longtemps,  car  elle  suppose  que  l'air  se 
comporte  comme  un  liquide  enfermé  dans  un  vase.  Heureusemient, 
la  correction  due  à  la  variatioii  dé  la  pesanteur  est  sans  importance* 
pour  le  calcul  de  la  rérraction^  mais  il  faut  en  tenir  compte  dans 
la  formule  barométrique,  et  c'est  à  tort  qu'elle  y  a  été  négligt'c 
(p.  12).  M.  Kowalski  s'efforce  encore  de  démontrer  que,  si  l'on 

conserve  le  facteur  f j  j  ,  la  pression  p  ne  peut  plus  s'annuler 

à  la  limite  de  l'atmosphère*,  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  objec- 
tion n'est  pas  fondée  (si  la  démonstration  de  M.  Kowalski  était 
exacte,  elle  s'appliquerait  à  toutes  les  formules  barométriques). 

Avant  d'exposer  sa  nouvelle  théorie  de  la  réfraction,  fondée  sur 
une  hypothèse  particulière  concernant  le  décroissement  de  la  tem- 
pérature, M.  Kowalski  entre  dans  une  discussion  intéressante  des 
principales  théories  anciennes,  et  il  établit  notamment  des  rappro- 
chements instructifs  entre  les  théories  deLaplace,  d'Ivory,  de  Lub- 
bock,  de  Bessel,  de  Gyldén. 

Si  l'on  fait  abstraction  des  artifices  particuliers  auxquels  ont  re- 
cours ces  divers  géomètres  pour  obtenir  la  valeur  de  l'intégraledéfinie 
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[exfNrime  la  réfraction,  on  peut  dire  que  les  diiTérences  qui  existent 

leurs  théories  viennent  uniquement  de  la  loi  suivant  laquelle 

ican  d'eux  fait  décroître  la  densité  de  l'air.   Or,   le  décrois- 

lent  de  la  densité  est  intimement  lié  au  décroissement  de  la  tem- 

Lure,  de  sorte  qu'on  peut  aussi  classer  les  diverses  théories 

T 
»rès  la  forme  de  la  fonction  qui  représente  le  rapport  -r  des 

Tq 

ipératures  absolues  qui  correspondent  à  l'altitude  h  et  au  niveau 
la  mer.  Schmidt  et  Bauernfeind  supposent  que  la  température 
dt  d'une  manière  uniforme  à  mesure  qu'on  s'élève  dans  l'at- 
iphère,  ce  qui  revient  à  poser 

T 

=-  =  I  —  A//. 
To 

M.  Gyidén,  à  son  tour,  fait 

-T  =     I A/r)  • 

To        \  3t        / 

L'Ivory  admet  que  la  température  de  l'air  varie  exactement  comme 
densité,  et  il  pose 


To       9  \        pJ 


Lubbock  adopte,  pourlafraction  —  9  une  loi  moins  simple,  dont 

^us  parlerons  plus  loin. 

Bessel  (qui,   d'ailleurs,  n'a   fait  qu'approprier  à  son  usage  la 
léorie  de  Kramp)  donne  à  la  même  fonction  une  forme  exponen- 

telle,  qui  conduit  à  une  forme  analogue  pour  le  rapport  -  9 

Po 

^ans  cette  hypothèse,  la  densité  décroit  donc  en  progression  géo- 
létrique ,  comme  dans  l'hypothèse  de  Newton  ;  mais  le  décrois- 
sement est  moins  rapide,  parce  que,  chez  Bessel,  la  température 
diminue  lentement,  tandis  que  Newton  la  suppose  constante.  L'hy- 
pothèse d'Ivory  conduit  à  la  relation  suivante  entre  la  densité  p  vt 
l'altitude /i  : 


'  9        po       9\        N/ 


25. 
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qui  représente  une  sorte  de  combinaison  de  la  progression  géomé- 
trique et  de  la  progression  arithmétique.  Laplace  emploie  égale- 
ment une  combinaison  de  ce  genre,  mais  sous  une  forme  qui  facilite 
singulièrement  l'intégration  de  la  dilFérentielle 

sin  zH^ 


^  a>s*  z  -h  nu 
qui  représente  l'élément  de  la  réfraction,  et  dans  laquelle 


«  = ail  —  --  I 

«  \  Po/ 


Au  lieu  d'exprimer  la  densité  p  en  fonction  de  A,  Laplace  rexprime 
directement  en  fonction  de  la  variable  m,  qui  diffère  très-peu  de  -; 
il  pose 

h        \  ni) 

et  il  détermine  les  deux  constantes  m^J^  de  manière  k  reproduire 
une  valeur  donnée  de  la  réfraction  horizontale.  M.  Kowalski  fait 
voir  qu'en  déterminant  ces  constantes  d'une  manière  un  peu  diffé- 
rente on  peut  faire  coïncider  la  théorie  de  Laplace  avec  celle  d'Ivory  ; 

il  suffit  pour  cela  de  prendre 

///  zrr  O  ,  000864  I ,      /=:0,3356, 

au  lieu  de  faire,  avec  La[)lace, 

///=:  0,0007418»    /^=  0,4904* 

En  développant  les  formules  de  Laplace  et  en  modifiant  ses  con- 
stantes comme  il  vient  d'être  dit,  on  trouve  en  eflet 

T 
I  —  rf  ^^  o,2224w  —  o,oi5o w*  -+- . . ., 

taudis  que,  dans  la  théorie  d'Ivory,  on  a 


T 
Tu 


I  —   TT  ^^  0,2222w, 


OÙ  h)  désigne  la  difTerence  i  —  -  •  On  voit  que  les  deux  théories 

p.. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         36i 

doivent  donner  à  peu  près  le  même  résultat.  L'abaissement  de  la 
température,  qui  se  déduit  des  formules  ci-dessus,  est  d'environ 
I  degré  C.  par  170  mètres  dans  les  couches  basses,  mais  il  se  ra- 
lentit progressivement,  et,  vers  9000  mètres,  il  n'est  plus  que  de 
I  degré  C.  par  35o  mètres.  Ce  ralentissement  se  retrouve  dans  les 
observations  de  M.  Glaisher;  seulement  il  y  est  beaucoup  plus 
marqué.  Les  réfractions  que  M.  Kowalski  a  calculées  à  l'aide  des 
formules  d'Ivory  et  de  Laplace  sont  presque  identiques,  ainsi  qu'on 
le  voit  par  les  nombres  suivants,  qui  se  rapportent  à  la  température 
de  10  degrés  C.  et  h  la  pression  de  762  millimètres  : 


z. 

Ivory. 

Laplace. 

0 

45 

58'  36 

58'  36 

85 

594»! 

594,1 

88 

1 102,4 

I 102,4 

89,5 

1781 ,6 

"73ït9 

90 

2074,7 

2075,2 

M.  Kowalski  a  calculé  une  table  complète  des  réfractions  d'après 
l'hypothèse  d'Ivory,  en  poussant  l'approximation  beaucoup  plus 
loin  que  ne  l'avait  fait  Ivory,  qui  néglige  des  termes  ayant  encore 
une  influence  sensible  quand  la  température  s'écarte  de  la  tempé- 
rature moyenne  adoptée  par  lui.  Les  réfractions  moyennes  que 
l'on  trouve  dans  cette  table  représentent  en  même  temps  les  réfrac- 
tions que  fournit  la  théorie  de  Laplace  lorsqu'on  y  introduit  les 
nouvelles  valeurs  des  constantes  déterminées  par  M.  Kowalski.  Les 
réfractions  moyennes  de  Lubbock  et  celles  de  M.  Gyldén  n'en  dif- 
fèrent pas  non  plus  beaucoup  ^  mais  celles  de  Bessel  sont  sensible- 
ment plus  fortes  dans  le  voisinage  de  l'horizon.  La  réfraction 
horizontale  qui  correspond  à  la  température  de  10  degrés  C.  est, 
d'après  Bessel,  de  2194  secondes.  Les  Tables  postérieures,  où 
Bessel  a  remplacé,  à  partir  de*85  degrés,  ses  nombres  théoriques 
par  des  nombres  empruntés  directement  à  l'observation^  donne* 
raient  encore  une  réfraction  horizontale  de  2 1 1 8  secondes ,  plus 
forte  de  43  secondes  que  celle  que  fournit  la  théorie  d'Ivory. 

Peu  satisfait  de  la  manière  dont  ces  cinq  théories  représentent  les 
observations  de  Kazan,  M.  Kowalski  s'est  décidé  à  entreprendre  la 
construction  de  tables  nouvelles,  fondées  sur  une  théorie  entière- 
ment différente.  Il  fait  d'abord  remarquer  que  K;s  hypothèses  qui 


3Gi 


PREMIÈRE  PARTIE. 


servent  de  base  aux  théories  précédentes  sont  choisies  de  telle  sorte 

T       .  . 

que  le  rapport  — -  puisse  toujours  être  représenté  par  une  série  con- 

•■■0 

vergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  h  y 

T 

-r  =  I  —  A/i  -h  B^*  —  . . . , 
To 

où  le  premier  terme  seul  (AA)  ait  une  influence  sensible  sur  la 
réfraction.  Or,  les  observations  de  M.  Glaisher  sembleraient  indi- 
quer que  le  décroissement  de  la  température  suit  souvent  une  loi 
très-différente.  M.  Kowalski  est  parvenu  à  représenter  ces  obser- 
vations par  une  formule  qui  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


Pour  la  température  moyenne  de  62  degrés  Fahr.  (T©  =  Sai»), 
on  a  A  =  o,  1 871 .  Voici  quelques  nombres  qui  donneront  la  mesure 
de  Taccord  obtenu  : 

Abaissement  T,  —  T. 


Hauteur. 

Pression. 

observé. 

calculé. 

DifTérencf 

Pl 

^^    , 

uF. 

oF. 

oF. 

0 

3o,o4 

0,0 

0,0 

0,0 

1000 

?9,o5 

6,2 

6,2 

0,0 

5ooo 

25, 10 

20,9 

21  ,6 

*»i7 

1 0000 

00,72 

33,6 

35,0 

-  1 ,4 

i5ooo 

17, i3 

43,8 

44,5 

-  0,7 

s>.oooo 

i4^«^ 

52,4 

5i,7 

-H  0,7 

'i5()oo 

11.44 

58,1 

58,1 

0,0 

29000 

9»75 

61,8 

61,9 

—  0,1 

Assurément,  rapproximalion  avec  laquelle  la  formule  représente 
les  observations  est  très-suflîsaiite;  mais  les  nombres  relatifs  aux 
couches  les  plus  élevées  sont  trop  incertains  pour  qu'il  v  ait  lieu 
d'étendre  la  loi  jusqu'à  la  limite  de  l'atmosphère  et  d'en  conclure 
la  température  qui  règne  dans  les  couches  voisines  de  cette  liuiite. 
Ajoutons  que  le  résultat  auquel  ou  arrive  ainsi  parait  a  priori  inad- 
missible, car,  en  faisant  o)  =  i  dans  la  formule  ci-dessus,  on  trouve 
To  —  T  =  82" F.,  ce  qui  donne  —  20**F.  ( —  v>xf  C.)  pour  la  tem- 
pérature des  dernières  couches  de  l'atmosphère,  qui  serait  ainsi  plu> 
élevée  (pie  les  températures  (|ii'on  observe  très-fréquemment  dan.s 
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les  régions  polaires.  M.  Kowalskî  conclut  néanmoins  de  sa  formule 
que 

où  T„  est  la  température  invariable  de  la  limite  de  Tatinosphère, 
de  sorte  que  le  coefficient  k  varie  avec  To.  En  désignant  par  Iq  la 
température  de  la  surface,  exprimée  en  degrés  centigrades,  et  en 
prenant  T„  =  ayS  —  29  =  244?  ^^  aurait 

Pour  Tétat  de  Tatmosplière  qui  correspond  à  la  température  do 
3o^,8,  observée  par  Gay-Lussac  au  début  de  son  ascension  aérosta- 
tique, on  trouverait  ^  =  o,245,  et  il  s'ensuivrait  qu'à  la  hauteur 
de  10  000  pieds  Gay-Lussac  aurait  du  observer  un  abaissement  de 
25  degrés  C.  (45  degrés  F.)  au  lieu  de  18  degrés  C.  (33  degrés  F.); 
Técart  est  ici  de  7  degrés  C.  (la  degrés  F.).  M.  Kowalski  a  encore 
comparé  sa  formule  aux  moyennes  mensuelles  que  fournissent  les 
observations  de  Genève  et  du  Saint-Bernard^  mais  tout  ce  qu'on 
peut  légitimement  conclure  de  ces  comparaisons,  c'est  qu'en  géné- 
ral le  décroissement  de  la  température  est  plus  rapide  en  été  qu'en 
hiver.  Au  reste,  les  réfractions  observées  à  Kazan  l'ont  conduit  à 
augmenter  fortement  la  valeur  du  coefficient  A*,  en  définitive, 
M.  Kowalski  prend 

A   =    77—9 

9.26 

i»n  supposant  que  la  température  des  dernières  couches  de  l'atmo- 
sphère est  de  43  degrés  C.  au-dessous  de  zéro. 

Si  M.  Kowalski  s'était  contenté  de  présenter  sa  formule  comme 
une  expression  assez  approchée  de  la  loi  empirique  qui  se  dégage 
des  observations  de  M.  Glaisher,  nous  n'y  trouverions  rien  à  redire  5 
mais  il  prétend  la  déduire  des  principes  de  la  «  Mécanique  ration- 
nelle »,  comme  une  conséquence  nécessaire  de  la  Théorie  mécanique 
de  la  chaleur,  et  Ton  va  voir  quelle  étrange  application  M.  Ko- 
walski a  faite  de  cette  théorie.  Rappelons  d'abord  qu'une  première 
tentative  pour  établir  par  des  considérations  théoriques  la  loi  du 
décroissement  de  la  température  avait  été  faite  par  Lubbock  en 


:  sn  foroiulc  peu!  s 


i-='fer-]' 


où  k  est  une  coiistatite  qui  JïÛihv  peu  de  o,5.  Lubbock  y  an-ivi;  t-n 
supposaul  que  la  quantité  de  clialcurQ  absorbée  par  i  kilogi-amme 
il'air  est  une  foiielioii  linéaire  de  la  température  T, 

Q  =  «  +  6T, 

et,  eu  eonibinant  cette  équation  avec  l'équalîon  de  Laplaev, 

Q  =  A  +  BT(t-)   ', 

oùy^  1,4  csl  11  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques. 

Les  deux  équatiou&  ne  sont  pas  contradictoires  (comme  le  veut 
M.  Kowalski);  maïs  elles  reposent  toutes  les  deux  sur  des  supposi- 
tions arbitraires,  car  l'équatiou  de  Laplace  m*  satisfait  pas  d'une 
manière  générale  à  l'équation  dillércuticlle  qui  détermine  la  cha- 
leur Q,  La  formule  de  Lubbock  n'est  donc  autre  chose  qu'une 
formule  d'approximation  empirique.  M.  Kowalskî  la  remplace  par 
la  suivante  : 


où  -  =  -•  La  discussion  des  observations  de  M.  Glaisher  montre, 

T       7 
en  eSet,  que  la  dépression  du  thermomètre  T^  —  T  n'est  pas  pro- 
portionnelle à  b),  comme  le  veut  l'hypothèse  d'Ivorj,  mais  à  une 

puissance  de  u  voisine  de  m* .  Soit  maintenant  v  \e  volume  spéci- 


fique :  on  aura 
et,  de  plus, 


En  tenant  compte  de  ces  relations,  la  diâ'ércntiation  de  l'équation 
ci-dessus  donne 
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C'est  celle  équation  diffërenlielle  que  M.  Kowalski  s'est  eflbrcé 
d'établir  a  priori  par  les  considérations  suivantes  -,  ne  pouvant  en 
donner  un  résumé  intelligible,  nous  sommes  obligés  de  citer  tex- 
muellement.  La  théorie  de  la  chaleur  fournit  d'abord  l'équation 
<x>nnue 

où  Cq  est  la  chaleur  spécifique  sous  volume  constant. 

«  Cette  formule  montre  que  le  travail  élémentaire  pdv  est  pro- 
duit par  l'excès  de  l'énergie  calorique  entière  EQ  sur  celle  qui  est 
dépensée  pour  échauffer  le  gaz  à  une  certaine  température.  Soit 
4^0  cette  dernière  quantité  de  chaleur,  et  EQo  l'énergie  calorique 
^correspondante  :  on  aura 

E(Q-Qo)/?^»' 

pour  la  valeur  du  moment  virtuel  respectif.  Quand  le  gaz  n'est  pas 
libre  de  se  dilater  et  de  produire  le  travail  externe,  toute  la  cha- 
leur Q  que  le  gaz  reçoit  sera  dépensée  pour  augmenter  la  tempéra- 
ture sous  un  volume  constant  et,  par  cela  même,  pour  accroître  sa 
force  élastique  ;  le  moment  virtuel  correspondant  à  ce  dernier  cas 
aura  la  valeur  FiQvdp. 

y>  Cela  posé,  concevons  l'unité  de  poids  de  l'air  atmosphérique 
faisant  équilibre  avec  l'air  environnant,  et  supposons  qu'on  y  ajoute 
ime  quantité  Q  de  chaleur.  Soient  p  la  pression,  \f  le  volume  de 
l'air  que  nous  considérons,  et  qu'à  partir  de  cet  état  l'équilibre  soit 
troublé,  et  que  l'air,  en  se  dilatant  d'une  quantité  infiniment  petite 
dy^  donne  du  travail  externe  produit  par  la  force  élastique 
E  (Q  —  Qo)-  Pour  que  l'équilibre,  à  chaque  instant,  soit  rétabli,  il 
est  nécessaire  que  la  détente  de  l'air  soit  compensée  par  la  perte 
d'une  partie  de  son  élasticité,  ce  qui  exige  que  la  somme  des  mo~ 
ments  virtuels  E(Q  —  Qo) pdv  et  EQi^dp^  abstraction  faite  des 
signes,  soit  nulle.  On  aura  donc 

En  tenant  compte  de  la  relation  py  =  CT,  on  tire  de  là 

Comme  on  le  voit,  M.  Kowalski  appelle  moments  virtuels  des 
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produits  qu'il  forme  en  multipliant  un  travail  EQ  par  un  travail  pdi*'^ 
c'est  comme  si  Ton  évaluait  une  dépense  de  chauÛâge  en  nuiluplianl 
le  prix  du  charbon  par  le  prix  des  allumettes.  Quoi  qu'il  en  soit,  il 
s'agit  maintenant  de  déterminer  les  quantités  de  chaleur  QvQo- 
M.  Kowalski  suppose  donc  que  l'aii*  s'échaufle  fortement  au  contact 
du  sol,  puis  s'élève  et  se  dilate  aux  dépens  de  la  chaleur  ainsi 
gagnée,  sans  en  rien  perdre  par  rayonnement.  «  La  chaleur  Q  est 
consommée  à  la  surface  de  la  Terre  sous  la  pression  constante  ^o? 
et  cette  chaleur  est  dépensée  en  tout  pour  l'expansion  successive  de 
l'air  dans  son  trajet,  en  partant  du  volume  i^«  correspondant  à  la 
pression  ^0  pour  arriver  au  volume  Gnal  i^,  »  L'équation 

C^/Q  =  CffVffp  -h  Cipfii\ 

où  C|  =  yco  est  la  chaleur  spécifique  sous  pression  constante,  donne 
dès  lors 

Q=  ^/'o(«-~«'o)- 

Quant  à  la  chaleur  Qo,  elle  est  <c  consommée  sous  un  volume  con- 
stant. Cette  chaleur  n'est  absorbée  qu'à  la  surface  delaTerre^  donc, 
si  nous  désignons  par  Tq  la  température  de  la  couche  inférieure  de 
l'air,  nous  aurons 

Q.=rr.(T-To). 

Nous  admettons  ici  que  la  diiï'érencc  T  —  T,,  est  positive.  »  En 
substituant  ces  valeurs  de  Q  et  de  Qo  dans  l'équation  trouvée  plus 

haut,  on  a 

^1  Po  [  ''  —  <o  ;  ^T  1=  ro  ;  T  -  To  )  p  (h>; 

c'est  l'équation  dillércntielle  qu'il  s'agissait  d'établir.  Mais  que 
faut-il  entendre  ici  par  la  température  TPLa  phrase  qui  vient  d'être 
citée  semble  indiquer  que  c'est  la  température  qui  résulte  dr 
réelianflrment  de  l'air;  mais  l'emploi  qu'on  fait  de  l'expression  de 
la  chaleur  Qo  veut  que  T  soit  la  température  finale  à  laquelle  l'air 
arrive  en  se  dilatant,  de  sorte  qu'elle  serait  à  la  fois  supérieure  et 
inférieure  à  Tq.  Puis  M.  Kowalski  paraît  distinguer  la  chaleur  qui 
éeliaulfe  de  la  chaleur  qui  travaille,  comme  s'il  y  avait  deux  espèces 
(le  ehaleui'  avant  des  attributs  dilïerents.  N'insistons  pas  ;  il  est 
évident,  [)oiir  nous,  que  cette  singulière  théorie  a  été  imaginée 
après  eouj)  pour  juNtilîer  une  formule  empirique. 
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S'il  s'agissait  de  mettre  en  équation  cette  hypothèse,  qu'une 
masse  d'air,  ayant  reçu  la  chaleur  Q  sous  la  pression  constante /;o<) 
se  dilate  ensuite  sans  variation  de  chaleur  jusqu'à  atteindre  la 
pression  p  et  la  température  T  qui  conviennent  à  un  certain  niveau 
atmosphérique,  on  aurait  pour  la  première  phase 

Q==c,(T, -To}, 
et  pour  la  seconde 


^ = (?)' 


où  T|  est  la  température  qui  résulte  de  réchaufTement  préalable. 
L'élimination  de  T|  donne 


^1  \P    I 


c'est  l'équation  de  Laplace,  qui  n'est  vraie  que  dans  ce  cas  particu- 
lier. En  supposant  la  température  T|  très-peu  différente  de  To,  ces 
formules  s'accorderaient  avec  les  résultats  de  M.  Glaisher  vers 
ajoo  pieds  d'altitude  \  mais,  au  delà  de  ce  niveau,  il  faudrait  sup- 
poser des  températures  T,  de  plus  en  plus  élevées  pour  arriver  à 
représenter  les  températures  T  par  l'hypothèse  en  question,  qui  se 
trouve  ainsi  écartée  par  une  conséquence  inadmissible.  Si  l'on 
réfléchit  d'ailleurs  au  rôle  important  que  joue  la  vapeur  d'eau  dans 
les  phénomènes  météorologiques  des  couches  inférieures,  il  ne  parait 
guère  possible  d'expliquer  la  distribution  de  la  chaleur  dans  ces 
couches  sans  tenir  compte  deThumidité  atmosphérique.  C'est  dans 
cette  dernière  voie  que  sir  William  Thomson,  M.  Peslîn,  M.  Men- 
deléief,  ont  cherché  la  solution  du  problème.  II  ne  faudrait  pas  non 
plus  perdre  de  vue  que  le  décroîssemcnt  de  la  température  varie 
beaucoup  dans  le  cours  d'une  journée.  Dans  ses  ascensions  de  1 877, 
M.  Glaisher  a  trouvé,  pour  les  premiers  1000  pieds,  une  diminu- 
tion de  7^,5  à  10  heures  du  matin  et  2°,  8  vers  7  heures  du  soir; 
pendant  la  nuit,  la  température,  loin  de  décroître,  augmente  sou- 
vent avec  la  hauteur,  jusqu'à  un  certain  niveau.  Or,  ces  variations 
doivent  exercer  une  forte  influence  sur  la  réfraction  dans  le  voisi- 
nage de  l'horizon.  Il  est  probable  qu'elles  ne  se  font  sentir  que 
dans  les  couches  inférieures  de  l'atmosphère,  mais  cela  suffit  pour 
changer  la  valeur  de  la  réfraction,  qui  sera  d'autant  plus  faible  que 


JM  PIUCMlf:ilK  PAKTM-:. 

k  drfcroisêment  de  k  tempénXiire  aen  plu  McenMé.  Ls  d^crm- 
•cmait  rapide  adopU  par  M.  KowaUi  dôme,  poor  la  taafé- 
ratnre  de  lo  d^nb  C.y  ime  r^fraelian  boràoBtda  d'environ 
3»  ninnta,  Undû  quels  théorie  de  Bewdtqnis^iaMtu  décnm- 
Bernent  très-lent,  donne  36',5.' 

Pour  obtoiir  les  valeurs  nmntfricpiesdearëfractioiUfM.  Howalskï 
emploie,  jusqu'à  So  dtsfri»  de  dÎMance  lAiithale,  ledéreloppenunt 
en  téiie  ordonna  snÎTtnt  1m  paissanoes  impaires  de  Ung  «,  et,  à 
partir  de  80  d^|;rëi,  une  série  fhu  cmiTCTgentc  qu'il  se  procure  en 
posant  1  —  u  ^  e~',  ce  qui  ramène  le  problème  i  la  détennini^im 
del'înt^rale 

e-'Ox 


f: 


{/^ 


En  développant  le  radical  en  série  CM-dinuée  par  rapport  aut  pois- 
saaces  de  0,  on  peut  calculer  cette  intégrale  i  l'aide  des  K»ictionst() 
employées  par  Kramp,  Bessel,  Laplace,  etc.  Le  procédé  ne  laisse 
pas  d'être  lalxwîenx.  On  aorait  des  formules  plus  sinq^s  en  remar- 
quant que  les  observations  de  M.  Glaisher  sont  représentées  tout 
aussi  bien  par  la  formule 

,-I=o,,o4-  +  o,o69,C. 

Mais  M.  Kowalski  n'a  point  reculé  dcvanl  la  longueur  des  cal- 
culs, et  il  a  construit  :  1°  trois  tables  de  réfractions  appropriées  au 
calcul  logaritbroique ,  l'une  d'après  la  théorie  d'Ivory,  en  rem- 
plaçant le  coefficîeut  ~  par 

les  deux  autres  d'après  sa  propre  théorie,  avec  les  deux  valeurs  «hi 
coefficient  h  que  l'on  trouve  plus  haut;  a°  une  quatrième  table, 
qui  est  une  transformation  de  l'une  des  précfkluntes,  par  laquelle  on 
évite  l'emploi  des  logarithmes.  Voici  quelques  nombres  tirés  de 
cette  table-,  ils  représentent  les  réfractions  correspondant   à  une 
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température  de  t  degrés  centigrades  et  a  une  pression  de  76  +  >^  cen- 
timètres. 

t.  Réfractions. 

80.  o  33i,35— /f  1,9.7  —  o,oo47^)-i-Ç(  ^.^o  —  OyOfjOi) 

c)5.  o  616,4  — ^[  2,58— 0,0100/) -f-Ç(  8,29  — o,o35  r) 

89.  o  1539,0  —  r(  9,6.'5  —  o,o498/)-hÇ(2i, 72— 0,148  t) 

89.40  1884,3  — /(i4,44  — o,o978/)-hÇ(27,37--o,232  /) 

Cette  table  est  d*iui  usage  très-commode,  mais  elle  suppose  un  état 
de  l'atmosphère  assez  éloigné  de  l'état  moyen.  M.  Kowalski  parait 
être  lui-même  de  cet  avis,  car  il  semble  dire  (p.  109)  que  Thypo- 
tlièse  d'Ivory  représente  mieux  cet  état  moyen.  Quoi  qu'il  en  soit, 
le  travail  de  M.  Kowalski  sera  fort  utile  à  ceux  qui  voudront  entre- 
prendre de  nouvelles  recherches  sur  les  réfractions  atmosphériques. 

R.  Radau. 


BOCKWOLDT  (G.).  —  Ueber  die  Enneper'schen  Flàchen  mit  constantem 

POSITIVBM   KbÙMMUNGSIIAAS,  BEI  DENEN  DIE  EINE  SCHAAR  DER  KrUMMUNGSLI- 

NiBN  VON  EBENEN  CuRVEN  GEBiLDET  wiRD.  Inaugural-Dissertation  zur  Erlan- 
gung  der  philosophischen  Doctorwurde  an  der  Georg-Augusts  Universilat  zu 
Gottingen.  Gottingen,  W.-Fr.  Rastoer,  1878,  in-S"*,  32  pages. 

Parmi  les  géomètres  allemands,  M.  Enneper  est,  avec  Joachims- 
thal,  presque  le  seul  qui  se  soit  constamment  occupé  de  Géométrie 
infinitésimale,  et  plus  particulièrement  de  celte  branche  de  la 
Science,  cultivée  avec  tant  de  zèle  par  les  géomètres  français,  qui 
trouve  son  origine  dans  le  Mémoire  de  Lagrange  sur  les  cartes  géo- 
graphiques, et  surtout  dans  celui  dcGauss.  M.  Bockwoldt,  qui  est 
sans  doute  un  des  élèves  de  M.  Enneper,  vient  d'étudier,  dans  sa 
Dissertation  inaugurale,  les  surfaces  à  courbure  constante  posi- 
tive, découvertes  il  y  a  dix  ans  par  cet  habile  géomètre.  Bour,  ou 
le  sait,  dans  son  Mémoire  sur  les  surfaces  applicables  y  a  montré 
que  l'on  peut  toujours  déterminer  des  surfaces  hélicoïdes  appli- 
cables sur  une  surface  de  révolution,  et,  en  particulier,  sur  une 
sphère.  En  dehors  des  surfaces  de  révolution  applicables  sur  la 
sphère  anciennement  connues  et  des  surfaces  hélicoïdes  découvertes 
par  Bour,  on  ne  connaît,  croyons-nous,  d'autres  surfaces  à  cour- 
bure constante  positive  que  celles  auxquelles  est  consacré  le  travail 
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dont  nous  rendons  compte,  travail  qui  contient  une  discussion 
très-détaillée  et  très-bien  faite  de  ces  surfaces.  Donnons  d'abord 
le  théorème  fondamental  qui  sert  de  base  à  cette  recherche. 

Si  une  surface  à  courbure  constante  positive  a  un  système  de 
lignes  de  courbure  planes,  les  plans  de  ces  lignes  passent  tous  par 
une  droite  fixe  T.  Les  lignes  de  courbure  du  second  système  sont 
alors  sphériques,  et  les  sphères  qui  les  contiennent  coupent  la  sur- 
face orthogonalement.  Leurs  centres  se  trouvent  sur  la  droite  T. 
Réciproquement,  les  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  cour- 
bure ont  la  relation  indiquée  sont  à  courbure  constante  positive. 

Voici  y  du  reste,  quelles  sont  les  formules  définissant  la  surface. 
Soient  uet  y  les  variables  indépendantes,  et  U|,  ^i  deux  fonctions 
définies  par  les  équations 

du] 
ff*-r4  =  AC0S2II,  —  C—  I, 

dv^ 
g—r:  =  C  —  Acos2c,. 
di>^ 

Posons,  en  outre, 

^V  __  A'  —  c 


du]       (Acos2a,  —  C — i)(Acos2w, — C)* 

On  aura,  pour  les  coordonnées  rectangulaires  x,  j^,  z  d'un  point 
de  la  surface,  les  expressions 

X   =    p  ces  ffy 

X  =  psin<fy 


g         ^Acos2i/, — c 

^  "~  ^A»  —  C»     sin(M, -t-f.) 
/'♦'.      

g^  désignant  la  courbure  totale. 

L'auteur  discute  ces  formules,  ramène  à  la  forme  normale  de 
M.  Weierstrass  les  intégrales  elliptiques  qui  y  figurent.  Il  étudie 
aussi  celle  des  surfaces  parallèles  à  la  proposée  pour  laquelle  la 
courbure  moyenne  est  constante.  Enfin,  il  termine  par  la  discus- 
sion détaillée  et  numérique  du  cas  où  l'on  a  A  =  a,  C  =r  o.  L'au- 
teur a  même  présenté  un  modèle  en  plâtre  construit  d'après  les 
données  numériques  calculées  pour  cet  exemple  spécial.       G.  D. 


•^* 
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HEIN^  (E.).  —  Handbucii  der  Kugelfunctionen.  Théorie  und  Anwendun- 
GBN.  Erster  Band.  Zweite  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  Berlin, 
G.  Reimer,  1878;  in-8**,  484  pages. 

La  tliéorie  des  fonctions  sphériques  offre,  dans  sa  partie  élé- 
mentaire, le  sujet  d'études  le  plus  propre  à  intéresser  un  jeune 
géomètre,  à  lui  faire  connaître,  dans  leur  application  à  un  sujet 
intéressant,  les  méthodes  de  Calcul  intégral,  les  fractions  continues 
et  la  théorie  des  séries.  Aussi,  depuis  longtemps,  l'Ouvrage  que 
M.  Heine  a  publié  en  1 861,  et  où  sont  rassemblés  avec  beaucoup 
de  soin  et  beaucoup  d'ordre  tous  les  résultats  de  la  théorie  des  fonc- 
tions sphériques,  était  connu  et  très-apprécié  des  nombreux  géo- 
mètres qui  ont  eu  h  s'occuper  de  ces  fonctions.  Les  méthodes  de 
Legendre,  de  Laplace,  de  Dirichlet,  de  Lamé  et  de  M.  Liouville, 
ainsi  que  celles  qui  sont  propres  à  l'auteur,  j  étaient  exposées 
d'une  manière  très-complète,  et  M.  Heine  avait  réussi  à  composer 
une  monographie  comme  nous  serions  heureux  d'en  avoir  sur  bien 
des  sujets  de  Mathématiques. 

•  Depuis  1 861,  la  théorie  des  fonctions  sphériques  a  reçu  des  ac- 
croissements de  diilérents  côtés  ^  les  beaux  travaux  de  M.  Tcheby- 
chef  et  de  M.  Heine  lui-même  nous  ont  beaucoup  appris  sur  l'ap- 
plication des  fractions  continues  au  Calcul  intégral  ;  ceux  de 
M.  Hermite,  publiés  dans  ces  derniers  temps  sur  le  même  sujet, 
oifrent  à  notre  admiration  les  premières  applications  d'une  Mé- 
thode susceptible  de  nombreuses  conséquences.  D*un  autre  côté, 
les  méthodes  de  Cauchy  ont  commencé  à  pénétrer  dans  la  théorie 
des  fonctions  de  Legendre  et  de  Laplace.  Si  l'on  tient  compte  en 
même  temps  du  nombre  des  Mémoires  qui,  dans  ces  dernières  an- 
nées, sont  venus  accroître  nos  connaissances  sur  les  diilérentes 
parties  de  ce  sujet,  on  reconnaîtra  que  le  Traité  primitif  de 
M.  Heine,  sans  cesser  d'être  utile,  était  devenu  incomplet,  et 
qu'une  nouvelle  édition  de  cet  Ouvrage  devait  contenir  plusieurs 
Chapitres  nouveaux. 

Parmi  les  additions  les  plus  importantes,  nous  citerons  la  théorie 
des  séries  trigonométrlques  (p.  53-64).  L'auteur  l'expose  d'une 
manière  détaillée  en  employant  les  travaux  de  Dirichlet,  Rlemann, 
et  ceux  de  MM.  du  Bois-Reymond,  Canlor,  Ascoli  et  Dini. 
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Un  autre  Chapitre  complémentaire,  très-intéressant,  est  consacré 
à  la  série  hypergéométrique  généralisée,  celle  qui  est  définie  par 
la  formule 

,(..p.,,„i)=.^',;i;-|'(','r;')V 

(._y.)(,_y>H.)(,_y>)(,_yK.) 

(i-7)(i-7')('-7')('-7'*')  ^ 

Ces  additions  et  quelques  autres  sont  distinguées  du  texte  et 
placées  à  la  fin  du  Chapitre  ;  mais  il  y  en  a  un  très-grand  nombre 
qui  font  corps  avec  le  reste  de  l'Ouvrage.  Nous  citerons  les  recher- 
ches de  MM.  Hermite  et  Fuchs  sur  Téquation  de  Lamé,  les  travaux 
de  M.  Heine  sur  le  développement  en  fraction  continue  de  l'inté- 
grale    I  -^— ^ —  •   Le  cinquième  Chapitre  de  l'Ouvrage,  où  on  les 

trouvera  développés,  est  entièrement  consacré  à  la  théorie  des  frac- 
tions continues. 

En  résumé,  l'Ouvrage  de  M.  Heine,  dans  sa  nouvelle  édition, 
rendra  les  plus  grands  et  les  plus  réels  services,  et  nous  en  recom- 
mandons vivement  l'étude  à  tous  ceux  qui  s'occupent  de  la  théorie 
des  fonctions  sphériques.  G.  D.     ' 


MELANGES. 

ESSAI  D'UNE  THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE  DES  POLAIRES  INCLINÉES , 

PtEMl£tE   PAITIE   (suite)  (*); 

Par  ED.  DEWULF, 

Commandant  du  Génie. 

XIV.  La  polaire  inclinée  d*un  point  P  passe  par  ce  point  ^  la 
droite  polaire  de  P  fait  donc  un  angle  a  avec  le  rayon  vecteur  issu 
de  ce  point,  c'est-à-dire  avec  la  droite  qui  joint  P  au  point  infini- 
ment  voisin  de  la  polaire  inclinée.  Donc  : 

(^)  Voir  t.  II,  •»•  série,  p.  41-48. 
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La  tangente  à  la  polaire  inclinée,  au  pôle  P  de  cette  courbe, 
fait  un  angle  égal  à  —  a  av^ec  la  droite  polaire  de  P  par  rapport 

Par  suite,  la  polaire  inclinée  C«  ^  d'un  point  de  C„,  par  rapport  à 
cette  courbe,  la  coupe,  sur  un  angle  — a,  au  pôle  P.  Et  quand 
a  =  o,  la  polaire  inclinée  d'un  point  d'une  courbe,  par  rapport  à 
cette  courbe,  lui  est  tangente  en  ce  point.  Enfin  les  polaires  incli- 
nées CJf''  et  CJ^*  d'un  même  point  P,  par  rapport  à  C„,  se  coupent 
en  P  sous  un  angle  égal  à  a'  —  a. 

Le  théorème  ci-dessus  explique  pourquoi  le  pôle  équivaut  à 
deux  points  pour  la  détermination  d'une  polaire  inclinée  (VII). 

XV.  On  donne  un  faisceau  F„  de  courbes  d'ordre  n  et  une 
droite  d\  chaque  point  D  àe  d  détermine  une  courbe  de  F^  :  quelle 
est  l'enveloppe  de  la  tangente  en  D  à  cette  courbe,  quand  le  point  D 
parcourt  la  droite  r/  ?  La  connaissance  de  cette  courbe  nous  sera 
utile  dans  la  suite. 

Soit  P  un  point  quelconque  du  plan;  ses  premières  polaires  or- 
dinaires, par  rapport  aux  courbes  de  F^y  forment  un  faisceau  F„.| 
projcctif  avec  le  faisceau  F„.  Les  courbes  correspondantes  de  ces 
deux  faisceaux  engendrent  par  leurs  intersections  une  courbe  de 
l'ordre  2/1  —  i,  qui  coupe  la  droite  rf  en  2/1  —  i  points;  la  droite 
qui  joint  le  point  D  à  chacun  de  ces  points  est  une  tangente  au  lieu 
cherché,  qui  est  donc  une  courbe  T  de  la  classe  an  —  i.  Comme 
a/i  —  2  courbes  de  F„  sont  tangentes  à  la  droite  rf,  cette  droite  est 
une  tangente  multiple  de  l'ordre  un — 2  de  la  courbe  F;  cette 
courbe  est  donc  unicursale,  son  genre  p  est  égal  à  o. 

La  droite  d  coupe  F  en  ^[n  —  i)  points  aux  2(71  —  i)  points  de 
contact  et  ne  peut  couper  la  courbe  en  aucun  autre  point ,  car,  si 
elle  la  coupait  en  un  autre  point  M,  ce  point  serait  l'intersection  de 
deux  tangentes  infiniment  voisines,  menées  à  deux  courbes  du 
faisceau  passant  par  ce  point,  ce  qui  est  impossible.  La  courbe  T 
est  donc  de  l'ordre  4('ï  —  i)-  La  connaissance  de  la  classe  et  du 
degré  d'une  courbe  unicursale  sufSt  pour  déterminer  ses  autres 
singularités  ordinaires.  Ainsi  : 

Si  l'on  a  un  faisceau  F„  de  courbes  de  l'ordre  n  et  une  droite  J, 
et  si  l'on  mène  par  chaque  point  de  d  la  tangente  à  la  courbe  du 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  Série,  t.  II.  (Septembre  1878.)     •        26 
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faisceau  déterminée  par  ce  point,  cette  tangente  enveloppe  une 
courbe  unicursale  de  la  classe  an  —  i ,  de  V ordre  4(i  —  i),  dont 
la  droite  d  est  une  tangente  multiple  de  V ordre  i{n —  i),  qui  a 
4  (/î  —  2)  (a/i  —  3  )  points  doubles ^  3  (2 /i  —  3  )  points  de  rebrousse ^ 
ment,  et  qui  n'a  aucun  point  d'inflexion. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  tangentes  en  n  —  i  des  points  de 
rebroussement  passent  par  les  n  —  i  points  de  d  qui  correspon- 
dent  au  point  de  V infini  dans  l'inv^olution  marquée  sur  d  par  F„. 

Si  la  droite  d  passe  par  un  point  O  de  la  base  de  F„,  la  courbe  F 
se  décompose  en  un  point,  le  point  O,  et  une  courbe  de  la  classe 
2/2  —  2,  de  Tordre  ^n  —  6,  dont  la  droite  d  est  une  tangente  mul- 
tiple de  Tordre  2/1  — 3,  et  qui,  par  suite,  est  encore  unicursale,  et 
a  6[n — 2)  points  de  rebroussement  et4('z — 2)  (2/1  —  5)  points 
doubles. 

Enfin,  si  la  droite  d  passe  par  d  points  de  la  base  de  F„,  la 
courbe  T  se  décompose  en  ces  S  points  et  une  courbe  unicursale  de 
la  classe  an  —  i  —  J,  dont  la  droite  d  est  une  tangente  multiplet 
de  r ordre  2/1  —  2  —  J,  de  l'ordre  2(212^ — 2  —  cJ),  et  qui  11 
3(2/1  —  3  —  cJ)  points  de  rebroussement  et 

4(/i  —  2)  (oi/î  —  3)  —  8(/i  —  1)^  +  2^* 
points  doubles, 

XVI.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  : 

Dans  un  faisceau  F^  de  courbes  d' ordre  n^  Hj  o,  in  —  i  courbes 
qui  coupent  une  droite  donnée  sur  un  angle  donné. 

Ce  théorème  parait  être  en  contradiction  avec  un  théorème 
connu  dans  le  cas  où  oc  =  o.  Dans  un  faisceau  F„  il  n'y  a,  en  effet, 
que  2(/2 —  i)  courbes  tangentes  à  une  droite  donnée;  mais  il  faut 
remarquer  qu'il  faut  ajouter  à  ces  courbes  celle  qui  est  déterminée 
par  le  point  à  Tinfini  de  la  droite  pour  avoir  toutes  celles  qui  cou- 
pent la  courbe  sous  un  angle  nul.  En  effet,  cette  courbe  coupe  la 
droite  sous  un  angle  nul,  et  son  asymptote  au  point  à  Tinfini  de  la 
droite  est  parallèle  à  cette  droite  sans  se  confondre  avec  elle. 

C'est  encore  ainsi  que  la  polaire  inclinée  d'un  point  P,  par  rap- 
port à  une  courbe  C„,  coupe  cette  courbe  en  n^  points,  mémo  dans 
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le  cas  où  a  =  o^  mais  alors  n  de  ces  points  sont  à  Tinfini  sur  C», 
et  les  droites  qui  les  joignent  au  point  P  sont  parallèles  aux  asym- 
ptotes de  Ca,  sans  se  confondre  avec  elles. 

XVII.  On  donne  deux  faisceaux  de  courbes  F,,  et  f^^  les  unes 
de  Tordre  /z,  les  autres  de  Tordre  m,  quel  est  Tordre  du  lieu  des 
points  où  une  courbe  du  faisceau  F  coupe  une  courbe  du  faisceau^ 
sous  un  angle  constant  a  ? 

Soient  d  une  droite  quelconque,  D  un  point  d'intersection  de 
cette  droite  avec  le  lieu  cherché,  (3  l'angle  sous  lequel  la  courbe 
de  f^^  déterminée  par  le  point  D,  coupe  la  droite  rf,  la  courbe 
de  F„,  déterminée  par  ce  même  point,  coupera  d  sous  un  angle 
|i-ha.  Ilya  21»  —  I  courbes  du  faisceau  y;„,  qui  coupent  d  sous 
un  angle  |3  aux  points  Aj,  A^  ...,  Atm.i;  il  y  a  pareillement 
2/z  —  I  courbes  du  faisceau  F^  qui  coupent  d  sous  un  angle  (3  +  a 
aux  points  B),  B,,  . . . ,  Bt„_,-,  les  groupes  des  points  A  et  B  forment 
deux  involutions  projectives,  quand  on  fait  varier  /3;  ces  deux  invo- 
lutions  ont  2(772  +/z  —  i)  points  correspondants  communs,  c*est-à- 
dire  qu'il  existe  généralement  2(772  +  71  —  i)  points  delà  droite  d^ 
tels  que,  si  Ton  considère  l'un  d'eux  comme  appartenant  à  Tune 
des  involutions,  il  appartient  aussi  au  groupe  correspondant  de 
Tautre  involution.  Donc  : 

Le  lieu  géométrique  des  points  où  les  courbes  de  deux  faisceaux, 
les  unes  de  l'ordre  n  et  les  autres  de  l'ordre  m,  se  coupent  sur 
un  angle  constant  est  de  l'ordre  2(772  -h  71  —  i). 

On  voit,  comme  plus  haut,  qu'il  faut  diminuer  ce  chiffre  d'une 
unité  quand  on  veut  que  les  courbes  des  deux  faisceaux  soient  tan- 
gentes les  unes  aux  autres,  et  que  Tordre  du  lieu  géométrique  est 
alors  2(772 -h  71  )  —  3. 

En  faisant  772  =  i  dans  le  théorème  précédent,  on  trouve  que  : 

Le  lieu  géométrique  des  pieds  des  obliques  issues  d'un  point  P 
qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  courbes  d'un  faisceau 
d'ordre  n  est  de  l'ordre  271. 

Ce  théorème  peut  s'énoncer  comme  il  suit  ; 

Le  lieu  géométj'ique  des   in  —  i    points  oii  les  courbes  d'un 

26. 
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faisceau  F„  coupent  une  droite  sous  u?i  angle  constant,  quand 
la  droite  tourne  autour  d*un  point  fixe,  est  une  courbe  dtf 
l'ordre  a/i. 

Ou  tombe  sur  des  théorèmes  connus  en  faisant  a  =:  o. 

X\T[I.  Nous  pouvons  maintenant  trouver  combien  il  y  a  de 
courbes  d'un  faisceau  ¥^  qui  coupent  une  courbe  donnée  C«»  sous 
un  angle  constant,  égal  à  a. 

Considérons  la  courbe  C^  comme  appartenant  à  un  faisceau  ^; 
le  lieu  géométrique  r,(^^.„_i)  des  points  où  les  courbes  des  deux 
faisceaux  F„  et^]^  se  coupent  sous  l'angle  a  coupe  la  courbe  C^  eu 
îim(m-i-/i  —  i)  points.  Les  points  de  la  base  du  faisceau  J]^  se 
trouvent  tous  sur  la  courbe  C^  et  sur  la  courbe  rs(«,^.i);  ils 
sont,  par  conséquent,  au  nombre  des  2m(w  -h  w  —  i)  points  d'in- 
tersection de  CCS  deux  courbes.  Soit  M  un  quelconque  des  points 
autres  que  les  points  de  la  base  de y]^^  ce  point,  quel  qu'il  soit,  dé- 
termine toujours  la  même  courbe  C«  du  faisceau  f^^  et  la  courbe 
de  F„  qu'il  détermine  y  coupe  C„,  sous  l'angle  a.  Un  point  de  la 
base  dey]^,,  au  contraire,  ne  détermine  plus  C^î  et  c'est  une  autre 
courbe  qui  y  est  coupée  sous  l'angle  a  par  la  courbe  de  F»  qu'il 
détermine.  Donc  : 

Le  nombre  des  courbes  d'ordre  n  d'un  faisceau  F„  qui  cou- 
pent sur  un  angle  donné  une  courbe  C^  d^ ordre  m  est  égal  à 
m[m-H2(//  —  i)]. 

Si  //  =  I,  nous  tombons  sur  un  théorème  connu. 

Si  a  =  o,  le  nombre  des  points  où  C^  est  coupée  sous  un  angle 
nul  par  les  courbes  de  F„  est  toujours  m  [m  -h  2(«  —  i)]^  mais  on 
voit,  comme  plus  haut,  que  : 

Le  nombre  des  courbes  d'ordre  n  d'un  faisceau,  qui  sont  tan- 
gentes à  une  courbe  d'ordre  m,  est  égal  à  w (m -h  an  —  3  )  ( * ). 

XIX.  Le  théorème  XIV,  rapproché  de  la  construction  de  la 


(')  M.  de  Jonquièrcs  a  démontré  {Comptes  rendus  du  3i  mars  18G4)  que,  dans  un 
système  (/!,  v)  de  courbes  d'ordre  quelconque,  il  existe  m{m ja.  +  y)  de  ces  courbes 
qui  coupent  une  courbe  donnée  de  degré  m  sous  un  angle  donné  de  grandeur  et  de 
sens  de  rotation. 
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^Mroite  qui  porte  les  pôles  des*  polaires  inclinées,  par  rapport  â  une 
^courbe  C„,  qui  passent  par  un  point  fixe  O,  construction  indiquée 

au  n®  VI,  montre  que  cette  droite  est  précisément  la  tangente  en  O 

à  la  polaire  inclinée  de  ce  point. 

Pour  abréger  le  discours,  nous  nommerons  cette  droite  droite 

polaire  inclinée  du  point  O  par  rapport  à  C^\  nous  pouvons  donc 

énoncer  le  théorème  suivant  : 


ri 


La  droite  polaire  inclinée  d'un  point  O,  par  rapport  à  C„,  est 
I  la  tangente  en  O  à  la  polaire  inclinée  de  ce  point  par  rapport  à 
i    la  même  courbe. 


i 


La  droite  polaire  inclinée  du  point  O  coupe  la  polaire  inclinée 
de  ce  point  en  n  —  2  points  différents  de  O  5  ces  points  sont,  avec 
le  point  O,  les  points  polaires  inclinés  de  la  droite.  On  peut  aussi 
déduire  le  théorème  ci-dessus  du  théorème  X. 

XX.  Une  courbe  fondamentale  C„  étant  donnée,  à  une  figure 
formée  de  points  correspond  une  figure  corrélative  formée  des 
droites  polaires  inclinées  et  telle  qu'à  un  point  de  la  première 
figure  correspond,  dans  la  seconde,  une  seule  droite,  et  que  cette 
droite  passe  par  le  point  de  la  première,  et  à  une  figure  formée  de 
droites  correspond  une  figure  formée  des  points  polaires  inclinés, 
telle  qu*à  une  droite  de  la  première  figure  correspond  un  groupe 
de  /i  —  i  points  de  la  seconde  situés  sur  la  droite  de  la  première. 

Quand,  dans  la  première  figure,  une  droite  tourne  autour  d 'un 
point  fixe,  ses  points  polaires  inclinés  y  dans  la  seconde,  parcou- 
rent la  polaire  inclinée  du  point  fixe,  c'est-à-dire  une  courbe  de 
l'ordre  n  qui  passe  par  ce  point. 

C'est  le  corollaire  du  théorème  XIU,  et  nous  allons  voir  que  : 

*Sï  un  point  de  la  première  figure  parcourt  une  droite,  sa  droite 
polaire  inclinée  dans  la  seconde  em^eloppe  une  courbe  unicursale 
de  la  classe  n  dont  la  droite  donnée  est  une  tangente  multiple  de 
l'ordre  n  —  i . 

Eu  edet,  la  droite  polaire  inclinée  d'un  poiut  P  est  la  langente 
en  P  à  la  polaire  inclinée  de  ce  point  (XIX)^  or  Les  poU ires  in- 
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<:liiiv«a  des  poînu  d'une  droite  fonmrnt  on  Taîtccau  ci  r 
de  U  1mm;  de  re  faiïocau  soûl  sur  la  druîu-i  l'enveloppe  chercha 
est  donc  celle  dvs  tatijprntrs  aux  poinU  de  la  droite  donnée  aux  f 
latres  inclinées  détcnuïnéef  {>ar  ces  points,  cl  noas  savons  (XVj 
<|ne  cetU:  en* cluppc  »L  de  la  classe  n  Cl  CM  n  —  t  fois  tangente  à||| 


XXf.  Quand  un  point  P  parcourt  une  ooorbe  de  l'ordre  Jl 
qudle  est  l'enveloppe  de  sa  droite  pdairc  inclina  par  rappi 

Dësi{;nons  par  y  la  clauc  de  eetie  enveloppe  C,  ;  sî  no 
ginons  que  la  drotiv  polaire  îiiclin^e  du  poînl  P  route  sur  C..  elli 
pAXscra  j'  fois  par  un  point  quelconque  M  ;  svs  pnînU  polaires  >•-■ 
ctinés  se  trouveront  donc  j-  fois  sur  la  polaire  inclinée  de  M  et  ne 
pourront  s'v  trouver  plu>  de  y  fois;  eela  veut  dire  que  la  valeur 
de  r  est  égalft  au  nombre  des  points  d'in1rr»ertion  d«  cette  polaire 
iniiinée  ei  dv  la  courbe  donnée  d'ordre  ri';  donc_^  =  nn'.  Ainsi  : 

L'^mvrloppr.    drt   ilroilus  polaire*  inclinces   drj  ftoînfs  d'à 
courte  de  l'ordre  n',  fxir  rapport  à  C.,  est  de  la  clatse  nn'. 

Quand  une  droite  enveloppe  unt  courbe  de  la  classe  m,  quel  e 
l'iMtlre  du  lieu  géométrique  de  ses  points  jwlaires  inclinés  par  rap-  ' 
port  à  Ca?  D'après  le  tliéorcme  \I1I,  cet  ordre  est  nn',  et  nous  pou- 
vons encore  le  démontrer  lomtne  il  suit.  Soient  C,  le  lieu  gêomc- 
Irique  clierché,  x  son  degré.  Supposons  qu'un  point  \  parcoure 
C,;  il  rencontrera  x  fois  une  transversale  quelconque;  sa  droite 
polaire  inclinée  sera  donc  ,r  fois  tangente  à  l'enveloppe  des  droites 
polaires  inclinées  des  points  de  cette  transversale,  qui  est  de  la 
classe  n  (XX);  par  liypothèse,  le  point  X  est  un  point  polaire  in- 
cliné de  la  tangente  à  la  courbe  donnée  de  la  classe  m  :  il  y  .1  donc 
X  tangentes  communes  à  deux  courbes,  l'une  de  la  classe  m,  l'autre 
de  la  classe  n  ;  donc  .r  =  mn. 

XXll.  Reprenons  le  théorème  1\',  que  l'on  peut  démontrer 
comme  il  suit.  U  s'agit  de  faire  voir  que,  par  un  point  M  du  plan, 
il  ne  passe  qu'une  des  polaires  inclinées  du  point  P.  Or  la  droite 
polaire  ordinaire  de  M  par  rapport  à  C.  est  déterminée,  ut,  par 
suite,  l'angle  de  cette  droite  et  de  PM  l'est  aussi.  Il  n'y  a  d'cxcep- 
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lion  que  quand  le  point  M  coïncide  avec  l'un  des  (/i  —  1)?  points 
polaires  ordinaires  de  la  droite  de  Tinfini,  dont  la  droite  polaire  a 
une  direction  indéterminée;  ces  points  appartiennent  donc,  ainsi 
que  le  point  P,  à  la  base  du  faisceau  ;  les»' — [n — i)' — i  =  a(/i  —  i) 
autres  points  de  cette  base  ne  peuvent  être  réels. 

Les  polaires  inclinées  d'un  point  P,  par  rapport  à  une  courbe 
fixe  C„,  formant  un  faisceau,  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  il  y  a 
2(71  —  1)  courbes  de  ce  faisceau  tangentes  à  une  droite,  et  en  par- 
ticulier à  la  droite  de  l'infini.  Donc  : 

Parmi  les  courbes  du  faisceau  des  polaires  inclinées  d'un  point, 
par  rapport  à  une  courbe  fixe,  pour  toutes  les  ^valeurs  de  a^Hy 
a  généralement  i[n  —  1)  qui  ont  une  branche  parabolique. 

Ces  courbes  peuvent  être  imaginaires  \  nous  aurons  à  revenir  sur 
cette  question.  Dans  le  cas  où  ti  =  2  : 

La  base  du  faisceau  des  polaires  inclinées  d'un  point  P,  par 
rapport  à  une  conique  fixe  Cj,  pour  toutes  les  valeurs  de  a^a 
deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires;  et,  parmi  les  courbes 
de  ce  faisceau,  il  y  a  deux  paraboles  réelles  quand  Cj  est  une  el- 
lipse; leurs  axes  sont  parallèles  aux  diagonales  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  axes  de  Cj  \  ces  paraboles  séparent  le 
groupe  des  ellipses  du  faisceau  de  celui  de  ses  hyperboles.  Ces 
deux  paraboles  n  existent  pas  dans  le  cas  ou  C,  est  une  hyperbole 
ou  une  parabole.  Dans  tous  les  cas,  le  faisceau  renferme  une  seule 
hyperbole  équilatère. 

Ce  théorème  peut  être  démontré  directement;  mais,  comme  il 
est  une  conséquence  naturelle  de  l'étude  des  polaires  inclinées  des 
coniques,  nous  renvoyons  pour  sa  démonstration  au  n**  XXVII. 

XXni.  Le  faisceau  des  polaires  inclinées  d'un  point  P,  par 
rapport  à  une  courbe  C„  et  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  marque 
sur  la  droite  de  l'ii^fini  une  involution  du  «**"«  ordre,  et  nous  avons 
vu  (UI)  comment  on  peut  déterminer  un  groupe  de  ces  points; 
nous  allons  présenter  cette  construction  sous  une  forme  un  peu 
(IKrérente,  qui  nous  conduira  à  de  nouvelles  conséquences. 

Supposons  que  l'on  fasse  tourner  un  angle  a  autour  d'un  poiu 
fixe  quelconque;  dans  chacune  de  ses  positions,  ses  côtés  marque- 
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ront  deux  poiiils  I  <.-t  l'sur  \a  droite  de  l'infîni;  et»  points  en^- 
(Iremdeux  pom-tui-llcs  proji'ciivfa  dont  Il-s  points  doubles  ioiigi- 
naircs  sont  les  points  cîn^ulairvs  dfi  ri»(ini  (').  A  un  poiol  I 
eorrcspoodi.>nt  les  n  —  i  poiats  1"  où  la  première  polaire  ordinÙR 
de  I'  cuiipc  la  droite  de  l'infini,  et  à  un  point  l"  ne  comsfmd 
qu'un  seul  point  1' et,  par  suite,  qu'un  seul  point  I.  Quand  1< 
point  l' seconl'oud  avec  \„,  un  des  n  points  n  l'inËnt  de  C,,  unda 
points  I"  se  eonfoud  avee  I',  parce  que  la  première  polaire  onfi- 
naire  d'un  point  d'une  courbe,  jtar  rapport  à  cette  courbe,  pa 
eu  ce  points  donc  le  point  I"  ne  peut  jamais  se  confondre  avec 
point  I  en  un  point  I,,  (juand  a  a  une  valeur  (juplconqiie,  et  1* 
coïncide  avec  I  en  tous  les  |iiiinls  I^  <fuand  a  ;=  o.  Donc  ; 

Les  polaires  inclinées,  par  rapport  à  C„  ne  sont  gènèralemtÊt 
pas  liomothètitfues  avec  C„  e/uand  se  di  une  vuleiir  quelconque^ 
elles  le  sont  toujours  t/iinnd  a  ^  o. 

Si  la  courbe  C„  est  tangente  â  la  droite  de  l'inllnî  eu  un  point  Ij^ 
les  premières  polaires  ordinaires  des  points  de  la  droite  de  l'infiol 
passeur  toutes  par  1)-,  ce  point  est  donc  un  des  (n  —  i)'  points 
Uircs  ordinaires  de  ta  droite  de  l'iulini.  Donc  : 

Quand  C.  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini  en  r  points,  tet 
polaires  inclinées  de  tous  les  points  du  plan  passent  par  ces  z  pointi. 
ifuelle  que  soit  la  valeur  de  a. 

Supposons  mainteuaut  qu'une  des  brandies  de  C.  passe  par  un 
des  poiuta  circulaires  de  l'infuii,  que  nous  désignerons  par  e  el/, 
c'esL-;i-dire  par  un  des  points  doubles  e  des  ponclurlles  projectîvcs  I 
et  I',  Quand  I  se  trouvera  en  «,  les  points  I'  cl  i"  s'y  trouveront 
aussi.  Donc  : 

Quand  C„  passe  p  fois  par  le  point  circulaire  de  l'infini  n  et 
a  fois  par  le  point  f,  las  polaires  inclinées  par  rapport  à  C„  pas- 
seront toutes  pfois  par  e  et  ijfois  par  f. 

XXIV.   11  résulle  plusieurs  conséquences  de  ces  derniers  tliéo- 


laleur  de  a . 

s  peut  plus  mener, 
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If  i-èmes,  cl,  c)uoique  leur  place  soit  plutôt  dans  la  seconde  partie  de 
■  cet  Essai,  uû  il  sera  (jucstion  des  courbes  douées  de  poînis  luuN 
tiples,  nous  allons  les  énoncer  : 

Quand  C„  ptissp  p  fois  par  e  et.  a  fois  par  f,  si  p  +  t7  =  n,  les 
polaires  inclinées  par  rapport  à  C,  sont  komot/iéliques  avec  celte 
courbe,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a. 

Les  polaires  inclinées  par  rapport  à  un  cercle  sont  des  cercles, 
i/uelle  que  soit  la  valeur  de  ec. 

Les  polaires  inclinées  par  rapport  à  une  cubique  circulaire  sont 
des  cubiques  circulaires,  quelle  que  soit  la  x 
Quand  C«  n  f  branches  paraboliques,  on 
l  />ar  un  point  quelconque  P,  que  n*  —  t  droites  qui  coupent  Cg  Si 
I  un  angle  constant. 

Quand  C„  passe  p  fois  par  un  des  points  circulaires  de  l'injini 
I  rt  a  fois  par  l'autre,  on  ne  peut  plus  mener  par  un  point  quel- 
le que  «' —  p  —  T  droites  qui  coupent  C„  sous  un  angle  con- 
Istant  {'). 

Enfin  le  tliéorème  III  peut  être  complété  comme  il  suit  : 

Lu  polaire  inclinée  d'un  point  quelconque  par  rapport  à  une 
m  courbe  C„,  la  plus  générale  de  son  degré,  est  généralement  de 
^l'ordre  n  et  de  la  classe  n';  mais,  si  la  courbe  C,  a  t  branches 
araholiques,  et  si,  en  outre,  elle  passe  p  fois  par  un  des  points 
'rculaires  de  l'infni  et  a  fois  par  L'autre,  la  classe  de  la  polaire 
iclinée  se  réduit  à  «'  —  t  —  p  —  u. 


XXV,  Si  des  différents 
rayons  formant  des  angles  c 


nls   d'une    courbe  C  on  mène  des 
Lanls,  égaux  à  a,  avec  les  langentt-s 
^  C  en  ces  points,  le  lieu  des  intersections  de  ces  rayons  est  la  dé- 
•eloppée  oblique  de  la  courbe  (Aousr,  j4nafyse  infinitésimale  des 
fourbes  planes,  p.  77). 

Quelques-unes  des  propriétés  des  développées  obliques  décou- 
lent naturellement  de  la  théorie  des  polaires  inclinées^  nous  allons 
■es  examiner. 


■uln  moLlioiic,   Cumplti 
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Si    la  pnlaîi-e  ïiiclinûe  d'un  puinl  P  du  plan  de  C,  par  rapiKiii 
û  ccltn   i^ourbu.    la  t^upu  un  deux  points   iarmiincnl  voisins,  !<;         J 
poiiiL  P  nppartirnt  à  la  développées  oblique  de  la  courbe  C.  On 
peut  donc  dire  ; 

La  fiéveloppce  ohUifuc  d'une  courbn  C„  exl  te  lieu  géoinèfri/fiip 
des  points  dont  les  polaires  inclinées  sont  tangentes  à  C,, 

Les  p6les  des  polaire?»  inclinées  tangentes  à  C„  jouent  donc,  dan» 
la  théorie  îles  développées  obliques,  le  rôle  que  jouent  les  centres 
dus  cercles  osculatcurs  dans  celle  des  développées  ordinaires. 

Soient  maintenaai  P  un  point  de  la  développée  oblique  de  C,. 
M  le  point  où  la  polaire  inclinée  de  P  est  tangente  à  C,i  à  un 
point  P  ne  correspond  généralement  qu'un  seul  point  M,  cl  à  un 
point  iM  ne  correspond  qu'un  pôle  P  dont  la  polaire  inclinée  soil 
tangente  en  M  à  C,;  la  courbe  C,  et  sa  développée  oblique  portent 
donc  deux  séries  projectives  de  points,  conioiccela  résulte  aussi  de 
la  première  déUnition  des  développées  obliques.  D'après  on  théo- 
rème de  Clebscli,  il  résulte  f  ' }  de  celte  propriété  que  ; 

Une  courbe  et  sa  déi-ehjjpée  obliifue  sont  Ju  tnt-me  genre. 

Mous  n'a\oiis  fait  jusqu'ici  aucune  liypollièse  sur  la  nature  de  la 
courbe  L,  ;  nous  allons  supposer  maintenant  qu'elle  soit  la  plus 
générale  de  son  degré.  Le  cas  d'une  courbe  quelconque  douée  de 
points  mtUtiples  sera  examiné  dans  la  seconde  partie  de  cet  Essai. 

XXVL  De  ce  qu'on  peut  mener  par  un  point  quelconque  n* 
droites  qui  coupent  la  courbe  C„  sous  un  angle  a,  il  résulte  que  : 

Une  développée  oblique  d'une  courbe  de  l'ordre  n  est  de  la 
classe  n*. 

Les  polaires  inclinées  de  tous  les  points  d'une  droite  forment 
un  faisceau  (V),  et,  parmi  toutes  les  courbes  d'un  faisceau  de 
l'ordre  71,  il  y  en  a  37i(7i  —  i)  qui  sont  tangentes  à  C,  (XVIII); 
donc,  sur  toute  transversale,  il  y  a  3n(n  —  1)  points  dont  les  po- 

(  ']  PrtUimnari  di  nna  ttoria  geomttrica  délie  taperjïcif,  pel  A.  CutiMDM.  Balognr, 
■866,  p.  44. 


V 
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] aires  inclinées  par  rapport  à  C„  sont  tangentes  à  cette  courbe. 
Par  suite  : 

Une  développée  oblique  d'une  courbe  de  l'ordre  n  est  de  l'ordre 
Zn[n  —  i). 

Ck)nnaissant  le  genre  p^  la  classe  n*  et  Tordre  Zn{ti  —  i)  d'une 
développée  oblique  de  C„,  les  formules 

ip' —  1  =  m-¥  r' —  2/t' 

=  //'(/!'- 3)  — 2(rf' 4- r) 
=  m'(m'— 3)--2(r'-+-/'), 

où/?',  «',  in\  /•',  t' y  d\  i'  représentent  le  genre,  Tordre,  la  classe,  le 
nombre  de  points  de  rebroussera  en  t,  celui  des  tangentes  doubles, 
celui  des  points  doubles  et  celui  des  points  d'inflexion  de  la  déve- 
loppée oblique  ('),  nous  donnent 

/'rz:  o,     i^=Zn[in  —  3),     f-=\n[n—i][n[n  4- 1)  —  3], 

rf'zrr  -  [3(/i  -  2)  (3/1»— 5) -+- 2/1], 

et  nous  savons  déjà  que 

n  :=:  ôn[n  —  i  J,     m  z=z  n'     et     p  =/?  = • 

Nous  pouvons  trouver  directement  le  nombre  des  points  de  re- 
broussement  d'une  développée  oblique.  M.  de  Jonquières  a  dé- 
montré, dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences 
de  i866,  qu'il  existe  |/i(/' -{- i)  (a/zi-f- wr  —  3/*)  courbes  C,^ 
d'ordre  /n,  qui  ont  un  contact  d'ordre  /•  avec  une  courbe  fixe  C„ 

d'ordre  /2,  et  qui  passent  en  outre  par  — —  /•  points  donnés. 

En  faisant,  dans  cette  formule,  r  =  2  et  m=.  n^  on  trouve  le 
nombre  Zn[in  —  3)  des  courbes  du  réseau  des  polaires  inclinées 
par  rapport  à  C„,  qui  ont  avec  cette  courbe  un  contact  du  second 


(  '  )  Ces  forniulps,  déduites  de  celles  de  PlCcrer.  sont  données  dans  la  Géométrie  de 
Clkbscii,  yorlesungrn  ûhtr  Géométrie  y  p.  35 1. 


•  Hfr  M.  Clia 
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rloiix  couples  de  diamètres  conjugués  a'h' 

l'A'  et  (i"i*  comptés  dans  le  sens  de  a 
:  les  asymptotes  de  la  polaire 
,1  ■('  et  à  a". 
■  ([ii'il  existe  uue  différence  entre  cette  con- 


i  dans  son  2'raité  des  sections  co- 


u  .iboll 


induit  facilement  à  celui  qui  concerne 


polaires  inclinées  de  tous  les  points 
!•■  suit  la  valeur  de  a,  ont  un  point  commun  à 
■lion  (ii!s  diamètres  de  la  parabole,  et  il  résulte 
"f  mener  far  un  point  P  ^ue  trois  droites  qui 
i/r  sinii  un  angle  donné  (  '  ). 
■  lie  ce  qui  précède  que  : 

'f/;ee  d'un  point  par  rapport  à  Ci  est 
ijueCf 

'  soit  la  nature  de  C,,  la  polaire  in- 
rs  une  hyperbole  équilatère,  dont  les 
lUX  axes  de  C,. 


tjiiclte  t/ti 
\  ttttit  parallèltis 


i"i,  si  Ton  clierclic  le*  couples  de  rayons  d'un  faisceau  eu 
■  l't  qui  font  enlre  eux  un  angle  très-peu  dilTërent  de  90  dc- 
I  iKiuve  ({u'il  T  a  toujours  deux  solutions  et  que  ces  solu- 
>  "ulundent  quand  «  =  90". 
i  l'ncore,  en  partant  du  tracé  par  le  segment  capable,  que  : 


,iiil  lu  l'iihur  fin 


nr  rapport  à  un  cercle  est  un  cercle,  quelle 

fXXlV). 


.Vm.  Nous  savou!!  que  les  polaires  inclinées,  par  rapport 

lies  points  d'une  druîte  d  forment  uu  faisceau.  Les  points  de 

'C  de  ce  faisceau  sont  le  centre  O  de  C,,  les  deux  points  à 

l'Iinî  communs  aux  polaires  inclinées  de  tous  les  poinU  du  plan 

,  Traire  dri  lections  comqaei,  n'  332,  p.  if.S. 
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3s{« — ■)  «oacho  tiag^ilci  »  C..  Or  qdc  (-i>arl>e  igut-li^oaque  de 
e  (III)  en  une  poUûv  oniioaire  d'an  point 
i  da  pôW  de  la  poUîrc  iaclinêc  rt  m 
I  in  In  —  ■;  puïnt5  i  l'infioi  d'une 
e  it  ^f  ■  J  en  a  donc  nn  certain  noailwv  x  qui 
I  piiku  i  )la6ni  doDi  les  pcdaiics  ordi- 
t  à  C^;  nais  te*  polairv»  ordiiuîrvs  des  poinb 
it  k  dnile  4e  rôifin  finaait  on  faiscf-an  d'onirc  n  —  i;  donc 
X  ^  3a(a  —  s),  ci  ki  poiaU  de  conurt  de  la  polaire  ordinaire  et 
4c ^MBt  ki  pMBtS  d'ûdklMta  de  celle  courbe.  Ce  premier  gronpir 
4e  potaU  k  HnCÛ  d*VBe  d£n-Iopprc  ofaliqoe  de  C,  s'obttent  donc 
CK  acssat  pir  ki  ponls  d^atlckion  de  cette  demièrc  courbe  dc< 
draim  *'"™'  aa  a^^  >  ktbc  ka  taagtalea  d'iaBeniB. 

niate3a(j>  —  i)  —  3ii(a — a)  =  3«  antres  pmau  de  k  4éve- 
kfipée  oUiqw  de  C^  >ar  k  droite  de  l'infini,  et,  poar  ors  3a  poi^a, 
k  droite  de  l'infini,  qiû  fiùt  partie  de  knr  polure  ïadia^  doit 
tee  considérée  comme  tangente  à  C^  ;  mais  la  droite  de  llnfini  De 
peut  être  tangente  à  C.  qu'aux  n  points  à  l'infini  de  cette  courbe. 
A  cliacun  de  ces  n  points  correspond  donc  nn  groupe  de  trois  points 
infiniment  voisins  delà  développée  oblique,  situés  sur  la  droite  de 
l'infini;  en  chacun  de  ces  groupes,  la  développée  oblique  a  donc 
deux  tangentes  confondues  avec  la  droite  de  l'infini,  ou,  en  d'antres 
termes,  chacun  de  ces  n  groupes  de  trois  points  est  un  point  de 
rebroussement  de  la  développée  oblique  dont  la  Ungente  de  re- 
bronssement  est  la  droite  de  t'infîni. 

Ainsi,  parmi  Ies3n(a/i  — 3}  points  de  rebroussement  d'une  dé- 
veloppée oblique,  il  y  i;n  a  n  à  l'infini,  et  leur  tangente  de  re- 
broussement est  la  droite  de  l'infini. 

M.  Halphen  est  parvenu  à  ce  résultat  par  une  voie  cutîèremcnt 
dilTércnte,  pour  le  cas  des  développées  ordinaires,  dans  son  3Iè- 
rnoire  titr  U;s  ftoints  singuliers  des  courbes  algébriques,  p.  74- 

\ous  pouvons  observer  que  les  n  points  de  rebroussement  n 
l'infini  d'une  développée  oblique  de  C.  sont  communs  à  loutct^ 
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les  développées  obliques  de  cette  courbe;  ils  se  confondent,  en  par- 
ticulier, avec  les  centres  des  cercles  osculateurs  aux  n  points  à  Tin- 
fini  de  C„. 

Ces  divers  résultats  peuvent  être  réunis  dans  un  seul  énoncé  : 

La  développée  oblique  d 'une courbe  C„ ,  d 'ordre  n^a:  i^n points 
de  rebroussement  à  l' infini  qui  restent  fixes,  quelle  que  soit  la 
^valeur  de  a ^  et  qui  ont  la  droite  de  l'infini  pour  tangente  com- 
mune; 2**  a/i(3/i  —  5)  points  de  rebroussement  à  dislance  finie; 
3®  {^{n  —  i)  tangentes  doubles  confiondues  avec  la  droite  de 
V  infini  ;  ^^  \n[ii — i  )  J^/i  (/z  4- i  ) — 4]  tangentes  doubles  à  dis- 
tance finie;  5**  Zn(n  —  a)  asjmptotes  qui  sont  les  droites  menées 
par  les  points  d' inflexion  de  C„  et  faisant  un  angle  ol  avec  les 
tangentes  d' inflexion. 

Puisque  la  développée  oblique  de  C^  a  \n[îi  —  i )  [/i (w  -h i )  —  3] 
tangentes  doubles,  dont  -^  «(«  —  i)  [n  (/i  -h  i)  —  4]  sont  à  distance 
finie,  on  peut  dire  que  : 

Il  y  a-\n[n  —  i  )  [n  (/i  4-  i  )  —  3]  droites  qui  coupent  C„  en  deux 
points  différents  sous  un  même  angle  donné; 

i/i:;/i-i)[/i(/i-4-i)-4] 

de  ces  droites  sont  à  distance  finie ,  les  autres  sont  à  l*  infini. 
Et,  de  ce  qu'une  développée  oblique  a 

-[3(/î  — 2)(3//'— 5)  4-ti/*] 

points  doubles,  on  conclut  que  : 

Parmi  les  courbes  du  réseau  des  polaires  inclinées  prises  par 
rapport  à  une  courbe  C„  d'ordre  w,  il  y  en  a 

-[3(«  — ^)(3//^-5)  -t-î/i] 

qui  sont  tangentes  à  C„  en  deux  points  différents. 

Ce  nombre  est  bien  celui  que  donne  la  formule  de  M.-Bischolf, 
et  qui  est  démontré  dans  le  Mémoire  de  M.  de»  Jonquières  intitulé  : 
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Théorèmes  généraux  sur  les  courbes  géométriques  planes  [Journal 
de  Lioui^ille,  1861). 

XXYU.  Nous  allons  appliquer  maintenant  quelques-uns  des 
résultats  obtenus  au  cas  où  /z  =  q  . 

La  polaire  inclinée  d*un  point  P,  par  rapport  à  une  conique, 
est  une  conique  passant  par  P.  U  est  facile  de  le  voir  directement. 
Nommons  O  le  centre  de  Cs,  M  un  point  quelconque  de  la  polaire 
inclinée  de  P  :  la  droite  polaire  de  M  doit  faire  un  angle  constant  a 
avec  PM  ^  donc  le  diamètre  conjugué  à  OM  doit  faire  le  même  angle 
constant  a  avec  PM.  Si  nous  désignons  par  M' le  point  d'intersec- 
tion de  ce  diamètre  conjugué  à  OM  avec  PM,  ce  point  M'  devra  se 
trouver  sur  le  segment  capable  de  Tangle  a  décrit  sur  PO.  Une 
fois  ce  segment  décrit,  il  est  facile  de  déduire  de  chacun  de  ses 
points  M'  le  point  M  correspondant  de  la  développée  oblique^  il 
suffit  de  tracer  OM'  et  le  diamètre  conjugué  à  OM',  puis  de  prendre 
Tintersection  M  de  ce  diamètre  conjugué  avec  PM'.  Les  faisceaux 
engendrés  par  les  droites  OM  et  PM  sont  projectifs;  donc  le  point  M 
décrit  une  conique  qui  passe  par  les  points  O  et  P,  et  dont  la  tan- 
gente en  P  est  le  rayon  du  faisceau  P  qui  correspond  au  rayon  OP 
du  faisceau  O,  c'est-à-dire  la  droite  qui  joint  le  point  P  au  point 
d'intersection  avec  le  segment  capable  du  diamètre  de  Cj  conjugué 
à  OP.  On  voit  que  ce  résultat  concorde  avec  l'application  du  théo« 
rème  XIV.  De  même,  la  tangente  en  O  à  la  polaire  inclinée  est  le 
diamètre  de  Ct  conjugué  à  la  tangente  en  O  au  segment  capable. 
On  peut  construire  ainsi  la  polaire  inclinée,  point  par  point,  au 
moyen  du  segment  capable  ou  au  moyen  de  Thexagramme  de 
Pascal . 

On  peut  reconnaître  immédiatement  la  nature  de  la  polaire  in- 
clinée. Soit  I  un  de  ses  points  à  Tinfini  •,  la  direction  PI  fait  un 
angle  a  avec  le  diamètre  conjugué  à  OI^  le  diamètre  OI  et  son 
conjugué  font  donc  entre  eux  un  angle  a,  et  la  polaire  inclinée 
de  P  aura  autant  de  points  à  Tinfini  que  Cj  a  de  couples  de  dia- 
mètres conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  a.  Donc  : 

Si  la  courbe  Cj  est  une  hyperbole  ou  une  parabole,  la  polaire 
inclinée  par  rapport  à  cette  courbe  est  toujours  une  hyperbole. 
Si  Cj  est  une  ellipse,  la  polaire  inclinée  peut  être  une  hyperbole, 
une  parabole  ou  ellipse,  suivant  la  valeur  de  «. 
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Supposons  que  C,  ait  deux  couples  de  diamètres  conjugués  a'V 

et  a^h"  tels  que  les  angles  a!V  et  a^W  comptés  dans  le  sens  de  a 
vers  h  soient  positifs  et  égaux  à  +a  :  les  asymptotes  de  la  polaire 
inclinée  seront  parallèles  à  a'  et  à  a^ , 

On  pourra  remarquer  qu'il  existe  une  différence  entre  cette  con-    ' 
clusion  et  ce  que  dit  M.  Chasles  dans  son  Traité  des  sections  co- 
niques, p.  143,  n®221. 

Le  théorème  précédent  conduit  facilement  à  celui  qui  concerne 
les  coniques  du  n**  XXII. 

On  voit  encore  que  : 

Si  C,  est  une  parabole,  les  polaires  inclinées  de  tous  les  points 
du  plan,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  ont  un  point  commun  à 
l'infini  sur  la  direction  des  diamètres  de  la  parabole,  et  il  résulte 
de  là  qu  on  ne  peut  mener  par  un  point  P  t/ue  trois  droites  qui 
coupent  la  parabole  sous  un  angle  donné  (  *  ). 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  : 

5/  a  =  o,  la  polaire  inclinée  d'un  point  par  rapport  à  Cj  est 
toujours  de  la  même  nature  que  Cj. 

4$i  a  =  90®,  et  quelle  que  soit  la  nature  de  Ct,  la  polaire  in- 
clinée  d'un  point  est  toujouî^s  une  hyperbole  équilatère,  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  Cj. 

En  effet,  si  Ton  cherche  les  couples  de  rayons  d'un  faisceau  en 
involution  qui  font  entre  eux  un  angle  très-peu  différent  de  90  de- 
grés, on  trouve  qu'il  y  a  toujours  deux  solutions  et  que  ces  solu- 
tions se  confondent  quand  a  =  90"*. 

On  voit  encore,  en  partant  du  tracé  par  le  segment  capable,  que  : 

La  polaire  inclinée  par  rapport  à  un  cercle  est  un  cercle,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  a  [  XXIV  ) . 

XXVIII.  Nous  savons  que  les  polaires  inclinées,  par  rapport 
à  Cs,  des  points  d'une  droite  d  forment  un  faisceau.  Les  points  de 
la  base  de  ce  faisceau  sont  le  centre  O  de  C,,  les  deux  points  h 
l'infini  communs  aux  polaires  inclinées  de  tous  les  points  du  plan 


(  '  )  r.iiASLi:s,   Traita  rhs  sections  coniques,  n®  2^2,  p.  '>t\^. 
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et  de  sens  de  rotation  sur  les  tangentes  à  une  courbe  C,„  de  la 
classe  ni  est  le  lieu  des  points  polaires  inclinés,  sous  le  même 
angle,  des  tangentes  de  C„,  par  rapport  à  un  cercle  dont  le 
centre  est  O ,  ou  l'en\feloppe  des  polaires  inclinées  sous  l'angle  a 
des  points  de  C^  par  rapport  à  un  cercle  ayant  son  centre  en  O, 
et  cette  courbe  est  de  l'ordre  aw. 

On  peut  dire  encore  : 

Si  Von  décrit  sur  les  rayons  vecteurs,  menés  d'un  point  fixe  O 
à  tous  les  points  d^une  courbe  C^  de  la  classe  /n,  des  segments 
capables  d'un  angle  constant  a,  la  courbe  enveloppe  de  ces 
cercles  se  confond  avec  le  lieu  des  pieds  des  obliques  abaissées 
sous  un  angle  constant  a  du  point  fxe  O  sur  les  tangentes  «€„,, 
et  cette  enveloppe  est  de  l'ordre  2  m, 

Le  premier  des  théorèmes  XXVIU  nous  donne  encore  ce  cas  par- 
ticulier : 

Quand  le  sommet  d'un  angle  constant  a,  dont  un  côté  tourne 
autour  d^un  point  fxe  O^  glisse  sur  une  courbe  d'ordre  /i,  Vautre 
côté  enveloppe  une  courbe  de  la  classe  2  m. 

On  reconnaît  dans  les  théorèmes  ci-dessus  les  théorèmes  des 
§§  23,  24  et  26  du  Mémoire  précité,  et  Ton  voit  que  nous  démon- 
trons l'identité  des  courbes  des  §§  24  et  26. 

XXX.  Une  développée  oblique  d'une  conique  est  de  la  qua- 
trième classe  du  sixième  ordre;  elle  n'a  pas  de  points  d'inflexion, 
ni  de  brandies  infinies  réelles  ;  elle  a  deux  points  de  rebroussemeut 
k  l'infini,  quatre  points  de  rebroussemeut  à  distance  finie,  deux 
tangentes  doubles  à  distance  finie  et  une  à  l'infini. 

Nous  allons  déterminer  directement  le  nombre  des  points  de 
rebrousscment  d'une  développée  oblique  d'une  conique;  cette  re- 
cherche nous  amènera  à  résoudre  un  problème  de  Géométrie  inté- 
ressant, dont  voici  l'énoncé  : 

On  donne  une  conique  Fj  et  trois  points  fixes  quelconques 
A,  B,  C  ;  par  ces  trois  points  on  peut  toujours  mener  une  conique 
tangente  A  Tj  en  un  point  donné  P  de  cette  courbe.  Cette  conique, 
que  nous  désignerons  par  (ABCP),  coupe  généralement  F,  en  deux 

Bui/.  (iea  Sciences  mntht'ni.y    >•  Série,  t.  II.  (Septembre   1878.)  2^ 
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point»  M  vt  A  (iîlIvrL-iiU  de  P,  et,  pour  qu'ctitr  ait  nn  contact  du 
ftecond  ordiv  ai  ce  T,,  il  fautet  ilsuftit  cjue  la  corde  MA  pass«  eu  P. 
Lt;  problème  d«  savoir  combien  il  y  a,  dans  un  réseau  de  cooiipie* 
circonscrites  à  un  triangle  donné  ABC,  de  courbes  avant  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  conique  dounée  F,,  revient  donc  à 
navoir  combien  de  fuis  la  corde  MN  passera  par  le  point  P,  quand 
on  fera  parcourir  à  celui-ci  la  conique  donnée.  Nous  sommes  con- 
duits ainsi  à  cbcrcbcr  l'cnyL-loppe  de  MA. 

Désignons  par  l  la  tangenle  en  un  point  donné  P  «  F,.  La  co- 
nique foroM^c  par  les  droites  t  et  M\  et  les  coniques  (ABCP)  « 
Tt  sont  circonscrites  à  un  même  quadrilatère  (dont  un  des  côtés  est 
intïnïment  pctiljî  donc,  d'après  le  théorème  de  Desargues,  elles 
marquent  une  involution  sur  une  transversale  quelconque,  elles 
involutions  qu'elles  tracent  sur  dou\  transversales  sont  projectîves. 
Trairons  les  droites  PA  et  PB,  qui  coupent  la  conique  F,  en  A'  et  B' 
et  la  corde  MN  en  M' et  IN";  les  points  P,  M',  A,A'etP,>',  B,  B' 
sont  des  points  correspondants  de  deux  involutions  projectîves,  et, 
comme  le  point  P  est  commun  aux  dcu\  groupes,  les  droites  M'N', 
AB  et  A'B*  concourent  en  un  mênie  point,  c'est-à-dire  que  la 
corde  MN  passe  parle  point  de  concours  des  droites  AB  et  A'B'. 
Nommons  C  l'intersection  de  la  droite  PC  avec  la  coutque  T^  ;  oD 
verra  de  la  même  manière  que  MiV  passe  par  les  points  de  concours 
des  droîU-s  AC  et  A'C,  BC  cL  B'C  Les  triangles  ABC  et  A'B'C 
sont  homologiques,  et  la  corde  IVIN  est  leur  axe  d'bomologîe.  On 
peut  énoncer  le  tbéorème  suivant  : 

Si  Von  projette  d'un  point  P  d'une  conique  F»  trois  points 
fixes  A,  B,  C  en  A',  B',  C  sur  cette  conique,  la  corde  commune 
à  la  conit/ue  Fj  et  à  la  conifjue  circonscrite  au  triangle  ABC  et 
tangente  en  P  «  Fi  est  l'axe  d'/ioinologie  des  triangles  ABC 
et  A'B'C. 

Ceci  posé,  nous  allous  nous  appuyer  sur  les  Icmmcs  suivants  : 
Si  l'on  joint  nn  point  P  d'une  conique  F,  A  deux  points  ilxes  A 
et  B,  la  corde  A'B',  déterminée  par  les  cotés  de  l'angle  APB,  en- 
veloppe une  conique  (A'B')  doublement  tangente  à  F,  aux  points 
où  cette  courbe  est  coupée  par  la  droite  AB  (Pokcelet,  Propriétés 
projectîves,  182a,  p.  a^ôj. 

Réciproquement,  sî  l'on  inèiie  une  tangente  A'B'  à  uue  conique 
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(A'B')  doublemeiit  tangente  à  une  conique  F,  aux  points  où  elle 
est  coupée  par  une  transversale  AB,  un  des  points  diagonaux  du 
quadrilatère  ABA'B'  se  trouve  sur  la  conique  Fj. 

Dans  la  question  qui  nous  occupe,  chacun  des  côtés  du  triangh; 
A'B'C  enveloppe  donc  une  conique  doublement  tangente  à  F,  aux 
points  QC,,  BiB,,  Ai  A„  où  les  côtés  AB,  AC,  BC  du  triangle  ABC 
coupent  F,.  L'axe  d'homologie  de  ces  triangles  est  déterminé  par 
les  intersections  C  de  AB  et  A'B'  et  B^'  de  AC  et  A'C.  Or,  à  un 
point  P  de  F,  correspond  un  seul  point  C  et  un  seul  point  B'';  et, 
si  nous  prenons  un  point  C  de  AB,  on  peut  mener  par  ce  point 
deux  tangentes  à  la  conique  (  A'B'),  et  chacune  de  ces  tangentes 
détermine  un  point  P^  donc,  à  un  point  C  correspondent  deux 
points  B"^  on  voit  de  la  même  manière  qu'à  un  point  B"  corres- 
pondent deux  points  C.  Donc  la  droite  B''C"  enveloppe  une  courbe 
de  la  quatrième  classe.  Ainsi  V enveloppe  cherchée  est  de  la  qua- 
trième classe. 

Quand  le  point  C  de  AB  se  confond  avec  le  point  A,  il  y  a  deux 
points  B'^sur  AC^  cette  dernière  droite  est  donc  doublement  tan- 
gente à  la  courbe;  on  verrait  de  même  que  les  côtés  AB  et  AC  sont 
doublement  tangents  à  la  courbe;  donc  les  trois  côtés  du  triangle 
ABC  sont  doublement  tangents  à  Venv'eloppe,  11  résidte  de  là  que 
cette  courbe  est  unicursale  ou  que  son  genre  p  est  nul.  Les  for- 
mules que  nous  avons  données  au  numéro  XXVI  nous  apprennent 
que  la  courbe  a  six  points  de  rebroussement,  quatre  points  doubles, 
et  qu'elle  n'a  aucun  point  d'inflexion. 

Remarquons,  en  passant,  que  cette  courbe  a  les  mêmes  singu- 
larités ordinaires  qu'une  développée  oblique  de  conique;  comme; 
cette  remarque  peut  conduire  à  d'autres  investigations,  nous  allons 
l'énoncer  nettement  :  Le  lieu  géométrique  des  points  dont  les  po- 
laires inclinées  y  par  rapport  à  une  conique  C,,  sont  tangentes 
«  Cj,  et  r enveloppe  des  cordes  communes  à  ces  courbes  et  à  C,, 
sont  des  courbes  douées  des  mêmes  singularités. 

Quand  le  point  Q"  de  AB  vient  en  Cj  (un  des  points  d'intersec- 
tion de  AB  et  de  Fj  ),  les  deux  tangentes  à  la  conique  (A'B')  issues 
de  C"  se  confondent  en  une  seule,  les  deux  points  P  correspon- 
dants se  confondent  aussi  en  Cj,  et  les  deux  axes  d'homologie  cor- 
respondants sont  inûniment  voisins  ou  coïncident  avec  la  tangente* 
rn  C|  à  r,.  Doue  les  tangentes  à  F,  aux  six  points  d'intersection. 
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Les  théories  dynamiques  présentent  deux  classes  de  problèinc^s 
très-inégalement  difficiles.  On  peut  se  donner  le  mouvement  d'un 
système  et  calculer  les  forces,  ou  définir  les  forces  et  chercher  le 
mouvement.  Les  problèmes  de  la  première  classe  sont  résolus  par 
des  formules  élémentaires  et  classiques;  ceux  de  la  seconde,  au 
contraire,  mettent  en  jeu  Thabileté  du  géomètre,  et  leur  solution, 
quand  on  peut  l'obtenir,  est  souvent  difficile  et  compliquée. 

La  remarque  dont  M.  Boussinesq  croit  pouvoir  tirer  des  consé- 
quences relatives  à  Texistence  de  la  vie  et  à  la  liberté  morale 
consiste  en  ce  que  la  seconde  classe  de  problèmes  présente  quel- 
quefois, pour  des  circonstances  exactement  définies,  plusieurs  solu- 
tions distinctes. 

Commençons  par  exposer,  sur  les  exemples  mêmes  choisis  par 
Tauteur,  mais  en  écartant  les  formules  inutiles,  ce  paradoxe  depuis 
longtemps  connu  : 

Supposons  un  point  matériel  placé,  sous  Tinfluence  de  forces 
données,  dans  une  position  d'équilibre  instable.  Il  sera,  si  l'on 
veut,  sollicité  par  la  pesanteur  et  posé  sans  vitesse  au  sommet  d'une 
courbe  infiniment  polie,  ou  attiré  vers  deux  centres  fixes  et  situé, 
sur  la  ligne  qui  les  joint,  dans  la  position  précise  pour  laquelle 
les  deux  attractions  égales  et  contraires  se  détruisent  mutuellement. 

Un  tel  point,  d'après  les  lois  incontestées  de  la  Statique,  de- 
meurera en  équilibre  ;  mais  une  force ,  si  petite  qu'on  veuille  la 
supposer,  procurera  un  mouvement  qui  ne  cessera  plus,  et,  si  Ton 
cherche  par  le  calcul  la  plus  petite  force  capable  d'un  tel  effet,  on 
trouvera  qu'elle  est  rigoureusement  nulle.  Comme  il  semble  évident 
qu'un  point  matériel,  sans  que  rien  soit  changé  pour  lui,  peut 
indifféreminent  être  ou  n'être  pas  sollicité  par  une  force  nulle,  il 
peut,  indilleremment  aussi,  sans  que  les  conditions  du  problème 
soient  changées,  rester  en  place  indéfiniment  ou  partir,  à  telle 
époque  que  l'on  voudra,  pour  suivre  une  route  connue  suivant  une 
loi  déterminée. 

On  peut  compliquer  ce  paradoxe,  sans  y  rien  changer  d'essentiel, 
en  supposant  le  point  placé  dans  des  conditions  aisées  à  préciser 
et  telles  que,  sous  l'influence  de  forces  désignées,  il  parvienne  sans 
vitesse  à  la  position  d'équilibre  instable.  Arrivé  là,  il  pourra  satis- 
faire aux  lois  du  mouvement,  soit  en  restant  en  place  indéfiniment, 
soit  en  poursuivant  sa  route  avec  une  vitesse  initiale  nulle,  soit 
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enfin  en  faisant,  dans  la  position  d'équilibre,  une  station  aussi 
longue  ou  aussi  courte  qu'on  le  voudra,  avant  de  reprendre  son 
mouvement  pour  le  continuer  indéfiniment^  la  théorie  exprime  par 
les  mêmes  formules  les  forces  nécessaires  à  la  réalisation  de  Tune 
ou  de  l'autre  hypothèse. 

En  étudiant  les  eifets  des  forces  nommées  par  Newton  centri- 
pèteSy  c'est-à-dire  dirigées  vers  un  centre  fixe  et  variant  suivant 
une  loi  donnée  en  fonction  de  la  distance,  on  a  remarqué  depuis 
longtemps  la  possibilité  d'étudier  la  loi  des  distances  du  point 
mobile  au  centre  en  laissant  de  côté,  pour  la  déterminer  par  un 
calcul  distinct,  la  rotation  du  rayon  vecteur.  La  recherche  de  la 
distance  se  confond  alors  avec  celle  d'un  mouvement  rectiligne,  et, 
d'après  les  remarques  précédentes,  on  peut  préparer  l'énoncé  de 
telle  sorte  que  ce  mouvement  fictif  conduise  à  une  position  d'équi- 
libre instable.  Le  point  pourra  donc,  sans  cesser  d'obéir  aux  for- 
mules, s'arrêter  en  cette  position,  y  rester  pendant  un  temps  arbi- 
traire, et  repartir  ensuite  pour  continuer  les  oscillations.  Le  point 
réel  dont  il  sert  à  étudier  le  mouvement  pourra,  par  conséquent, 
tout  en  respectant  aussi  les  formules,  se  mouvoir  sur  un  cercle  qui 
correspond  au  cas  où  la , distance  au  centre  reste  constante,  et 
quitter  ce  cercle  à  un  instant  quelconque  pour  suivre  une  courbe 
très-différente,  qui  lui  est  osculatrice  au  point  de  départ.  La  force 
nécessaire  pour  substituer  un  de  ces  mouvements  à  l'autre  est  égale 
à  zéro,  et  le  temps  de  son  action  est  nul.  Les  formules,  tout  au 
moins,  le  disent  formellement.  Tels  sont  les  exemples  allégués  par 
M.  Boussinesq^  ils  prouvent,  ce  qui  est  depuis  longtemps  connu, 
que  les  équations  différentielles  du  mouvement  peuvent  avoir, 
dans  des  conditions  précises  et  déterminées»,  deux  solutions  diffé- 
rentes. 

Qu'en  a-t-on  conclu  jusqu'ici?  Rien  de  bien  grave  assurément. 
La  Mécanique  n'en  semble  nullement  troublée,  et  la  Science  de 
l'àme  n'en  a  tiré  aucun  profit.  Deux  corps  identiques,  placés  dans 
des  conditions  identiques,  n'en  prennent  pas  moins,  sans  hésiter 
jamais,  des  mouvements  complètement  identiques,  et  le  mystère  de 
l'àme  immatérielle  reste  impénétrable.  Mais,  dira-t-on,  si  les  équa- 
tions permettent  deux  routes  distinctes,  comment  le  point  choi- 
sira-t-il?  Un  tel  choix  peut  embarrasser  l'écolier  qui,  après  avoir 
appris  la  règle,  reçoit  la  tache  de  l'appliquer;  mais  Tcxistenre  des 

28. 
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dsBl  nJntîoB»  BOnt»R  n  difmoiilre  â  «ou  maître  ijuc  In  Çarmih 
Mmt  dana  ce  eu  inrafliiniitcs  et  incomplt^tet,  t!t  qu'il  faut  se  pda 
ds  1m  tubtUtaer  k  la  nature  «au»  y  adinellrr  aucuac  distincth». 
QaoiqtH  la Bl^uniqni^  Ni>it,  t^utic  Ii>s  Sciences  pbvsiqucs,  la  plu 
approchante  de  la  vëriti-,  vWv  n'y  atu-iiit  jms  en  louir  rigueur. 
PoÛqoe  le*  !<»■  ex[«îm^e&  par  les  éc]uauons  jicrmcttcut  deux  romn 
diflérentMi  lonqae  le»  luis  physiques  n'eu  peuvent  réaliser  qu'une. 
elles  en  aont,  de  nécessité,  distïnclcs.  La  plus  putitc  altéraiioa  da 
fumolea  pent,  anaiî  liîuu  que  la  plus  petite  force,  faire  diqa- 
raltre  l'ambiguïté. 

Or  il  n'ett  ni  démonlrti,  uï  d«5monirablp,  uî  vraieemblabie,  ai 
pouible,niTraiparc(iii.M'i]uent,  t|ueles<^'(]uatîonBdi;  la  Oynatniqui: 
titatt  objectiretnent  ta  rigueur  absolue  des  tliéorèmes  d'Eudiilc. 
L'édi6ce  ne  peut  être  plus  solide  cl  plus  ferme  «jue  les  fondcmenu,  , 
et  tout  esprit  rigoar<-Lix  ei  sdvcrc,  s'il  veut  suivre  par  ordre  li 
dénunutration  des  principes,  ne  uiantjucra  pas  d'y  apercevoir  pli» 
d'une  abstraction  irréalisable  dans  la  rigueur  mathématique.  Oa 
fjl^pose,  par  exemple,  la  continuité  dans  la  variation  d'une  forer. 
0tt  admettant  qu'elle  ue  conserve,  pendant  un  temps  si  court  (ju'il 
•oit,  ni  la  mime  intensité  ni  la  même  direction.  Jl  n'en  peut  être 
ainsi  :  tonte  tentative  pour  imaginer  le  mécanisme  des  actioot 
exercées  conduit  i  supposer  des  imiiulsions  successives  et  discon- 
tinues dont  la  durée  ne  saurait  être  nulle.  Qu'elle  siit  celle  de  la 
vibration  d'une  molécule  d'éther  ou,  si  l'on  veut,  mille  milliards 
de  fois  plus  petite  encore,  les  lois  admises  seront  altérées,  sans 
devenir  fausses  ou  incertaines,  précisément  comme  on  altérerait  im 
cercle  en  lui  substituant  un  polygone  régulier  de  cent  millions  de 
eûtes.  Les  solutions  multiples  disparaissent  alors  ;  avec  elles  s'éva- 
nouissent la  nécessité  d'un  choix  librement  exercé  par  une  molécule 
indécise,  et  la  pensée  ^u'il  puisse  exister  du  contingent  dans  les 
etTets  sans  qu'il  sans  rencontre  dans  les  causes. 

Des  difficultés  analogues  ont  été  signalées  déjà  daus  l'étude  des 
corps  solides  et  très-aisément  expliquées.  Quand  une  table  rigide 
et  pesante  repose  par  plus  de  trois  pieds  sur  un  sol  parfaitement 
dur,  l'elfort  supporté  par  chaque  pied  est  indéterminé.  Le  calcul 
l'affirme,  mais  ni  les  physiciens  ni  les  géomètres  ne  l'ont  cru  im 
instant;  ils  se  sont  bien  gardés  surtout  de  supposer  à  chaque  pied 
la  faculté  de  choisir,  en  lui  prêtant  une  volonté  devenue  indispen- 
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sable.  Personne,  malgré  l'exemple  récemment  donné,  n*y  songera 
à  l'avenir.  On  sait  depuis  longtemps  qu'il  n'existe  pas  de  corps 
durs  et  que  cette  fausse  supposition  produit  toute  l'indétermina- 
tion. 

M.  Boussinesq,  intrépidement  confiant  dans  les  formules,  pense 
que  la  matière  inerte  resterait  embarrassée  comme  elles  quand  les 
équations  différentielles  refusent  de  prononcer^  rien  ne  pouvant 
alors  contraindre  le  point  matériel,  il  devient  libre,  et,  pour  déter- 
miner son  choix,  une  volonté  est  nécessaire  :  il  n'en  faut  pas  davan- 
tage pour  la  faire  naître  et  pour  classer  la  molécule  inerte  parmi 
les  êtres  vivants. 

M.  Janet,  dans  son  Rapport,  regrette  que  son  incompétence  dans 
les  Sciences  mathématiques  ne  lui  permette  pas  de  suivre  le  déve- 
loppement du  principe  dans  les  démonstrations  qu'en  donne  l'au- 
teur. Notre  savant  confrère  n'a  rien  à  regretter*,  les  formules  de 
M.  Boussinesq  ne  démontrent  rien  au  delà  des  explications  précé- 
dentes. Après  avoir  rencontré,  dans  le  cas  d'un  point  isolé,  la  dif- 
ficulté que  j'ai  signalée,  l'auteur,  sans  le  rendre  certain  par  aucune 
preuve  ni  vraisemblable  par  aucune  explication,  sans  indiquer 
comment  et  par  quelle  voie  on  pourrait  les  rencontrer,  conclut 
qu'il  se  pourrait  que  des  systèmes  existassent  où  les  difficultés,  au 
lieu  de  se  produire  une  fois,  se  renouvellent  incessamment,  en 
laissant  un  nombre  immense  de  fois  un  nombre  immense  de  voies 
possibles  ;  et  aussitôt,  par  une  assimilation  téméraire,  sans  appro- 
fondir ni  esquisser  les  différences  essentielles  entre  une  telle  ma- 
chine et  un  corps  organisé,  il  fait  de  cette  indétermination  le  carac- 
tère nécessaire  des  êtres  vivants,  la  condition  d'existence  d'une 
volonté  libre  et  la  définition  suffisante  de  la  vie. 

L'étude  des  équations  introduites  dans  le  Mémoire  n'aurait  donc 
rien  appris  au  savant  rapporteur.  Mais  cela  importe  peu,  car,  au 
cas  même  ou  la  partie  mathématique,  au  lieu  de  s'arrêter  au  seuil 
du  problème,  aurait  été  traitée  avec  un  plein  succès,  et  où  l'auteur 
prouverait  qu'il  a  deviné  juste  en  admettant  l'existence  des  sys- 
tèmes mécaniques  dont,  sans  chercher  la  connaissance  pleine  et 
distincte,  il  imagine  les  propriétés  singulières,  la  thèse  philoso- 
phique n'aurait  rien  à  y  gagner.  La  difficulté  devant  laquelle  les 
philosophes  s'inclinent  et  reculent,  sans  entrevoir  de  solution 
plausible,  est  l'action  de  l'âme  sur  le  corps.  Par  quel  miracle  per- 
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pétuel,  en  efTet,  rame  immatérielle  et  distincte  du  corps  peut-elle 
produire  ou  troubler  le  mouvement  de  la  matière  et  faire  naître 
une  force  physique?  Quand  les  formules  de  la  Mécanique  assignent 
zéro  pour  valeur  numérique  de  cette  force,  s'il  fallait  en  conclure 
qu'elle  est  un  pur  rien  et  que,  n'ayant  aucun  rôle  à  jouer,  elle 
peut  disparaître  sans  que  rien  soit  changé,  Tàme  n'ayant  plus  à 
agir  sur  le  corps,  la  difficulté,  sans  être  résolue,  serait  supprimée. 
Il  n'en  est  pas  ainsi  :  un  eilet  reste  nécessaire,  et  le  point,  sans  lui, 
ne  suivrait  pas  la  route  qu'avec  lui  il  suit  réellement.  C'est  donc 
bien  une  force  qui  doit  naître  dans  la  propre  et  étroite  signification 
du  mot;  c'est  une  force  seulement  dont  l'existence,  d'après  les 
saines  notions  de  Mécanique,  serait  contradictoire  :  cela  ne  diminue 
en  rien  la  difficulté.  L'auteur  lui-même  abandonne  d'ailleurs  la 
distinction  entre  la  force  nulle  et  la  force  mesurable  au  dynamo- 
mètre, quand  a  le  bon  sens  »  le  porte  à  penser  (p.  107)  <c  que  la 
nature  ne  distingue  pas  des  circonstances  dont  il  a  parlé  celles  qui 
n'en  dillèrent  qu'au  point  de  vue  abstrait,  c'est-à-dire  suffisam- 
ment peu  analytiquement,  pour  pouvoir  être  qualifiées  de  physi- 
quement pareilles,  ou  pour  que  l'application  de  forces  supplémen- 
taires fictwes,  extrêmement  petites  pour  le  géomètre,  mais  en 
réalité  dépourvues  de  toute  valeur  objective,  y  rendît  les  bifurca- 
tions possibles  mathématiquement  ».  En  termes  plus  simples,  la 
force  nulle  peut  être  remplacée  par  une  force  extrêmement  petite 
sans  rien  changer  aux  conclusions;  or  la  difficulté  philosophique 
est  aussi  grande  pour  la  cent  millième  partie  d'un  cent  millionième 
de  milligramme  que  pour  une  force  d'un  kilogramme. 

Non-seulement  l'auteur,  en  supposant  chez  les  êtres  vivants  des 
conditions  mécaniques  que  rien  ne  démontre  et  ne  rend  plausibles, 
propose  pour  les  forces  vitales  l'explication  que  Ton  vient  d'indi- 
quer, mais,  allant  beaucoup  plus  loin  encore,  il  place  dans  l'exis- 
tence des  solutions  multiples  des  équations  du  mouvement  la 
condition  suffisante  de  la  vie  et  l'origine  d'un  principe  directeur 
capable  de  volonté  et  de  choix. 

11  n'y  a  pas  ici  de  malentendu;  l'auteur  reproduit  son  assertion 
avec  trop  d'insistance  pour  que  le  doute  soit  possible.  «  Un  être 
animé  »,  dit-il  (p.  4o))  (c  serait,  par  conséquent,  celui  dont  les 
équations  du  mouvement  admettraient  des  intégrales  singulières 
provoquant,  à  des  intervalles  très-rapprochés  ou  même  d'une  ma- 
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nière  continue  par  riudéterinination  qu'elles  feraient  naître,  Tin- 
terventîon  d'un  principe  directeur  spécial 

j)  Le  jeu  habituellement  trop  étroit  des  lois  du  mouvement  Tem- 
pècherait  (ce  principe  directeur)  de  se  manifester  dans  d'autres  cas, 
c'est-à-dire  dans  les  corps  privés  de  vie.  » 

Cela  est  très-clair  :  c'est  le  jeu  habituellement  trop  étroit  des 
lois  du  mouvement  qui  empêche  le  principe  directeur  d'intervenir 
chez  les  corps  privés  de  vie.  11  ne  manquerait  pas  de  prendre  nais- 
sance dans  les  cas  exceptionnels  où  le  jeu  de  ces  forces  remplirait 
les  conditions  déclarées  possibles,  mais  habituellement  irréalisées. 

Nous  lisons,  en  effet,  page  1 13  :  «  La  définition  que  je  donne  de 
la  vie  présente  l'avantage  de  rattacher  ce  mode  supérieur  d'exis- 
tence à  des  conditions  géométriques  précises.  De  plus,  elle  dégage 
ou  met  en  relief  l'élément  essentiel  de  l'opinion  commune  que  s'en 
forment  les  honunes,  et  qui  consiste  dans  l'idée  d'un  principe  d'ac- 
tion non  évaluable  à  la  manière  des  forces  mécaniques.  Et  elle  ne 
me  parait  pas  en  désaccord  avec  les  notions  qu'en  proposent  les 
naturalistes,  les  philosophes  et  les  théologiens,  qui  tous  admettent 
que  la  vie  jaillît  inévitablement,  que  Vdme  n'est  jamais  refusée 
quand  se  réalisent  certaines  conditions  matérielles  très-déter- 
minées.   » 

L'auteur  d'une  telle  déclaration,  ayant  longuement  défini  les 
conditions  toutes  géométriques  et  mécaniques  dont  il  parle,  devrait 
en  conclure  la  possibilité  de  la  génération  spontanée.  Il  estime 
cependant  qu'on  n'a  probablement  pas  à  craindre  d'ouvrir  la  porte 
à  une  telle  doctrine,  parce  que  les  circonstances  d'état  initial  com- 
patibles (c  avec  l'existence  de  solutions  singulières  paraissent  assez 
spéciales  pour  n'avoir  qu'une  probabilité  pratiquement  nulle  de  se 
produire  fortuitement.  Elles  sont  peut-être  »,  dit-il,  «  aussi  impos- 
sibles à  réaliser  d'une  manière  artificielle,  sinon  plus,  qu'il  est  de 
faire  tenir  sans  appui  un  cône  sur  la  pointe  ». 

Il  serait  superfiu  de  multiplier  les  citations.  L'auteur  croit  avoir 
démontré  que,  dans  les  conditions  initiales  où  les  équations  du 
mouvement  d'un  système  présentent  des  solutions  multiples,  Tàme, 
qui  n'est  jamais  refusée  quand  se  réalisent  certaines  conditions,  ne 
manquerait  pas  pour  diriger  la  machine.  La  probabilité  d'une  telle 
rcmoutre  est,  il  est  vrai,  à  ses  yeux  pratiquement  nulle,  mais 
il  la  croit,  inétapliysiquement  possible,  et  cela  seul  nous  intéresse. 
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Expliquera  qui  pourra  comment  Fauteur,  parlant  toujours  de 
la  même  force  directrice  et  des  mêmes  conditions,   a  pu  écrire 

(p-40-  ^  ^ 

c(  Je  n'ai  pas  besoin  de  faire  observer  que  Texisteiice  de  ces 
conditions  n'aurait  nullement  pour  effet  de  dicter  à  la  volonlésoii 
choix.  Leur  réalisation  la  mettrait,  au  contraire,  en  pleine  posses- 
sion d'elle* même,  en  état  de  s'abstenir  ou  d'agir  à  sa  guise,  n 

Agir  à  sa  guise,  c'est  bien  la  thèse  que  j'ai  youIu  faire  connaître*, 
mais  s'abstenir  !  nullement,  cela  ne  se  peut.  Imaginez,  en  effet,  le 
point  placé  dans  les  conditions  indiquées;  il  approche  de  la  position 
critique,  deux  routes  sont  possibles,  les  équations  difierentieUes  ne 
prescrivent  rien,  la  puissance  directrice  s'abstient,  le  temps  presse 
cependant  :  que  va-t-il  arriver?  J.   B. 


A.iEKC'&EBl)  (H.). — IlnTerpiiposaHic  Auct^^^^P^^Hi^iajibHiaxi»  ypai- 
Heniu.  BuaycRi)  I-n.  —  MocKsa,   1878  (*). 

(Analyse  faite  par  l'auteur.) 

L'Ouvrage  que  je  viens  de  publier  sous  ce  titre  forme  la  suite  du 
Calcul  intégral,  dont  le  premier  volume  a  paru  en  1873.  Le  Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques  (*)  a  fait  une  exposition  détail- 
lée du  contenu  de  vx".  premier  volume,  en  approuvant  rentreprist» 
et  en  faisant  des  vœux  pour  sa  continuation. 

Le  présent  volume  contient  la  théorie  de  l'intégration  des  équa- 
tions dilïérentielles  ordinaires*,  il  est  divisé  en  onze  Cliapitres  : 

Chapitre  /  (p.  i).  —  Définition  des  équations  dilFérentielles,  de 
Tintégrale  générale  et  particulière;  le  nombre  d'intégrales  pre- 
mières d'une  équation  du  w'*^""^  ordre.  Existence  de  Tintégrale 
d'une  équation  dilïérentiellc. 

Chapitre  II  {p.  25).  —  Intégration  des  équations  dillercntielles 


(')  N.  Alf.xéief,  Intégration  Jes  équations  différentielles^  !'•  livraison;   i   vol.  grand 
in-H",  vi-3i'2  pages.  Moscou,  i87«. 


(*;  Voir  Bulletin,  t.  X,  p.  i6s. 
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du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  Séparation  des  variables 
dans  une  équation  différentielle.  Intégration  des  équations  homo- 
gènes^ intégration  d'une  équation  linéaire.  Intégration  des  équa- 
tions différentielles  exactes. 

Chapitre  III  [f,  4a)« —  Intégration  des  équations  différentielles 
du  premier  degré  et  du  premier  ordre  au  moyen  d'un  facteur. 

Dans  ce  Chapitre  (p.  60,  §  33),  je  trouve  les  conditions  néces- 
saires pour  que  le  premier  membre  de  Téquation 

divisé  par 


dy  \dx       dy  !  dx 

soit  une  différentielle  exacte.  Ces  conditions  sont 

^«N_  </«N        rf«M_  rf'M       d^m  _         d*M_ 

djr*  '         dxdy        dy^  '         dxdy       dj^  '       dx^ 

On  voit  que  l'expression  du  diviseur  est  admissible  lorsque  M 
et  N  sont  des  fonctions  linéaires  de  x  et  de  j^  et  que  la  même 
forme  du  diviseur  peut  être  employée  pour  l'équation  de  Jacobi. 
Cette  remarque  donne  le  moyen  d'intégrer  l'équation  de  Jacobi  en 
formant  le  diviseur  d'après  les  coefficients  donnés. 

Chapitre  IV  (p.  71).  —  Intégration  des  équations  implicites 
du  premier  ordre. 

En  différentiant  Téquation  du  premier  ordre,  qui  n'est  pas  du 
premier  degré  ei  qui  peut  être  mise  sous  la  forme  j^  =y (x,  y'\ovL 
a  une  équation  de  premier  degré  par  rapport  aux  variables  x 
et  j'  : 

^        dx       dy  dx 
Le  facteur  X   qui  la  rend  intégrable,  est  défini  par  l'équation 

'^  dy  dx      \dx      ^)  d/ 
Si  l'on  suppose  que  ce  facteur  soit  fonction  de  x  seul,  on  a 

'-^y  d^^ 


4o2  PREMIÈRE  PARTIE. 

La  condition  nécessaire  pour  que  cela  ait  lieu  est  que  f  soit  fonc- 
tion linéaire  de^^  Donc  les  équations  diflérentielles  linéaires  sont 
les  seules  qui  admettent  un  facteur  fonction  de  x  seul. 
Si  Ton  suppose  que  X  soit  fonction  dejy'  seul,  on  a 


^  -  \dx      ^')  df 


La  condition  nécessaire  est  que  f  soit  une  fonction  linéaire  par 

rapport  à  x.  Pour  l'équation 

r  tir 

jr  =  x.fy  -h^jr\     on  a     l^e^f^-y. 

L'équation  de  Clairaut  fait  exception  à  cette  règle. 
Si,  en  revenant  à  Téquation 

y  =  £  +  I^^, 

dx       df'  dx 
on  cherche  les  conditions  pour  que  cette  équation  ait  un  facteur 
qui  soit  fonction  homogène  de  x  et  de  y\  on  a,  en  posant  ^  =  u 

et  A  =x"6ii^  où  l'exposant  n  et  la  forme  de  la  fonction  6  sont  à 

déterminer, 

/     df        \ 
O'u  \    dx'  J 


-^dx-^^  dy     ""^ 


La  détermination  de  la  fonction  Ou  est  possible  si  la  seconde 
partie  de  Téquation  précédente  est  fonction  de  u  seul,  ce  qui  n'aura 
lieu  que  lorsque  la  fonction /"sera  homogène  et  du  deuxième  degré. 
On  a,  dans  ce  cas. 


En  posant  successivement  /z  =  o  et  /ï  =  i ,  on  trouve  l'intégrale 

dr' 
xe^  */--'y'=:  const. 


J   tf-a.y'  — 


Si  l'équation  dillërentielle  peut  se  réduire  à  la  forme 
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en  la  dilTérentiant,  on  a 


W    y) 


'^^-^^'^^'  =  ''- 


Le  facteur  X,  qui  rend  la  dernière  équation  intégrable,  est  déter- 
miné par  Téquation 


Cette  équation  peut  servir  à  déterminer  X,  si  Ton  suppose  que  X 
soit  fonction  homogène  de  j  et^',  en  posant^'  =  uj^  X  =j".Ou^ 
et  si  Ton  suppose  encore  que  y  soit  fonction  du  rapport  u. 

Par  exemple,  pour  l'équation 

on  a 

Au  §  46,  je  montre  que  l'intégrale  d'une  équation  de  la  forme 
f{oc^y')  =  o  peut  s'exprimer  quelquefois  par  deux  équations,  en 
introduisant  une  variable  définie  par  l'équation  y'  =xO.  En  ellet, 
l'équation  /  (x,  j')  =  o  étant  irrésoluble,  l'équation  y  (x,  x6)  =  o 
peut  avoir  une  solution  x  =  (^{0)\  alors  on  a 


jc=i(f[e),    j=  I ôf$f'e€ie-\-C; 


ces  deux  équations  expriment  par  leur  ensemble  l'intégrale. 

De  même,  en  posant  j'  =yB  dans  une  équation  de  la  forme 
y (j> ,  y)  =  o,  on  peut  trouver  quelquefois  j'  =  (|/((?),  et  alors  l'in- 
tégrale est  exprimée  par  ces  deux  équations 


Chapitre  ^(p.  loi).  —  Sur  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions différentielles. 

Chapitre  f^I {p.  ii3).  —   Equations  différentielles  des  ordres 
supérieurs  au  premier. 


M  rBBVieRE  PARTIE. 

Ao  §  (S,  je  rnooirc  que  l'inlégralioQ  d'une  éqna^n 


/(^•£)=«. 


cja'on  peut  ^rire  comniv  il  suit^flq^p)  =;o,en  posaul  p^  —-, 

1/^  -f-,  pcrut  s'uOectuer  quelquefois  même  dans  le  cas  ou  réqualioii 
prvcëdenle  est  îrrésoluble,  pourvu  qu'on  trouve  des  expressions  de 
p  el  ç  to  foDCtion  d'une  variable  u,  qui  satisfassent  à  l'équaliou 
donnée. 

Par  exemple,  pour  l'équation 

L-D  posant  9  ^  pu,  on  a 


et     ï^ 


3*.' 


Puisque  //  =  ~t  on  a 


■^^'."^i'-J"'' 


Si  l'on  peut  satisfaire  à  l'équation  F{-j-^^  ^j  ï=o   en  posant 


y  =y»,  et  - 


f  ^  (^,  on  a 


11  est  facile  de  .voir  que  ce  procédé  d'intégration  s'applique  dans 
certains  cas  aux  équations 


5 
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Chapitre  VII  (p.  i58).  —  Intégration  des  équations  linéaires. 

Dans  ce  Chapitre,  après  avoir  montré  la  formation  de  l'intégrale 
générale  d'une  équation  sans  second  membre  au  moyen  de  ses 
intégrales  particulières,  on  donne  la  démonstration  du  théorème 
de  Liouville  (Tissot),  et  Ton  déduit  en  général  les  relations  qui 
existent  entre  les  coefficients  de  Téquation  donnée  et  ses  solutions 
particulières  (§82). 

Pour  le  cas  des  coefficients  constants  dans  l'équation 4>  (j)  =  o  (*  ), 
on  sait  que  la  solution  particulière  de  l'équation  4>  (^)  =  V  a  l'ex- 
pression suivante  : 


-m 


i'^Wdx, 


où  fm  =  o  est  l'équation  caractéristique,  et  la  somme  \  se  rap- 
porte à  toutes  les  racines  de  l'équation  précédente.  Mais,  lorsque 
l'équation /m  =  o  a  des  racines  égales,  l'expression  de  x  doit  être 
transformée^  en  vue  de  cette  transformation,  je  donne  une  nou- 
velle démonstration  de  l'expression  de  X,  qui  s'applique  aussi  au 
cas  des  racines  égales  de  l'équation /m  =  o. 
Posons 


gmx  rir-'«'V/ir  =  V,(/w,  x); 


en  diûerentiant  cette  équation  n  fois  de  suite  par  rapport  à  x, 
on  a 

V',    (m,x)=.-iiiV,(m,  a:)-+-V, 

V",    (m,x)  =  m«V,(m,x)-+-mV-+-V', 


\\^^{m,  x)  =  /««Vi(m,  x)  H-  m«~*  V  -f-  /«"-«Y'  -+-...-{-  ¥("'*>. 

En  y  ajoutant  l'identité  V|  (m,  x)  =  \^  (m,  or),  il  est  facile  d'en 
déduire  l'équation  suivante  : 


(')  Dans  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  équations  linéaires,  j'emploie  la  notation  pré- 
cédente, duc  à  M.  Serrct. 


4o6  PREMIÈRE  PARTIE. 

Dans  cette  équation,  les  fonctîonsyi,_i,yj,_2î  •  •  •  ont  la  signitica- 
tîon  que  leur  a  donnée  Lagrange  (Mémoires  de  l'jicadémie  de 
Berlin,  lyyS^  lygi). 

Puisque  Téquation  (Y)  est  une  identité  par  rapport  à  m,  on  a, 
en  la  difTérentiant  k  fois  par  rapport  à  m, 


dm* 


Si  dans  cette  équation  on  pose  successivement  A*  =  o,  ly  . .  .^  k^ 
on  a  les  Ar  +  X  équations 

»=/t— i 


♦  (V,)=/m.V,-h  ^  V(0/,_,_„ 


1=0 


4» 


•  ••••••• •••• I 


En  mettant  a^  au  lieu  de  m,  a;^  étant  une  des  racines  de  Téquation 
fm  =  o,  dont  le  degré  de  multiplicité  est  égal  à  Â'  -f-  î  ,  on  a  les 
équations  suivantes  : 


4» 


(S)=S^"'^--(-)' 


les  sommes  \  s'étendant  de  i  =  o  à  i  =  /i  —  i .  On  aura  un  groupe 

pareil  d'équations  pour  une  autre  racine  a;t/,  dont  le  degré  de  mul- 
tiplicité est  A"'+  I.  En  général,  on  aura  autant  de  groupes  d'équa- 
tions qu'il  y  a  de  racines  différentes  dans  l'équation />;/  =  o. 


■ 
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■ 

w 

n.  IV îï. 

xtur  la  détermination  de  ces  X  les  équations  suivantes.: 

/--.(•* 

■^ii/^_,(ai)+...H^iî/;*j,K]+iî/._,(«4,)+i;,/;_,[„i,}+...=  , 

4TA- 

«*) + >*/;-.("*)  + . . .  +  ij /,-,(«*-)  +  >v/;-,(«*') +. . . = 0 

iî/.(»*)+iv/;("i)-<----+ii'/.(«*'} +!;■/:[«*')+■.. =0 

1  a  ré(|Uatioa  suivante  : 

♦i«^'''""-*r^)™--*(S).=. 

.«v,,..,  +  ..->t(0)_-...]  =  v. 

rroii  l'on  voit  que  la  solution  particulière  a  pour  expression 

(lic'orie  des  déterminants  donne  le  moyen  d'éliminer  les  X  des 
iiimis  (X)  et  de  l'expression  de  X;  alors  on  a,  pour  ladélermî- 
11  de  X,  l'équation 

':->(-*) /i*i.W./,-.M./;-,M.-,/:*'iM.  •■■ 


epiyUâ^'|é^aidsré(piation  suivante: 


<0» 

^^^^^H 

flquatioii  cai'aoléristï(jU(-  : 

/m=^m'— 3™'  + 

[i/n'-lm'— 3/" +  3  =  («  —  ! )*(«-»- !)•(«— a;=» 

/,™  =  .n'— 3m*+6m»-3"i 

-3.    /;.,,  =  5»i'-ijmM-n.™-3.    /;/»=»o»'-* 

/,/,.=m'-3».'4-6m-3, 

/;™=4rf-  çi»,'^  6,           /:«.=iw-* 

/,m=»f'-S/»'+6, 

/>=3ni'-  6™,                      /T^^  6"-« 

/,m  =  m^_3™. 

/>  =  »«—  3,                        /;*«=  a; 

/„»  =  ., -3, 

/;".=  ! . 

/.».=  l, 

/;■»=», 

/,ll)=-ï.     /;|il  =  J, 

/71')=-4. 

/.(-r,=i,      /;(-■)=!., 

/.f 

/.(i)=i,    /;(■]=■. 

/ri.)=-6, 

/.i-il=-5.   /:(— )=-7. 

/.K 

/.(■)=4.    /;(')=-3 

/:(.i=o. 

/,(-l)=:>.       /;i-i)  =  3. 

/.(> 

/.(.]=-»,  /;(.!=-. 

/;t.i=a. 

/,(— 1=4.     /;(-.;=-5, 

/.!■ 

/.(■)=-«.  /;ci=i. 

/;(•)=». 

/.(-i)=-4.  /,'l-')  =  i. 

/,!< 

Les  valeurs  de 

,.    dy,    J'Y,    , 

>,,  -7^>  TTT'   lorsquon  y   posf    snccessivemeDI 

^^_                m  =  l,  —l,  % 

Sonl  faciles  à  calculer;  ce  «ont,  en   général,  des 

^^B               faiicltons  de  x. 

Nous  posei-ons,  pour  abi'éger, 

^^^^^^^-^ 

(il  =  *,     ï,f-i)=,A'.     V,(-.)  =  A",     . 

^^^^m^  Mjh 

),  =  -•      {^ 

\    -a.     /^11j)  -c 

[dm 

/-,-"•    (j™- /,-''• 

Pour  la  détermination  de  la  solution  parlïculièrc,  on  a 


4 
-4 


Chapitre  F"!!!  {p.  aaa).  —  Sur  les  solutions  singulières  des 
équations  d'ordre  supérieur  au  premier.  Propriétés  de  ces  solu- 
tions. 
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Chapitre  IX  (p.  q38).  —  Intégration  des  équations  dont  les 
premiers  membres  sont  des  difTérentielles  exactes.  Intégration  des 
équations  linéaires  au  moyen  d'un  facteur. 

La  théorie  de  l'intégration  des  équations  linéaires  au  moyen 
d'un  facteur  est  pour  la  première  fois  introduite  dans  un  cours. 
Cette  théorie  est  fondée  sur  les  théorèmes  donnés  par  Euler.  Je  ne 
puis  pas  la  donner  ici  in  extenso;  l'exposition  succincte  en  serait 
très-diflScile  ;  c'est  pourquoi  je  ne  fais  qu'indiquer  le  contenu  de 
ce  Chapitre. 

Chapitre  X  (p.  2 55).  —  Intégration  des  équations  aux  diûë- 
rentielles  totales  à  plusieurs  variables. 

Après  avoir  exposé  la  théorie  connue  de  l'intégration  des  équa- 
tions aux  différentielles  totales  à  trois  variables  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré,  j'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas  inutile  de  donner 
des  règles  générales  pour  l'intégration  des  équations  k  trois  va- 
riables du  second  degré  et  du  second  ordre.  Je  donne  ici  quelques 
problèmes  de  ce  Chapitre  avec  les  solutions. 

i« 

(  .r*  -+-  J^*  )  ^/*«  4-  ^xdydz  H-  7.xdxdz  =  O. 

Solution  : 

r 

S  ::=:  M  urc  taili' h  R. 

X 


2° 


(j:*-h  j')  [xdx  -\-  Yiiy)  d^  z  =z  (xdj  — ydx^dz  —  7,dz{xdr^  ytly]- 
Solution  : 


"^^  N. 


3" 


Solution  : 


y'x«  -t-  J* 


d^z  —  dz^. 


/7j:  4-  >•  r—  ^  -j-  cer^. 


4" 


\x        z  I  \  Y  .'•  z        xY ]  \y        z  ) 

BuIL  des  Sciences  nutthém.^  i*  Série,  t.  II.  (Octobre  1^78.)  "^-^ 
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où 


-m'  "-m 


Solution  : 

Chapitre  XI  (p.  '>.87).  —  Sur  les  équations  simultanées. 

N.  Alexéief. 


GUNTIIER  (S.).  —  Studien  zur  Gbschiciite  der  mathematischen  und  pbt- 
siKALisciiEN  Géographie.  —  Halle  a/S,  i"^  fascicule,  1877.  In-8*,  56  pages. 

Un  de  nos  collaborateurs  a  fait  ressortir,  à  propos  d'un  récent 
Ouvrage  de  M.  Gûntlier,  la  tendance  toute  spéciale  d'un  géomètre 
qui  ne  reste  pas  indiilërent  aux  questions  relatives  à  l'origine  et  à 
révolution  des  idées  mathématiques.  Il  semble  que  M.  Gùnther  ait 
pris  à  tache  de  reconstituer,  un  à  un,  les  divers  Chapitres  de  leur 
histoire.  Les  laborieuses  recherches  qu*il  lui  a  fallu  entreprendre 
dans  ce  but  ne  lui  auraient  toutefois  pas  encore  permis  de  refondre 
riiistoire  entière  des  Mathématiques.  Il  est  possible  qu'un  seul 
écrivain  ne  suffise  pas  à  une  entreprise  aussi  vaste  5  mais  la  véri- 
table difficulté  serait  de  trouver  des  géomètres  prenant  plaisir  à 
faire  marcher  de  front  les  recherches  abstraites  et  les  recherches 
littéraires.  Cette  heureuse  disposition  existe  chez  M.  Giinther^  elle 
explique  comment  nous  lui  sommes  redevables  de  travaux  sur  les 
points  les  plus  divers  de  l'histoire  des  Sciences  mathématiques  chez 
les  anciens  et  au  moyen  Age. 

11  existait  déjà  des  ouvrages  très-éteiulus  et  certainement  d'un 
très-grand  mérite;  M.  Giintlier  l'a  allirmé  lui-même,  mais  il  a  eu 
soin  aussi  d'y  relever  les  ernîurs  qu'il  avait  reconnues  dans  le  coiirs 
d(î  ses  propres  études.  L'occasion  se  |)résentera  sans  doute  un  jour 
de  coordonner  l'ensemble  de  ces  Mémoires  isolés  et  de  reconsti- 
tuer, sur  des  bases  nouvelles  et  solides,  l'histoire  des  Malhémati- 
ques,  riiistoire  des  progrès  delà  raison  humaine. 

Nos  lecteurs  ont  pu  remarquer  dans  \vs  d<Tniers  volumes  du 
Bullciin  au  moins  l'indication  des  questions  dont  M.  (jiinlher  a 
poursuivi  l'évolution  historique  et  philoso|)hi(jue.  Nous  nous  bor- 
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uerons  à  rappeler  que  nous  lui  devons  des  contributions  nouvelles 
aux  sujets  d'étude  suivants  ;  carrés  magiques,  fractions  continues, 
méthodes  d'approximation  chez  les  anciens;  mais,  aujourd'hui, 
notre  attention  devra  se  porter  sur  un  Ouvrage  entièrement  utile  et 
curieux,  qui  ne  manquera  pas  de  provoquer  et  d'éveiller,  chez 
d'autres  amis  des  Sciences,  le  goût  des  recherches  bibliographiques. 
Plus  que  partout  ailleurs,  ces  recherches  s'imposent  dans  l'histoire 
des  Sciences  exactes  :  l'appréciation  personnelle  des  écrivains  court 
grand  risque  de  s'égarer  si  elle  ne  s'appuie  pas  sur  des  textes  soi- 
gneusement établis  et  discutés.  M.  Gûnther  a  su  éviter  cet  écueil  ; 
il  ne  s'en  rapporte  pas  à  son  jugement  seul,  et  il  est  attentif  à  réunir 
le  plus  de  textes  possibles  et  à  citer  les  auteurs  dans  leur  propre 
langue. 

Le  travail  d'érudition  auquel  vient  de  se  livrer  M.  Gûnther  à 
propos  de  l'histoire  de  la  Géographie  nous  donne  la  mesure  de  ce 
que  ce  géomètre  allemand  nous  réserve  pour  l'avenir.  Les  doctrines 
enseignées  longtemps  à  l'égard  de  la  forme  et  du  mouvement  de 
la  Terre  ne  pouvaient  manquer  de  lui  donner  un  des  plus  curieux 
exemples  d'une  idée  qui  a  rencontré  les  plus  grandes  difficultés 
pour  se  faire  jour.  C'était  donc  un  sujet  d'études  méritant  à  juste 
titre,  de  iixer  son  attention,  et  il  n'est  point  surprenant  que  l'au- 
teur y  ait  trouvé  matière  à  de  grands  développements. 

L'Ouvrage  de  M.  Gûnther  se  compose  déjà  de  cinq  fascicules*, 
mais,  comme  on  pourra  en  juger  par  leurs  sommaires,  il  ne  s'agit 
encore  que  de  l'évolution  des  idées  relatives  à  la  forme  et  au  mou- 
vement de  la  Terre  chez  les  Occidentaux,  les  Arabes  et  les  Juifs, 
des  hypothèses  anciennes  et  modernes  sur  le  déplacement  sécidaire 
du  centre  de  gravité  du  globe  sous  l'action  des  eaux,  des  théories 
exposées  dans  divers  manuscrits  des  bibliothèques  de  Munich,  et 
enfin  des  connaissances  de  Jean  Werner,  de  Nuremberg,  relatives 
à  la  Géographie  mathématique  et  physique.  Cette  étude  est  donc 
incomplète  *,  mais,  dès  à  présent,  il  est  possible  d'en  saisirl'ensemble 
et  le  caractère  général,  et  de  juger  de  l'intérêt  qui  s'attache  à  ce 
genre  de  recherches. 

Chap.  L  —  La  doctrine  de  la  sphéricité  et  du  mouvement  de  In 
Terre  au  niojen  dge  chez  les  Occidentaux.  (i-j6,  5  fig.). 

Les  erreurs  que  les  premiers  savants  chrétiens  ne  cessèrent  d'en- 

29. 
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wigner  A  ce  lujet  doivent  ètri;  mises  au  compte  des  idôfis  qu'ils 
avaient  reçues  de  leura  coatemporaiiis  Cl  dcvaiii-itT!!.  Vn  l!vii  trop 
.  iAtime,  bien  qafl  uoa  joatiB^,  icnnil  dans  imu  étroite  dt'pcndan»: 
Im  dogmes  religieux  et  des  théories  iihysiqucs  d'une  exaclitudu  fort 
contestable.  L'influence  du  do<;me  prit  li;  dessus  et  servit  d'i^bstack- 
infruicllissable  aux  teiUatÎTes  des  savants,  qui,  n'ayant  d'autre  i^idc 
que  la  raisou^  se  consumèrent  eu  vains  eDbrts,  pendant  tout  lo 
nujen  Age,  avant  de  réussir  à  proclamer  la  vérité.  Ou  se  souvient 
des  persécutions  qu'il  leur  fallut  endurer,  précisément  au  sujt't  de- 
là fonne  et  du  mouTemenl  de  notre  planète.  L'ancienne  hypothèse 
des  Grecs,  qui  enseignait  la  sphéricité  de  la  Terre,  allait  donc  ùtrt? 
rajrtéa  comme  bétërodoxe,  et  la  théorie  contraire  et  complètement 
erronée  devait  régner  A  son  tour,  sans  la  moindre  contestation, 
pendant  une  longue  série  de  siècles. 

Noos  allons  reconnaître  qu'dle  a  donné  lieu  aux  conceptions  les 
pltM  étranges. 

Jlraper  a  parfaitement  qualifié  la  Géographie  et  la  Cosmolo{;îo 
de  cette  première  époque.  Les  Pères  de  l'Église  leur  ont  donné  un 
caractère  tout  spécial,  qui  peut  se  résumer  en  quelques  traits.  «  La 
Terre  est  une  surface  plane,  entourée  de  l'eau  des  mers,  et  sur  la- 
quelle s'élèvent  les  piliers  delà  voûte  cristalline  du  cîe).  La  sphé- 
ricité avait  été  condamnée  par  les  Pères,  et  entre  autres  par  Lac- 
tance  et  Augustin.  Ces  doctrines  furent  enseignées,  pour  la  plus 
grande  partie,  comme  passages  des  Livres  saints,  dont  le  sens  véri- 
table avait  été  capricieusement  altéré.  C'est  ainsi  que  Cosmas  Indi- 
copleustès,  dont  la  Géographie  patristîque  lit  autorité  durant  près 
de  huit  cents  ans,  croyait  avoir  trouvé  une  objection  irréfutable  à 
la  sphéricité  de  la  Terre  en  demandant  comment,  aujour  du  ju- 
gement dernier,  les  hommes  placés  sur  l'autre  partie  d'une  sphère 
pourraient  voir  le  Seigneur  au  milieu  de  sa  gloire.  » 

C'est  bien,  en  eilet,  sous  cette  forme  que  se  révèle  le  caractère 
général  des  théories  exposées  dans  les  écrits  de  S.  Augustin,  de 
Lactance,  d'Isidore  de  Séville,  du  Clialdéen  Patricius  et  de  son 
disciple  Thomas  d'Edcsse,  devenu  plus  tard  S.  Thomas  d'Aquin. 

Nous  donnerons,  comme  exemple,  l'hypothèse  du  moine  égyp- 
tien, Cosmas  d'Alexandrie,  auquel  un  voyage  aux  Indes  avait  fait 
donner  le  surnom  d'Indicopleustcs.  Voîei  en  qu<'ls  termes  la  ré- 
sume Peschel,  historien  de  la  Géographie,  le  meilleur  guide  que 
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nous  puissions  consulter  pour  la  période  spéciale  :  (c  Des  anges  di- 
rigent les  constellations  du  ciel  le  long  de  leurs  orbites  circulaires 
et  président  aux  alternatives  du  jour  et  de  la  nuit,  de  même  qu'aux 
éclipses  de  Soleil  et  de  Lune.  La  Terre,  suivant  sa  doctrine,  a  perdu 
toute  forme  spbérique  :  elle  s'élève  au  milieu  de  l'Océan,  qui  l'en- 
toure, et  ressemble  à  une  clocbe  à  base  quadran gui  aire.  Le  Soleil 
se  meut  au-dessus  de  cet  ensemble  et  jamais  au-dessous,  mais  se 
tient  seidement  toujours  à  l'intérieur  de  la  voûte,  sur  la  terre  ferme. 
Au-dessus  des  continents,  de  l'Océan  et  des  étoiles,  embrassant 
tout  ce  qui  est  solide,  s'élève  le  cristal  du  firmament.  » 

On  peut  signaler,  comme  se  rapportant  au  même  ordre  d'idées, 
les  écrits  de  cosmograpbes  de  ce  temps,  Acthicus  et  l'anonyme  de 
Ravenne,  dont  les  œuvres  ont  été  publiées  par  les  soins  de  Wuttke 
et  de  Pinder  Parthev. 

Il  est  assez  étrange  de  constater  que,  dans  l'histoire  des  oeuvres 
humaines,  personne  n'ait  pensé  à  dire  quel  philosophe  avait  le  pre- 
mier cherché  à  ébranler  de  pareilles  doctrines.  Peschel  lui-môme 
ne  cite  nulle  partie  nom  d'un  audacieux  adversaire  du  saint-siége, 
l'évèque  Virgile.  Il  est  vrai  que  l'on  n'a  pu  découvrir  de  témoi- 
gnage écrit  donnant  la  preuve  matérielle  que  Virgile  ait  proclamé 
la  sphéricité  de  la  Terre,  mais  le  fait  ne  parait  pas  douteux,  à  en 
juger  par  le  bref  dans  lequel  le  pape  Zacharie^  s'adressant  au  nonce 
apostolique  d'Allemagne,  S.  Boniface,  condamne  les  théories  de 
Virgile  et  les  déclare  hérétiques.  Poggendorff,  G.-J.  Bauer  et  Jo- 
cher  n'ont  pas  oublié  ce  détail. 

L'immense  compilation  de  Cal  vi  si  us  renferme  aussi  un  extrait 
qui  peut  être  cité  comme  document  historique.  Dans  un  Chapitre 
intitulé  :  Notice  sur  les  monuments  de  Salzburg^  nous  remarquons, 
dans  une  épitre  du  pape  Zacharic  au  R.  F.  Boniface,  le  passage 
suivant  :  «  Il  est  enfin  une  cause  perverse  de  désaccord  et  une  doc- 
trine absurde  par  laquelle  Virgile  offensait  Dieu  et  son  âme  h  la 
fois,  lorsqu'il  enseignait  l'existence  des  antipodes.  Il  assurait  qu'il 
y  a  des  hommes  qui  habitaient  une  autre  face  du  monde  et  un  autre 
hémisphère.  » 

Cet  évéque  dissident  se  trouva  donc  taxé  d'hérésie,  et,  si  la  ma- 
nifestation de  sa  libre  pensée  n'éveilla  pas  l'attention  au  moyen 
àgc,  il  le  faut  attribuer  à  l'ignorance  de  ses  contemporains,  qui 
mirent  volontiers  sur  le  compte  du  prince  de  la  poésie  latine  les 
idées  reprocliées  à  un  prélat  du  temps  de  Pépin. 


jii  l'ItËMlËKU  l'AHïlli. 

Mais  liictiUM  l'I-lglisc  cllc-uii^int;  il<-vaÏL  duiiiifi-  ïv  si(;nal  d'un 
coiiuit('Uc:Mni!iii  du  rûformu  dans  k>s  idt'cs  scientifiques.  Suivant  la 
remarque  judicieuse  de  Pcscbd,  h  l'I^lisc  du  moyeu  âge,  priviic  de 
moyens  exacts  de  mesurer  du  temps  et  de  calendriers  bien  urdonnéfl, 
devait  un  jour,  plus  ou  moins  éloigné,  se  trouver  dans  U  nécessité 
de  recourir  à  l'observation  des  pliénom^ncB  aKironomiqups  et  à  la 
nxbeix^lie  approfondie  des  vérités  ma tliéma tiques.  ÎNiitrt*  science 
scmlilait  sommeiller  dans  le  sein  de  l'Ëglise;  mais  on  allait  bientôt 
assîsLcr  ii  ao  rùsUrreetiou.  » 

C'est  ainsi  que  l'on  voillUxln  rwvenir  entièrement  aun  spbères 
de  Plolémée  et  avouer  ncllcmeul  la  sphérieilé  de  la  Terre. 

Alvmn  ï'esl  pi-obablement  a»sucié  aux  théories  de  Beda,  mais 
il  ne  parait  pas  qu'elles  aient  servi  h  rétablissement  des  calen- 
driers du  temps  de  Cliarleinagne.  Celui  de  78 1 ,  que  possMe  le 
Musée  du  Louvre,  a  été  fait  d'après  des  règles  plus  anciennes, 
attribuées  à  Isidore  de  St'villc  plutàt  qu'à  Beda,  au  témoignage  de 
llels. 

Cependant  les  derniers  écrivain»  de  la  période  carlovîngîenne 
se  uioutrèreut  encore  profondément  imbus  des  préjugés  re^TUs,  et, 
par  exemple,  l'abbé  de  Fulde,  Rhabanus  Maurus,  cliercbait  à  con- 
cilier la  forme  circulaire  do  l'horizou  avec  la  forme  quadrangnlaire 
douL  il  a  été  cjuesiioii.  De  nii^tiic,  les  cartes  rondes  des  i\''  et  x"  siè- 
cles, sur  lesquelles  une  naïveté  toucbante  a  désigné  Jérusalem  comme 
ceutre  de  l'univers  entouré  par  l'Océan,  semblent  apporter  à 
t'envî  la  preuve  manifeste  de  leur  imperfection. 

Les  essais  de  représentation  de  la  surface  terrestre  n'aboutirent 
longtemps  qu'à  des  peintures  naïves,  comme  celles  dont  tout  le 
moyen  âge  parait  avoir  eu  la  spécialité. 

Les  x"  et  \i'  siècles  nous  donnent  de  nombreux  témoignages  de 
la  rénovation  accomplie  dans  le  point  de  vue  scientifique  par  ta 
diffusion  des  connaissances  venues  des  Byzantins  et  des  Maures  es- 
pagnols. D'après  Pcschcl,  Adam  de  Brème  s'est  distingué  par  sort 
savoir  et  sa  circonspection.  Son  Ouvrage  a  été  publié  dans  les  Gesta 
Ilammnburgf^tisin  de  PerlK,  Adam  de  Brème  connaissait  parfaite- 
ment les  vieux  auteurs^  en  outre,  l'expérience  de  ses  propres 
voyages  lui  avait  suggéré,  comme  jadis  à  l'ytbéas  de  Marseille,  des 
idées  exactes  sur  le  cours  apparent  du  Soleil,  cl,  tandis  que  l'on  ne 
trouve  chez  Vii^ile  autre  chose  que  des  réilcxions  métaphysiques, 
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Adam  de  Brème  a  considérablement  relevé  le  point  auquel  s'arrê- 
tait jusqu'alors  la  connaissance  de  la  nature. 

Un  autre  progrès  à  constater,  et  qui  dénote  une  idée  plus  nette 
du  sphéroïde  terrestre,  nous  est  manifesté  par  le  passage  graduel 
des  cartes  rondes  aux  cartes  géographiques  véritables.  Les  anciens 
ne  se  proposaient  que  de  représenter  directement,  à  une  échelle,  ré- 
duite, les  contrées  habitées.  Mais,  au  début  même  du  xi^  siècle, 
on  voit  commencer  les  essais  de  projection  des  surfaces  courbes. 
Les  historiens  spéciaux  ne  semblent  pas  avoir  saisi  la  portée  de 
cette  transformation^  et,  en  effet,  ils  n'y  seraient  parvenus  qu'a- 
près une  étude  approfondie  des  richesses  manuscrites  que  le  moyen 
âge  nous  a  laissées  dans  les  sciences  cosmographiques.  M.  Gùnther 
nous  a  dit,  à  ce  propos,  qu'il  a  eu  déjà  l'occasion  d'en  montrer  la 
preuve  basée  siur  la  discussion  des  nombreux  manuscrits  de  la  Bi- 
bliothèque de  Munich.  Il  y  a  bien  encore  des  lacunes  et  des  im- 
perfections dans  ces  premières  tentatives  des  cartographes,  mais  il 
faut  bien  reconnaître  l'image  exacte  d'ime  forme  sphérique  sur  un 
plan,  divisée  en  zones  correspondant  à  celles  de  la  Terre.  On  y 
trouve  encore  le  germe  des  cartes  marines  du  Génois  Andalô  di 
Negro  et  du  célèbre  patriote  vénitien  Marino  Sanuto. 

On  ne  sait  pas  encore,  d'une  manière  positive,  à  qui  devoir  at- 
tribuer le  premier  énoncé  dogmatique  de  la  sphéricité  de  la  Terre. 
Le  pape  Sylvestre  II  (Gcrbert)  avait  déjà  connaissance  de  moyens 
de  déterminer  la  grandeur  de  notre  planète^  mais  il  ne  semble  pas 
que  l'on  ait  songé  à  les  mettre  à  protit. 

L'excellente  idée  que  l'on  a  voulu  réaliser  en  publiant  d'une 
manière  suivie,  et  rendant  ainsi  accessibles,  les  trésors  des  biblio- 
thèques de  Paris  a  mis  au  jour,  dès  le  début,  un  manuscrit  du 
xiii*'  siècle,  qui  montre  clairement  combien  la  doctrine  exacte  du 
globe  terrestre  avait  pris,  à  cette  époque  déjà,  de  profondes  racines. 
On  a  retrouvé  un  petit  Ouvrage  intitulé  :  Bild  der  TVelt  (Descrip- 
tion de  l'univers),  que  l'éditeur  Legrand  d'Aussy  attribue  à  un 
certain  Omons.  L'auteur  se  montre  versé  dans  les  Mathématiques 
et  dans  la  littérature  grecque.  Il  possède  Aristote,  Ptolémée, 
Platon,  de  sorte  que  son  livre  représente  une  somme  de  connais- 
sances respectable  pour  l'époque.  L'Astronomie  se  trouve,  à  juste 
titre,  fondée  uniquement  sur  les  principes  de  l'Almageste.  Il  sera 
intéressant  de  citer   surtout  le  passage  relatif  à  la  Terre.    «  La 
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TiTiL',  ilil-il,  i!SL  ciivrlo))]»'!-  du  <'icl,  ainsi  ijut.'  le  jaune  de  l'ituf 
I'c»L  du  blanc  II,  ui-Uip1iurc  (]Ut'nuuR  aurons  l'oci-astondc  retrouver 
dans  les  rcrîts  des  Orientaux.  Cette  comparaison  cosmologique  ap- 
partient vm'irre  l'i  l'Antronomiv,  tandis  ijui;  la  Oéugrapliit;  com- 
mence ainfti  :  «La  Terre  se  trouve  placée  au  milieu  du  ctel) 
<'Uiiunc  le  jioiut  l'est  iiu  eenlre  (|u'a  tracé  le  compas.  Elle  est  ronde, 
de  sorte  qu'un  homme  qui  partiroit  d'un  point  quelconque  de  sa 
surface  pourroit,  s'il  ne  rencontrait  point  d'obstaele,  tourner  loat 
autour,  de  m^mc  qu'un  insecte  qu'on  ïern)it  se  promener  sur  la 
circonférence  d'un  fruit  rond.,..  »  A  cette  p<'înture  trés-corrcclc 
de  la  splièrc  terrestre,  il  ajoute,  comme  conclusion,  une  petite 
pièce  de  vers,  dont  l'éditmir  n  traduit  ainsi  le  sens  assez  diflicile  à 
saisir  :  <t  Tellement  que  quand  îl  arriveroit  au  point  qui  est  direc- 
tement sur  nous  »  (qui  correspond  à  celui  où  nous  sommes  placés), 
«  il  croiroit  que  nous  sommes  sous  lui,  car  il  auroit  les  pieds  tournés 
vers  les  nôtres  et  la  lâtc  portée  vers  le  ciel,  de  même  que  la  nôtre 
l'est  ».  Msis,  bicntAt  après,  l'auteur  arrive  au  point  réellement  im- 
portant, et  poursuit  en  ces  termes;  «Si  c'éluieut  deux  bommes 
à'U-l'ois  qui  partissent  ainsi  d'un  point  donné,  et  qu'ils  s'avan- 
çassent, l'uu  vers  l'orient,  l'autre  vers  l'occident, 

Si  que  andui  eganinunt  ulasirnl, 

Il  coiiiendroil  qu'il  «'oneunlrn«9ual 

Dpksu*  Ifl  Icu  dont  il  au  ttiûrcnt.  > 

C'est  ce  que  l'on  peut  évidemment  énoncer  ainsi  :  Deux  personnes, 
partant  d'un  même  point  du  globe,  avec  la  même  vitesse,  et  saïvant 
deux  directions  contraires,  doivent  se  retrouver  au  point  diamé- 
tralement opposé.  Lorsque  nous  voyons  Legrand  d'Aussy  remar- 
quer, à  ce  sujet,  que  «  voilà  la  sphéricité  de  la  Terre  el  les  anti- 
podes énoncés  bien  clairement  »,  nous  ne  croyons  avoir  rien  à 
ajouter.  On  peut  encore  observer,  avec  Ornons,  que  la  hauteur  des 
montagnes  les  plus  élevées  s'évanouît,  en  quelque  sorte,  si  on  la 
compare  au  rayon  du  globe  terrestre  :  «  Les  hauteurs  ni  les  vallées 
n'6teni  rien  à  la  Terre  de  sa  rondeur  ». 

Jean  de  Sacro  Bosco  publia  dans  le  même  temps  une  vaste  com- 
pilation dans  laquelle  la  doctrine  de  la  sphère  icrresire  devenait 
véritablement  scientiGque.  Mais  il  nous  faudra  constater  que  tout 
le  moyen  .ige  s'est  écoulé  sans  que  personne  ait  osé  aborder  de  front 
la  difficulté,  regardée  comme  insurmontable,  d'assigner  à  la  surface 
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de  rOcéan  une  forme  sphérîque.  Les  écrits  de  Dante  peuvent 
donner  une  idée  de  cette  confusion  perpétuelle  entre  Terreur  et  la 
vérité,  et  de  cette  facilité  de  conception  de  théories  plus  singulières 
les  unes  que  les  autres,  ayant  pour  objet  la  constitution  mécanique 
des  deux  parties  constitutives  de  Tunivers,  la  terre  et  les  eaux. 

Certains  passages  du  poëme  dantesque  ont  donné  lieu  de  croire 
que  Tauteur  avait  eu  la  notion  de  la  sphéricité.  Le  XXXIV*  chant  de 
V Enfer  contient  une  sorte  d'anticipation  au  fameux  puits  de  Mau- 
pertuis.  Dans  le  U*  chant  du  Purgatoire,  on  peut  remarquer  aussi 
le  passage  suivant  :  (c  L'Ébre,  la  ville  de  Jérusalem,  le  Gange  et  le 
point  situé  à  90  degrés  vers  le  nord  du  Purgatoire  des  âmes  repré- 
sentent les  quatre  sommets  d'un  carré  inscrit  dans  un  parallèle  de 
la  Terre  » .  Au  XXXIIP  chant,  il  fait  encore  voir  qu'il  n'a  qu'une 
idée  fort  confuse  de  la  sphéricité,  et  qu'il  n'en  comprend  pas  les 
conséquences.  Les  quelques  idées  justes  qu'il  a  exprimées  se  trou- 
vent noyées  au  milieu  de  théories  fantaisistes  et  compliquées. 
Ainsi,  après  un  essai  infructueux  de  réfutation  de  l'hypothèse  d'un 
gonflement  des  mers,  il  discute  les  conséquences  mécaniques  de  la 
diilérencc  de  position  des  centres  de  gravité  de  la  masse  des  conti- 
nents et  de  celle  de  l'Océan^  il  exprime  clairement,  d'après  W. 
Schmidt,  que  le  niveau  de  la  mer  est  toujours  l'expression  de  forces 
particulières  s'exerçant  sur  elle,  et  que  la  surface  libre,  à  part  les 
légères  perturbations  qu'elle  éprouve,  se  dispose  constamment  au- 
tour de  son  centre  de  gravité  comme  autour  d'un  centre.  Il  est  h 
observer  toutefois  que,  même  à  la  lin  du  xvi®  siècle,  l'hypothèse 
d'un  défaut  de  coïncidence  entre  les  centres  de  la  Terre  et  des 
eaux  comptait  des  partisans.  Le  philosophe  Fr.  Patrizio  était  de  ce 
nombre. 

Lorsque  Christophe  Colomb  eut  conçu  le  plan  de  sa  traversée 
de  Tocéan  Atlantique,  on  tenta  de  lui  objecter  qu'il  aurait  à  fran- 
chir une  gigantesque  montagne  liquide  située  au  large,  à  l'occi- 
dent. Comme  nous  le  dit  Ruge,  Christophe  Colomb  ne  s'inquiéta 
pas  beaucoup  de  cette  difficulté  ;  mais  il  chercha  des  preuves  di- 
rectes de  l'exactitude  de  cette  hypothèse,  et,  lorsqu'il  découvrit  les 
bouches  de  l'Orénoquc,  il  se  figura  en  présence  du  point  le  plus 
élevé  de  la  masse  des  eaux  et  d'un  véritable  renflement  de  la  surface 
de  la  Terre  et  de  TOcéan. 

La  sphéricité  de  la  Terre  n'a  plus  trouvé,  jusqu'au  début  du 
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wi*'  siècle,  de  sérieux  adversaires,  et  il  nous  faut  maintenant  ré- 
soudre les  deux  questions  suivantes  : 

Quelle  fut  Topinion  des  Occidentaux,  ou  mieux  des  chrétiens  du 
moyen  âge,  sur  la  doctrine  du  mouvement  de  la  Terre? 

Cette  doctrine  trouva-t-elle  des  représentants,  et  à  quel  titre 
ceux-ci  peuvent-ils  passer  pour  précurseurs  de  Copernic? 

L'hypothèse  du  mouvement  de  la  Terre  ne  parait  pas  avoir  eu 
cours  avant  le  xiii*  siècle,  et  il  faut  arriver  au  roi  Alphonse  de 
Castille  pour  trouver  les  premières  phases  de  l'évolution  des  idées 
grecques  et  arabes. 

La  période  d'éclat  des  idées  de  la  scolastique  peut  se  résumer 
dans  la  reclierche  du  système  théorique  de  l'univers  dans  la  science 
des  Grecs  et  en  partie  dans  celle  des  Arabes.  C'est  encore  parmi 
les  théologiens  qu'il  faut  chercher  les  premières  idées  de  réforme 
dans  la  Géographie  astronomique. 

Le  savant  dominicain  de  Bollstiidt,  Albert  le  Grand,  occupe  un 
rang  élevé  parmi  les  philosophes  de  son  temps.  Il  a,  conune 
Aristote  et  Alexandre  de  Humboldt,  conçu  un  plan  de  description 
générale  de  l'univers. 

Un  passage  de  ses  oeuvres  nous  permettra  d'apprécier  le  carac- 
tère de  ses  idées.  Il  y  est  question  de  la  notion  du  plan  indéfini, 
c|u'il  appuie  de  considérations  qui  touchent  au  paradoxe  :  a  Le  mou- 
vement dans  un  espace  indéfini  doit  exiger  un  temps  indéfini;  si 
donc  nous  prenons  un  point  à  l'orient,  la  distance  de  l'orient  à 
l'occident  sera  infinie.  Pour  se  mouvoir  de  l'orient  vers  l'occi- 
dent, le  Soleil  emploiera  un  temps  infini,  ce  qui  est  absurde^,  puis- 
que nous  voyons  qu'il  parcourt  tout  cet  espace  dans  l'intervalle  de 
vingt-quatre  heures.  »  On  reconnaît  que  le  plus  léger  doute  au 
sujet  de  l'immobilité  de  la  Terre  renversait  immédiatement  cette 
preuve  spécieuse  de  la  forme  limitée  de  l'espace. 

Roger  Bacon  s'est  distingué  en  Astronomie  non  moins  qu'en  Phi- 
losophie, et,  en  maints  endroits  de  ses  écrits,  il  s'est  écarté  des 
sentiers  battus  de  la  scolastique  de  son  temps.  h'Opiis  inajus  ren- 
ferme un  riche  trésor  de  preuves  de  cette  émancipation.  Dans  une 
habile  réfutation  du  passage  d'Albert  déjà  relaté.  Bacon  s'exprime 
ainsi  :  «  Ptolémée  a  montré  dans  l'Almageste  et  tous  les  astro- 
nomes savent  que  la  Terre  entière  ainsi  que  les  enfers  sont  situés* 
à  l'égard  du  ciel,  comme  h?  rentre  par  rapport  à  la  circonférence; 
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et  la  moindre  des  étoiles  discernables  à  la  vue  est  plus  grande  que 
la  Terre,  ainsi  que  Ta  dit  Alfragandans  les  prémisses  de  son  Livre.  » 
Toutefois,  on  n'osait  pas  proclamer  l'isolement  de  la  Terre  dans 
l'espace,  et  plus  tard  les  catholiques  et  les  protestants  devaient  op* 
poser  des  passages  de  la  Bible  à  la  théorie  de  Copernic.  La  légende 
biblique  de  Josué  ne  pouvait  échapper  à  ce  génie  pénétrant. 
((  L'histoire  que  rapporte  le  prophète  Isaïe  et  un  autre  passage  de 
Salomon  dans  TEcclésiaste  resteront  »,  dit-il,  (c  incompréhensibles 
et  seront  une  source  de  contradiction  pour  tout  esprit  mathéma- 
tique. » 

L'illustre  et  savant  théologien  Thomas  d'Âquin  a  laissé  une  en- 
cyclopédie qui  prouve  la  profondeur  et  la  fécondité  de  son  esprit. 
IVI.  Gûnther  a  examiné  en  détail,  dans  un  dernier  Ouvrage  analysé 
au  Bulletin,  les  idées  remarquables  de  Thomas  d'Aquin  sur  la  lu- 
mière et  la  chaleur;  mais  le  Docteur  angélique parait  avoir  moins 
bien  réussi  en  Astronomie,  où  il  a  supposé  aux  mouvements  cé- 
lestes une  complication  extraordinaire. 

Les  écrits  d'un  évèque  de  Cambrai,  Pierre  d'Ailly,  méritent, 
comme  ceux  de  Thomas  d'Aquin,  une  mention  toute  spéciale. 
D'après  Poggendorfl*,  leur  lecture  a  suggéré  à  Christophe  Colomb 
la  première  idée  d'atteindre  l'orient  en  passant  h  l'occident;  mais, 
en  dehors  de  cette  particidarité,  cet  Ouvrage  porte,  comme  tous 
ceux  du  xin*  siècle,  l'empreinte  bien  marquée  du  caractère  de  la 
Philosophie  et  des  méditations  scolastiques.  L'OEuvre  de  Dante 
Allighieri  doit  être  citée  comme  le  plus  parfait  modèle. 

«  Nous  n'avons  pas  réussi  »,  dit  M.  Gûnther,  «  a  trouver  dans  son 
j>oëme  de  traces  d'une  considération  de  l'univers  afiranchie  de  pré- 
jugés, de  sorte  qu'il  faut  être  persuadé  qu'une  pareille  tentative  ne 
conduirait  a  de  meilleurs  résultats  dans  aucun  des  astronomes  ou 
géographes  de  son  temps.  Une  analyse  attentive  de  la  trilogie  de 
Dante  nous  donne  la  preuve  que  le  poète  florentin  ne  saurait  passer 
pour  précurseur  de  Copernic.  »  Voici,  par  exemple,  une  réminis- 
cence de  quelque  idée  indo-égyptienne,  qui  place  le  mouvement 
des  corps  célestes  dans  les  attributions  d'intelligences  spéciales. 
Aux  V^  et  VIP  chants  de  l* Enfer,  le  poëte  se  range  à  l'opinion  sco- 
lastique  :  un  ange  ou  même  un  dieu  préside  au  cours  de  chaque 
planète.  La  mènie  théorie  se  retrouve,  plus  nettement  indiquée, 
dans  le   IP  chant  du  Puradis.   Enfin  la  doctrine  des  sphères  est 
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exposée  à  diverses  rt-prisc-s  dans  les  1",  III',  XI%  XV  et  XXVl' 
[■liants  du  Purgatoire.  Os  sphères,  au  nombre  de  neuf,  rnlounml 
cliaque  planèlc,  d'après  la  théorie  d'Eudoxe.  Dante  Allïglueri  les 
n-gurdc  comme  des  sphères  de  cristal  translucides.  Il  adopte  stm 
examen  la  plupart  des  systèmes  imaginés  par  les  Grecs.  Pour  lui, 
le  premier  mohilc  est  la  sphère  cpil  se  meut  le  plus  rapidement;  la 
sphère  de  la  Lune  possède  le  mouvement  le  plus  lent.  H  paraît 
ïguorer  les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  sur  Téoliplique.  Le 
Sanquet,  en  particulier,  renferme  de  meilleures  indications  tliôo- 
riqiies,  et  Libri  déclare  que  les  éclipses,  la  rondeur  de  la  Terre,  les 
antipodes  et  la  Voie  lactée  se  trouvent  décrits  et  expliqués  avec 
beaucoup  de  justesse.  L'auteur  y  donne  la  preuve  qu'il  conniiil 
Pytliagorc,  Âristote  et  Ptolémée,  ainsi  (jue  les  astronomes  arabes 
Alfra;^anus,  Avicenne,  Alga/.ul  et  Albumazar.  Mais,  comme  on  le 
voit,  il  n'est  p.is  possible  d'y  trouver  une  base  exacte  et  scienti- 
lique, 

La  ville  de  Florence  a  vu  fleurir  à  la  même  époque  un  nouvel 
esprit  rt^Cormateur  en  la  personne  de  Paolo  dal  Pozzo  Toscanelli 
(1397-1483).  Pcschel  a  clairement  établi  l'influenee  tpic  ce  savant 
parait  avoir  exercée  sur  la  dcterminaliou  du  projet  de  Christophe 
Colomb.  Les  quelques  arguments  scieutiGques  produits  par  Colomb 
au  synodo  de  Salamanque  puisaient  leur  source  dans  la  eorres- 
poudancc  que  lui  avait  adressée  autrefois  Paolo  Toscauelli,  et  sur- 
tout dans  la  communication  qu'il  lui  avait  faite  de  cartes  marïoes 
dessinées  suivant  les  règles  d'Êratosthcne.  , 

Les  importantes  contributions  du  cardinal  romain  Nicolas  de 
Cusa  à  l'histoire  de  la  Géographie  se  trouvent  indiquées  avec  dé- 
tail dans  le  travail  de  M.  Gùnthcr. 

Nicolas  Krebs  (ou  Cbrypfs),  né  à  Cues  (ou  Cusa),  sur  la  Mo- 
selle, se  distingua  de  bonne  heure  par  son  mérite  extraordinaire  et 
son  talent  incomparable.  Disciple  de  Paolo  dal  Pozko,  il  deviut 
évèque  de  Trêves.  Comme  maihématicien,  ses  travaux  dénotent 
une  grande  habileté  dans  les  rccberclics  abstraites.  Schanz  en  a  fait 
dernièrement  ressortir  les  principaux  résultats  dans  un  Ouvrage 
qui  permet  de  bien  juger  du  rôle  de  Nicolas  de  Cusa  comme  nova- 
teur et  réformateur  scientiGque.  Ce  rôle  n'a  pas  été  apprécié  d'un 
commun  accord  par  les  historiens  des  Mathématiques.  Montucla 
l'a  considéré  comme  un  véritable  précurseur,  Mitdler  comme  un 
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cerveau  malade.  Le  jugement  de  R.  Wolf,,  de  Zurich,  serait  encore 
plus  sévère.  Il  y  a  donc  là  une  question  à  trancher. 

La  réforme  et  la  révision  fondamentale  des  vues  cosmologiques 
devaient  dépendre  de  l'adoption  de  deux  hypothèses  tout  à  fait  dis- 
semblables :  fallait-il  d'abord  devancer  suffisamment  les  observa- 
tions et  le  calcul,  pour  laisser  se  dessiner  simplement  la  nécessité 
absolue  d'une  réforme?  ou  bien  fallait-il  briser  définitivement  les 
liens  philosophiques  et  religieux  que  la  doctrine  de  Ptolémée  avait 
étroitement  réunis  aux  vues  fondamentales  de  l'antiquité? 

Peurbach,  Mûller,  etc.,  appartiennent  à  la  première  école ^ 
Nicolas  de  Cusa  rentrerait  plutôt  dans  la  seconde  :  aussi  lui  est-il 
resté  la  réputation  d'un  esprit  indépendant. 

L'Ouvrage  d'après  lequel  on  peut  déterminer  le  caractère  de  sa 
Philosophie  est  le  fameux  Traité  De  docta  Ignorantia  (i565). 
L'auteur  y  énonce,  pour  la  première  fois,  un  singulier  axiome  dont 
il  déduit  qu'il  ne  saurait  exister  de  centre  de  l'univers  dans  l'ac- 
ception scolastique.  Mais,  s'il  n'existe  pas  de  centre,  il  ne  pourrait 
y  avoir  de  périphérie.  Nous  voyons  ainsi  exprimer  une  idée  que 
Ton  retrouve,  sous  une  forme  plus  catégorique,  dans  les  écrits  de 
Bacon  :  l'univers  peut  être  comparé  à  une  sphère  dont  le  centre 
est  partout  et  la  circonférence  nulle  part. 

Nicolas  de  Cusa  n'a  pas  enseigné  la  sphéricité  de  la  Terre.  Se 
basant  évidemment  sur  des  idées  métaphysiques  et  non  sur  les  ré- 
sultats de  l'observation  la  plus  simple,  il  a  contesté  à  la  fois  la 
sphéricité  et  le  mouvement  de  notre  planète. 

De  l'examen  des  doctrines  de  Cusa  se  dégage,  comme  conclusion, 
que  la  Terre  a  cessé  d'occuper  le  centre  absolude  l'univers  et  qu'elle 
devient  une  planète  sur  le  même  pied  que  les  autres  corps  célestes. 
Aussi  ne  doit-on  pas  être  surpris  de  voir  Nicolas  de  Cusa  partisan 
delà  pluralité  des  mondes.  Quant  au  mouvement  de  la  Terre,  il 
ne  l'a  pas  proclamé  d'une  manière  très-nette^  il  a  pu  faire  allusion 
au  mouvement  de  la  Terre,  mais  il  n'a  pas  parlé  de  son  mouvement 
autour  du  Soleil.  Nicolas  de  Cusa  parait  avoir  donné  à  ce  mot  le 
sens  que  nous  lui  retrouvons  chez  Nicole  Oresme  (mathématicien 
français,  mort  en  iSSs),  qui,  au  Chapitre  XLI  de  son  Traité  de 
la  sphère,  parle  d'une  menfcilleiise  consideracion  ou  circuite  de 
la  Terre, 

Au  milieu  de  toutes  ces  contradictions  motivées  par  rinilucnce 
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(le  la  scolastiquc,  il  est  intéressant  de  constater  que  Nicolas  de  Cusa 
a  nié  la  constance  de  la  précession  et  de  la  durée  de  l'année  tro- 
pique. 

Clément,  zélé  partisan  de  la  philosophie  de  Cusa,  a  eu  le  mérite 
de  se  déclarer  plus  franchement  pour  le  mouvement  de  la  Terre.  Bien 
que  son  travail  ait  été  publié  deux  fois  déjà,  il  se  trouve  reproduit 
dans  la  présente  étude,  en  raison  des  importantes  conclusions  et 
théories  qu'il  renferme.  «  J'ai  observé  »,  dit-il,  «  qu'aucun  mouve- 
ment ne  saurait  être  circulaire  et  qu'il  n'y  a  pas  d'étoile  qui  décrive 
un  cercle  parfait.  Le  pôle  du  mouvement  de  la  huitième  sphère  varie 
donc  d'une  manière  continue.  La  Terre  ne  peut  être  fixe;  elle  se 
meut  comme  les  autres  étoiles.  »  Il  attribue  à  Pythagore,  bien  que  ce 
doive  être  à  Philolaûs,  la  doctrine  d'un  mouvement  de  la  Terre; 
mais,  lorsqu'il  l'étudié  comme  mouvement  de  rotation,  il  tombe 
dans  la  même  erreur  que  tous  les  auteurs,  sauf  M.  Th  .-Henri  Martin, 
ont  commise.  Cusa  avait  plus  clairement  adopté  la  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  axe.  Quant  au  mouvement  de  la  huitième 
sphère,  Schanz  parait  l'avoir  très-exactement  interprété  :  il  faut  y 
chercher  la  théorie  de  l'année  tropique,  relativement  à  l'année 
solaire  moyenne.  Le  même  géomètre  a  fort  bien  expliqué  aussi  les 
idées  de  Cusa  relatives  aux  autres  mouvements  dont  il  est  question 
dans  le  manuscrit  de  Clément.  Voici  les  propositions  de  Cusa  : 

I.  La  Terre  tourne,  en  vingt-quatre  heures,  de  l'ouest  vers 
l'est,  autour  d'un  axe  qui  se  confond  avec  l'axe  du  monde. 

II.  Elle  est  entraînée  dans  le  même  temps  par  la  huitième  sphère, 
qui  tourne  autour  de  l'axe,  dans  un  sens  opposé,  et  avec  une  vitesse 
angulaire  double. 

m.  Le  Soleil  prend  part  à  cette  dernière  révolution,  mais  avec 
un  certain  retard,  qui,  dans  le  cours  d'une  année,  atteint  juste 
3 60  degrés. 

Des  affirmations  aussi  précises  motivent  une  discussion  appro- 
fondie, pour  laquelle  M.  Gùnther  a  largement  puisé  dans  le  Mé- 
moire de  Schanz.  Le  mysticisme  parait  avoir  exercé  son  influence 
sur  la  métaphysique  de  Cusa^  de  là  vient  sans  doute  l'obscurité  qui 
enveloppe  quelques-unes  de  ses  affirmations.  Ce  n'est  pas  le  seul 
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exemple  que  nous  olFre  Thistoirc  des  sciences.  Combien  de  décou- 
vertes simplement  entrevues  ou  pressenties,  rejetées  par  les  uns, 
reprises  et  proclamées  par  les  autres  !  Nos  contemporains,  en  pos- 
session de  méthodes  certaines,  peuvent  éviter  aisément  ce  danger^ 
mais,  au  moyen  âge,  Tesprit  humain  se  trouve  livré  à  lui-mcme, 
sans  méthode  pour  se  guider  au  milieu  de  préjugés  de  toute 
sorte. 

S*il  fallait  en  croire  ce  que  l'on  a  dit  de  Regiomontanus,  ce  réfor- 
mateur de  r Astronomie  théorique  et  pratique  aurait  remporté  le 
prix  par-dessus  tous.  Voici,  par  exemple,  le  témoignage  d'un  ma- 
thématicien et  géographe  de  Nuremberg,  Jean  Schoner  :  a  La  doc- 
trine de  Jean  de  Kœnigsberg  enseigne  que  la  Terre  se  meut  parce 
que  ce  mouvement  permet  d'expliquer  toutes  les  apparences  des 
corps  célestes.  Aussi,  dès  que  Ton  admet  le  mouvement  de  la  Terre 
et  l'immobilité  du  ciel,  ne  rencontre-t-on  plus  de  difficulté.  L'au- 
teur de  la  Sphère  (Jean  de  Sacro  Bosco)  est  de  l'avis  contraire.  » 
Doppelmayr,  à  qui  nous  empruntons  ce  passage,  poursuit  en  ces 
termes  :  «  Dans  un  de  ses  manuscrits  posthumes,  Prâtorius  dit 
que  Grégoire  Hartmann ,  mathématicien  de  Nuremberg ,  avait 
reçu  des  propres  mains  de  Regiomontanus  un  Traité  d' Astronomie 
dont  il  avait  ainsi  formulé  la  conclusion  :  «  Il  est  donc  nécessaire 
»  que  le  mouvement  des  étoiles  éprouve  quelque  petite  variation  à 
»  x^ause  du  mouvement  de  la  Terre,  ce  qui  parait  démontrer  claire- 
n  ment  que  Regiomontanus  avait  proclamé  le  mouvement  de  notre 
»  planète.  ))  Le  fait  ne  nous  parait  pas  vraisemblable,  et,  aussi 
longtemps  que  nous  n'aurons  pas  trouvé  de  preuve  plus  concluante 
dans  les  propres  écrits  du  grand  astronome,  nous  n'aurons  pas  be- 
soin de  croire  que  ce  soit  celle  que  Ptolémée  a  décrite  à  l'appui  de 
son  système. 

Nous  devons  une  courte  mention  à  Domcnico  Maria,  de  Ferrare, 
professeur  à  Bologne.  Cet  illustre  précepteur  de  Copernic  fut  égale- 
ment astronome  distingué,  et  ses  relations  avec  Scipion  Ferro  té- 
moignent de  son  talent  comme  géomètre.  Il  eut,  dit  Libri,  presque 
en  même  temps  qu'un  jurisconsulte  napolitain,  l'idée  d'un  change- 
ment dans  Taxe  de  rotation  de  la  Terre. 

Partant  de  ses  recherches  sur  la  Géographie  mathématique  des 
contrées  entourées  de  mers,  il  croyait  avoir  motivé  l'hypothèse 
d'un  changement  dans  l'axe  de  rotation   de  la   Terre    depuis   le 
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temps  des  Grecs, (le  sortp  que  toutivt  les  linuirurs<Iii  p<'»Iefu«senidH 
minuéfiii.  Ga.ssemli,  rjui  a  signalé  ce  faii  el  lui  attribue  une  grande 
importance,  est  disposé  à  y  roconnailre,  A  part  cerlaîiios  «rr^urï, 
un  progrès  maniui-,  «u  égnnl  nu  point  de  lU'part.  Doinfuico  a 
tiré  Iui-ra6nic  dv  soti  liypoilii-sc  une  curieuse  couâ^tjuence  : 
«  Par  suite  do  vc.  mouvement  »,  dit-il,  «  les  luines  actuellemenl 
liabilaldes  tleviendnint  déxi-rtcs,  cl  les  pays  que  brûle  aujourd'hui 
Iff  Soleil  éprouveront  euBn  la  frsicbcur  de  nos  clîuials;  pareille 
révolution  n'exigera  pas  moins  de  trois  cent  cjuali-e-vingt-quinu 
mille  ans.  ii  Celle  tbi^orioa  pu  diviser  tes  phyitîcieii8  et  les  géologues. 
Adliéinar  et  .Siadiux  y  ont  ajouté  foï  ;  mais  Guillaume  Gilbert,  iu- 
Tentcur  de  la  tlu'orie  du  grand  aimant  terrestre,  a  formellement 
rejeté  riiypolbèse  de  Donienieo  Mari». 

Ce  dernier  devait  Ctrc  éclipsé  par  un  de  ses  contemporains,  plus 
jeune  que  lui  de  dix  ans,  Girolamo  Fraseatoro,  de  Vérone  (i4S3- 
iJÎDâ),  dont  l'ieuvre  <'apitalc  parut  sept  ans  avant  les  Hévotulions 
de  Copernic.  Libri  en  a  ainsi  résumé  la  partie  générale  :  «  Ku  com- 
battant les  épicyclcs,  il  a  aplani  la  route  au  système  de  Co|ktiuc.i 

Il  a  été  publié  une  édition  très-abrégéc  de  la  Cosmologie  Af. 
Fracastor,  intitulée  Ilomocentrîca  (iÛ38).  Ou  y  trouve  l'exposé 
d'un  système  dont  le  plan  avait  été  tracé  par  un  de  ses  amis  et  com- 
patriotes, J.-D.  Turrtus,  ravi  à  son  all'eetion  par  une  mort  prémi- 
luréc.  Il  est  n  observer  que  Fracastor  n'a  pas  songé  ;i  parler  ^u 
mouvement  de  la  J'erre,  mais  il  se  montra  ennemi  du  sjstéme  dr 
Ftolémée  et  devint,  à  ce  titre,  précurseur  de  Copernic. 

La  Préface  de  son  Livre  renferme  le  dilemme  de  l'Astronomie: 
ceux  qui  emploient  les  spbères  bomoceu triques  dans  le  sens  dt^- 
doxe  et  de  Calippe  ne  j)euvent  les  mettre  en  barmonie  avec  les  faits 
observés;  les  partisans  de  la  théorie  d'Hipparque  cl  de  Ptolémée 
sont  plus  beureux  a  ce  point  de  vue,  mais  l'Iiypothése  de  cercles 
excentriques  doit  'Hrc  rejetée  comme  contraire  à  l'esprit  philoso- 
phique. 

Cependant  im  examen  plus  attentif  permet  de  constater  que  le 
principe  de  sa  méthode  ne  s'écarte  pas  notablement  des  systèmes 
d'Eudoxe  et  de  Calippe.  «  Personne  ne  doit  douter  que  les  étoiles 
soient  établies  et  lixées  à  une  certaine  spbère  qui,  par  suite,  les 
cutraine  avec  elle.  »  On  trouverait  encore  d'autres  réminiscences 
des  théories   d'Arislote   et    d'Eudoxe,  et   en  particulier,    le   fait 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  4a5 

(c  qu'une  sphère  en  entraine  une  autre  sans  éprouver  de  résistance  ». 
Une  série  de  recherches  de  détail  se  relie  à  ce  problème  général,  et 
l'on  peut  y  remarquer,  pour  l'histoire  de  la  Mécanique,  une  impor- 
tante explication  des  principes  phoronomiques  élémentaires.  La 
nouveauté  la  plus  curieuse  est  une  démonstration  de  ce  que  Ton  appe- 
lait mouifement  de  trépidation,  fondée  sur  l'emploi  d'une  orbite 
elliptique.  On  y  trouve  aussi  une  discussion  sur  un  mouvement 
hélicoïdal  se  rapprochant  d'oscillations  hors  du  cercle. 

La  théorie  pure  est  exposée  dans  un  deuxième  volume.  On  y 
constate  que  l'auteur  avait  une  notion  ingénieuse  du  système  pla- 
nétaire. Au  Chapitre  YIII,  il  étudie  les  causes  de  la  diu^inution  de 
la  déclinaison  du  Soleil.  Il  montre  que,  depuis  Ptolémée,  l'obliquité 
de  Técliptique  avait  diminué  de  vingt*trois  minutes.  Il  est  le  pre- 
mier, dit  Mâdler,  qui  ait  remarqué,  pour  l'obliquité  de  l'écliptique, 
une  diminution  que  Peurbach  avait  simplement  soupçonnée. 

Fracastor  peut  être  considéré  comme  précurseur  de  Laplace,  qui 
établit  la  théorie  mathématique  de  la  variation  séculaire  périodique 
de  l'obliquité  de  l'écliptique.  Il  ne  faudrait  toutefois  rien  exagérer, 
parce  que  l'insuflisance  des  moyens  d'observation  ne  lui  a  pas  per- 
mis de  formuler  de  propositions  bien  catégoriques. 

Léonard  de  Vinci  n'a  pas  été  célèbre  seulement  comme  peintre, 
mécanicien  et  aviateur  :  il  a  eu  d'ingénieux  aperçus  dans  l'étude  des 
sciences  géographiques.  Bien  qu'il  ait  été  plus  ancien  que  Frascator, 
puisque  les  meilleures  biographies  fixent  sa  naissance  en  i^^i  et 
sa  mort  en  1619,  les  études  auxquelles  il  s'est  livré  dans  les  sciences 
tiennent  une  plus  large  place  et  méritent  plus  d'attention  que  celles 
de  Fracastor.  En  Astronomie,  dit  Libri,  il  a  soutenu,  avant  Co- 
pernic, la  théorie  du  mouvement  de  la  Terre.  Mais  le  passage  de 
Léonard  de  Vinci  parait  avoir  été  mal  interprété  \  et,  en  eilet,  Groth 
nous  dit  nettement,  bien  que  d'une  manière  trop  concise,  que 
Vinci  avait  déjà  une  notion  de  Tinflueuce  du  mouvement  de  la 
Terre  sur  la  chute  libre  des  corps.  Ceci  toutefois  ne  parait  pas  de- 
voir être  adopté  sans  restriction.  Les  lois  de  ce  phénomène  n'étaient 
pas  encore  étudiées,  et  il  ne  faut  voir  sans  doute  en  cette  assertion 
qu'une  preuve  que  Léonard  de  Vinci  aurait  voulu  pénétrer  un  sujet 
qui,  deux  siècles  plus  tard,  allait  être  la  pomme  de  discorde  entre 
Newton  et  Hooke.  L'explication  que  Venturi  a  cherché  h  en  donner 
est  encore  d'une  concision  extrême  j  Whewell  parait  avoir  beau- 
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.  toup  mieux  saisi  le  sen«  véritable.  «  l^onard  »,  ciîl-îl,  n  démontri 
vers  l'anncc  i5io  comment  un  corps  peut  suivre,  dans  sa  ehote, 
une  ligue  spirale  ou  Iiélicoïdale,  autour  de  l'axe  d'une  splièr«  qui 
tourne,  tandis  que  le  mouvement  de  ce  corps,  observé  d'un  point 
de  la  surface  spKérique,  reste  dirigr  suivant  une  ligne  droite  pas- 
haut  par  le  centre  de  la  sphère.  Il  donne  ainsi  ]a  preuve  qu'il  avait 
devant  les  yeux  l'image  du  mouvement  de  In  Terre,  cl  qu'il  vou- 
lait éloigner  les  diflicultésqui  dct aient  naître  de  la  simultanéité  de 
di-UK  luouvemciits,  evlui  du  curp»  et  relui  de  la  splière.  » 

Ce  passage  nous  oblige  à  rci^nnallre  que  Léonard  de  \iuci  avait 
HCireplc  déjà  l'hypoilièse  de  la  rotation.  Il  n'est  question  ici  que  du 
mouvement  autour  de  l'nxc  de  la  Terre;  mais,  quant  à  saisir  coni- 
meut  il  se  le  représentait,  et  quelle  base  il  lui  donnait,  il  nous  est 
impossible  d'en  juger.  Eu  tout  cas,  le  i'ait  dont  nous  parle  Vcnturi 
doit  (ïtre  plutôt  regardé  comme  preuve  de  l'érudition  d'un  savant 
distingué  et  de  l'beurcuse  application  du  théorème  bien  connu  du 
parallélograirime  des  mouvements  ii  un  exemple  de  nature  à  frapper 
les  regards.  Le  jiroblème  dont  il  s'agit  consiste,  eu  ell'et,  dans  la 
construction  de  la  courbe  que  décrirait  un  mobile,  tombant  libre- 
ment d'un  point  situé  sur  le  plan  de  ré([ualcur,  et  supposé  entraîné 
par  le  mouvement  uniforme  d'un  observatcui' placé  à  l'origine  sur 
le  iiii^nie  plan.  Léonard  de  Vinci  ne  connaissait  pas  la  loi  de  la 
chute  des  corps,  ut  il  a  supposé  le  mouvement  de  cliute  uni- 
forme. Le  problème  peut  aisément  se  transformer,  soit  au  point  de 
vue  géométrique,  comme  l'a  traité  Polcni,  soit  enfin  au  point  de 
vue  analytique,  comme  l'a  déGni  Dienger;  c'est,  en  ell'et,  la  courbe 
que  décrit  uu  chien  qui  court  après  sou  maître;  en  d'autres  termes, 
c'est  le  premier  exemple  de  la  courbe  de  poursuite. 

Une  généralisation  du  problème  a  conduit  Léonard  de  Vinci  à  la 
notion  des  courbes  à  double  courbme,  qu'il  a  su  distinguer  des 
courbes  planes,  seul  progrès  accompli  dans  cette  voie  depuis 
Pappus. 

La  conclusion  à  tirer  de  toutes  les  études  qui  précèdent,  c'est  que, 
longtemps  avant  la  publication  des  œuvres  de  Copernic,  les  idées 
de  ce  grand  astronome  s'étaient  fait  jour,  une  à  une,  sans  arriver  ii 
s'imposer  définitivement  à  l'esprit  humain.  On  les  retrouve  expri- 
mées par  Hieronimo  Tallavia  de  Reggio,  Widmannstadt,  Celio  Cal- 
cagnini.  Enliu,  au  témoignage  de  Gassendi,  le  système  hélioceu- 
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trique  comptait  à  Rome,  avant  i536,  de  nombreux  partisans. 
Nous  voici  arrivés  au  terme  de  ce  premier  Mémoire,  qui  avait 
pour  objet  de  montrer  comment  les  deux  doctrines  fondamentales 
de  la  Géographie  mathématique,  exprimées  par  la  sphéricité  et  le 
double  mouvement  de  notre  planète,  se  sont  graduellement  déve- 
loppées comme  donnée  scientiGque  et  comme  méthode  de  repré- 
sentation. Le  cachet  d'érudition  qui  distingue  ce  travail  lui  donnera 
un  crédit  puissant  auprès  des  personnes  qui  s'intéressent  à  l'histoire 
des  Mathématiques.  H.  I). 


WOLP  (R.).  —  Gbschichtb  der  Astronomie.  Miinehen,  1877.  Druck  und 
Verlag  von  R.  Oldenbourg.  —  i  vol.  in-8",  xvi-8i5  p. 

Cet  Ouvrage  forme  le  seizième  volume  de  la  grandiose  publica- 
tion, entreprise  sous  les  auspices  du  roi  Maximilien  II,  d'une 
«  Histoire  des  Sciences  en  Allemagne»,  dont  nous  avons  déjà  ana- 
lysé, dans  ce  Bulletin  (  *),  le  tome  contenant  V Histoire  des  Mathé- 
matiques, par  Gerhardt.  Si  notre  jugement  sur  ce  dernier  livre  a 
dû  sembler  peu  favorable,  nous  ne  saurions,  en  revanche,  accorder 
trop  d'éloges  a  celui  dont  nous  nous  occupons  aujourd'hui,  et  que 
Ton  peut  certainement  considérer  comme  une  des  gloires  de  notre 
littérature  historique. 

L'un  des  nombreux  écueils  auxquels  Gerhardt  s'est  heurté,  et 
qui  ont  failli  faire  échouer  plusieurs  de  ses  confrères,  Wolf  a  su 
l'éviter  par  un  hardi  détour.  N'étant  pas  lui-même  Allemand,  dans 
le  sens  géographique  du  mot,  il  s'est  tout  d* abord  ailranchi  des  res- 
trictions étroites  que  le  plan  général  de  la  publication  send:)lait 
vouloir  imposer  aux  auteurs  chargés  de  la  rédaction  des  diverses 
parties  -,  le  livre  qu'il  nous  présente  est  une  histoire  universelle  de 
l'Astronomie,  dans  laquelle,  à  la  vérité,  il  offre  une  place  d'hon- 
neur aux  produits  du  génie  allemand.  Les  deux  Traités  présentent 
encore  une  autre  différence  caractéristique.  Tandis  que  Gerhardt 


')  f'oiV  p.  ioi  du  préHCiil  volume. 
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se  borne  presque  exclusivement  à  enregistrer  les  extensions  fonda- 
mentales de  notre  science,  en  isolant  ainsi  de  tous  les  termes 
intermédiaires  chacune  des  grandes  dëcouvcrtes,  de  manière  à  les 
présenter  comme  des  faits  dépourvus  de  tout  lien  mutuel,  Wolf, 
au  contraire,  attache  à  la  recherche  et  à  l'exposition  de  ces  termes 
secondaires  une  importance  toute  particulière,  et  déroule  pour  cela 
devant  le  lecteur  toute  la  richesse  de  ses  connaissances  historiques, 
enchaînant  ainsi  Tattention  et  la  tenant  continuellement  en  éveil. 
En  troisième  lieu,  l'auteur  allemand,  de  parti  pris  sans  doute,  ne 
fait  pas  la  moindre  mention  de  ses  contemporains,  tandis  que  l'au- 
teur suisse  a  voulu  que  son  Ouvrage  pût  aussi  servir  en  quelque 
sorte  de  répertoire  de  tous  les  travaux,  tant  anciens  que  modernes, 
concernant  la  science  historique,  et  ce  consciencieux  travail  suffi- 
rait déjà  à  lui  seul  pour  assurer  à  l'œuvre  de  Tauteur  une  impor- 
tance hors  ligne. 

Le  volume  qui  nous  occupe  est  divisé  en  trois  Livres,  ayant  pour 
objets  respectifs  (d'Astronomie  chez  les  peuples  de  l'antiquité»,  a  la 
Réforme  de  l'Astronomie  »,  et  «l'Astronomie  moderne».  L'auteur 
applique  autant  qu'il  est  possible  à  chacun  de  ces  trois  Livres  le 
même  système  de  subdivision  en  quatre  Chapitres,  dont  le  premier 
est  consacré  à  l'Astronomie  théorique,  le  second  à  l'Astronomie 
métrique,  le  troisième  à  l'Astronomie  topographique,  tandis  que, 
dans  le  quatrième,  sont  énumérées  et  analysées  les  productions 
scientifiques  de  la  période  correspondante. 

Un  avantage  capital  par  lequel  le  livre  de  M.  Wolf  se  distingue 
des  autres  Ouvrages  traitant  de  l'histoire  des  sciences  exactes,  c'est 
son  mode  d'exposition,  qui  satisfait  à  toutes  les  exigences  de  la  ri- 
gueur mathématique,  tout  en  restant  à  la  portée  du  public  ordi- 
naire. Tandis  que  le  texte  du  récit  historique  est  écrit  dans  un  lan- 
gage intelligible  pour  tous,  on  trouve,  dans  les  notes  au  bas  des 
pages,  une  richesse  extraordinaire  de  matériaux  pour  l'explication 
des  détails  spéciaux  au  sujet.  C'est  là  que  sont  décrits  minutieuse- 
ment les  instruments  et  les  méthodes  de  calcul.  Nous  citerons, 
comme  exemples,  l'exposition  de  l'Arénaire  d'Archimède  (p.  36), 
l'analyse  trigonométrique  du  mouvement  épicycloïdal  (p.  5^),  la 
digression  sur  le  calcul  des  transversales  de  Ptolémée  (p.  119),  l'ex- 
plication si  claire  du  ^o/'i/iie^i^m  et  du  planisphère  (p.  161  etsuîv.), 
l'élucidation  du  procédé  de  Rothmann  pour  traiter  le  dernier  ras  de 
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cougruence  de  la  Trigonomëtrîc  sphërique  (  *  )  (p.  345),  la  prosta- 
phérèse  (p.  348),  etc.,  etc.  Qu'un  homme  d'une  érudition  univer- 
selle comme  M.  Wolf ,  dans  le  cours  des  longues  études  prélimi- 
naires qu'il  a  consacrées  pendant  tant  d'années  à  la  recherche  des 
matériaux  de  son  livre^  ait  dû  recueillir  un  grand  nombre  de  faits 
nouveaux  et  importants,  c'est  à  quoi  l'on  devait  s'attendre;  pour  en 
donner  quelques  exemples,  citons  ses  renseignements  inattendus 
sur  la  Société  astronomique  de  Cassel,  que  le  landgrave  Guillaume 
avait  su  rassembler  autour  de  lui  (p.  !i66  et  suiv.),  les  documents 
qu'il  donne  sur  l'invention  du  niveau  (  p.  Syi  )  et  sur  celle  de  la 
lunette  montée  parallactiquement  (p.  389).  Nous  pourrions  indi- 
quer encore  une  foule  de  détails  non  moins  remarquables;  mais, 
par  cette  même  raison,  nous  nous  voyons  forcé  à  les  passer  sous 
silence  et  à  renvoyer  le  lecteur  à  l'Ouvrage  lui-même. 

]Nous  rappellerons  seulement  encore  qu'ici  le  dessein  poursuivi, 
mais  avec  un  succès  bien  incomplet,  par  l'auteur  dont  nous  nous 
sommes  occupé  précédemment  se  trouve  entièrement  réalisé  par 
M.  Wolf,  qui  a  su  faire  ressortir  la  dépendance  intime  entre  l'his- 
toire de  la  science  et  celle  de  la  culture  générale;  il  suffira,  pour 
s'en  convaincre,  de  lire  ses  remarques  sur  les  superstitions  tou- 
chant les  comètes,  ainsi  que  les  éclaircissements  sur  la  sphère  de 
Heynfogel. 

Pour  donner  au  lecteur  de  cette  analyse  qui  n^aurait  pas  encore 
l'Ouvrage  lui-même  entre  les  mains  une  idée  superGcielle  au 
moins  de  la  marche  de  l'exposition,  nous  allons  prendre  un  Cha- 
pitre quelconque  et  analyser  les  objets  qui  y  sont  traités.  Nous 
choisirons  le  Chapitre  VI,  le  deuxième  du  second  Livre  (^).  Ce  Cha- 
pitre commence  par  les  progrès  du  calcul  numérique,  inaugurés 
par  Stifel,  Stevin  et  Bùrgi,  où  il  est  particulièrement  question  de  la 
multiplication  abrégée;  l'auteur  esquisse  ensuite  le  développement 
de  la  Trigonométrie  plane  et  sphérique  ;  il  s'étend  avec  détail  sur 
le  procédé  de  calcul  par  la  prost aphérèse  et  sur  l'invention  des 


(')  A  côté  de  ce  procédé,  on  peut  citer,  comme  terme  de  comparaison,  la  théorie 
du  cas  polairement  conjugué,  chef-d'œuvre  de  simplicité  mathématique,  que  l'on 
doit  à  Johann  Werner,  et  dont  l'auteur  de  cet  article  s'est  longuement  occupé  dans 
le  cinquième  fascicule  de  ses  Studien  zur  Geschichte  der  matkematischen  und  ph)'si- 
knlischen  Géographie. 

(*)  Voir  la  division  Indiquée  plus  haut. 
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Au  sujet  de  quelques  autres  désaccords  entre  l'auteur  et  nous, 
relatifs  à  d'autres  parties  du  livre,  nous  nous  étions  déjà  expliqué 
Tun  et  l'autre  dans  V Allgemeine  Zeitung, 

Chaque  fois  que  nous  ouvrons  V Histoire  de  l' jislronomie  de 
Wolf,  c'est  pour  nous  un  sentiment  de  joie  de  voir  que  les  études 
sur  l'histoire  des  Mathématiques  s*y  trouvent  enfin  assises  sur  une 
base  si  sûre  pour  leurs  progrès  futurs.  Nous  espérons  que  les  lec- 
teurs du  Bulletin  retrouveront  aussi  dans  notre  article  l'impression 
de  ce  sentiment.  Nous  terminerons  maintenant  en  faisant  des 
vœux  pour  que  l'auteur  chargé  de  V Histoire  de  la  Physique,  qui  doit 
encore  paraître  dans  la  grande  collection  bavaroise,  fasse  une  œuvre 
digne  de  celle  de  son  prédécesseur.  Nous  ne  pouvons  faire  pouf  lui 
un  meilleur  souhait. 

S.  GÛHTHER. 


»«»« 


ËNNEPER  (A.].  —  Untbrsuchungen  ubbr  die  Flaghbn  mit  planen  und  spha- 

RISGHBN  KrÎÎIIIIUNGSLIKIEN  ('). 

Dans  ce  travail  étendu,  l'auteur  s'est  proposé  de  reprendre  à 
nouveau  l'importante  question  de  l'étude  et  de  la  recherche  des 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  et  sphériques.  Après  un  his- 
torique rapide  dans  lequel  sont  mentionnés  les  travaux  de  Joachims- 
thaï,  de  MM.  O.  Bonnet  et  Serret,  M.  Enneper  définit  le  but  de 
son  travail  et  indique  la  marche  qu'il  emploiera.  Cette  marche  est 
toute  différente  de  celle  qui  a  été  suivie  par  les  inventeurs,  et  ou 
peut  la  caractériser  par  ce  fait,  qu'au  lieu  d'avoir  à  intégrer  des 
équations  aux  dérivées  partielles,  M.  Enneper  ne  rencontre,  dans 
sa  méthode,  que  des  équations  différentielles  ordinaires,  équations 
que  l'on  peut  toujours  intégrer  en  donnant  des  formes  convenables 
aux  fonctions  arbitraires  qui  y  figurent.  L'auteur  étudie,  d'une  ma- 
nière très-détaillée,  les  différentes  espèces  de  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes  \  mais  un  seul  article  est  consacré  à  des  surfaces 
à  lignes  de  courbure  sphériques,  celles  pour  lesquelles  les  lignes 


(*)  Abhandlungen  der  KônigUchen  Geselhchaft  der   fVissenschaften  zii  Gôttingen, 
t.  XXIII,  1878. 
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de  courbure  de  Tun  des  systèmes  sont  planes  et  les  autres  sphé- 
riqucs. 

Un  dernier  article  du  Mémoire  est  consacré  k  la  généralisation 
de  la  notion  des  surfaces  parallèles.  On  sait  que  Steiner,  dans  un 
Mémoire  inséré  au  Journal  de  Crelle,  a  fait  connaître  une  exten- 
sion de  la  théorie  des  surfaces  parallèles,  qu'il  a  obtenue  en  consi- 
dérant deux  surfaces  quelconques,  et  en  appelant  points  corres- 
pondants sur  ces  deux  surfaces  les  points  pour  lesquels  les  plans 
tangents  sont  parallèles.  M.  Enneper  a  établi,  au  sujet  de  ce  mode 
de  correspondance,  un  théorème  curieux  dont  il  fait  l'application 
aux  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes.  G.  D. 


MÉLANGES. 

PROBLÈME  DE  MÉGANIQUE; 
Pak  m.  g.  DARBOUX. 

Trouver  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible 
non  pesant,  traversé  par  un  courant  et  soumis  à  l'influence  du 
pôle  d'un  aimant. 

Rapportons  le  fil  à  trois  axes  rectangulaires,  ayant  leur  origine  O 
au  pôle  d'un  aimant.  Les  composantes  de  l'action  de  ce  pôle  sur  un 
élément  ^^  du  fil  seront 

uiydz  —  ^djr)        ii[zdr  —  ,rdz]        ii(xdx — ydx) 

t_: , L, , 

j_  r^  r'  /•' 

^  r  désignant  la  distance  de  cet  élément  à  l'origine  et  fi  une  con- 
stante*, par  conséquent,  les  équations  d'équilibre  du  fil  seront,  en 
désignant  par  T  la  tension^ 


(4) 

H) 


ydz  —  zeiy 
u 


r» 


zd.r  —  .rdz 
^ Jl =^' 


.1  r.,-  -  1  rdy  —  rd.r 


(4: 


/•» 


\ 
ttlmisqu'il  s*agit  d'intégrer. 
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j14  PltUUlEKU  TARTIB. 

I'ai  li-b  luullipliaiii  par  tlx,  dj  ,  dz  cl  les  ajoulaiil,  on  olttu-ut 

(2)  rfT  =  o; 

donc  la  tension  est  coastaiitu.  Ce  rûsullat  ûtaît  «yident  a  priori, 
)mi!i<]iie  lu  lui'ce  aji|>lkjuti<:  ù  c-baquu  élûmeiit  t-st  iiorinalt!  à  ci'tt-lv- 
uiciil. 

Ajouioas  maiuluuaiii  lus  vqualîons  (  1)  après  les  avoir  mullijilîvei 
jiar  X,  y,  =  ix-siH'cUvcnicDt.  ^i>us  trouvi-ruiis,  en  tenant  LOiiijitc  ili' 
t'équatîou  (a), 


(3) 


h.rrf 


Ji\ 


lU 


Celte  t^jaation  exprime  cjue  la  normale  principale  eu  un  point  tic 
la  euui'be  (ré<|uililjre  est  peqK-nilieulaire  au  rayou  vecLt-ur  «le  ce 
point,  c'est-à-dire  que  la  figura  d'éifaiUhrif  est  untt  ligne  gcodé- 
îi//uo  du  cône  ayant  sort  soiiunet  à  l'origine  et  contenant  cette 

Comme  la  pnicétlcnlp,  cette  proposition  poiiv ail  se  prc'voïrrt/jnori- 
L'action  sur  rélémenl  du  lil  est  normale  au  eone  passant  par  le  (il 
et  ayant  son  sommet  à  rorigine;  or  ou  sait  que  le  plan  osculatvur 
de  la  figure  d'équilibre  doit  eontenir  eette  i'oroe  :  il  est  donc  normal 
jiu  uoiu:  prL'oûduiil. 

On  peut  du  reste  trouver  trois  intégrales  premières  des  éqtu- 
tions  (1).  Ajoutons,  par  exemple,  la  deuxième  et  la  troisième  de 
ees  équations,  api-ès  les  avoir  multipliées  par  —  z,  y  respective- 
ment. JVous  aurons 


"[^(-5-4)] -(^-v)= 


Ou  aura,  par  des  combinaisons  analogi 
premières  qui,  jointes  à  la  précédenle,  c 


s,  deux  autres  intégrales 
nslitucnt  le  système  sui- 


\ 


MÉLANGES.  435 

vant  : 


jr 

--+-«1 

r 


% 


(■'(■'a -•'s)  =>■;+•'• 

Multiplions  ces  équations  par  x^j^  z  respectivement  et  ajoutons- 
les.  Nous  aurons 

(5)  e*r-t-  fiLX  -\-  Pjt  -^7Z=IO. 

C'est  Téquation  d'une  surface  contenant  le  fil  en  équilibre.  Or  cette 
surface  est  évidemment  un  cône  de  révolution,  ayant  son  sommet  à 
l'origine  et  d'ailleurs  quelconque.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  un  Jil  flexible  et  inextensible  non  pesant  trai^ersé  par  un 
courant  est  soumis  à  l'action  du  pâle  d'un  ainiant,  sa  figure  d'é^ 
quilibre  sera  une  ligne  géodésique  d'un  cône  de  révolution  ayant 
son  sommet  au  pôle  de  l'aimant. 

Il  ne  nous  reste,  pour  terminer,  qu'à  indiquer  comment,  étant 
données  les  positions  des  deux  extrémités  du  fil  et  sa  longueur  to- 
tale, on  déterminera  le  cône  sur  lequel  il  doit  se  trouver. 

Soient  A  et  B  les  deux  extrémités  du  fil  et  /  la  longueur  de  ce  fil; 
la  question  revient  à  construire  un  cône  de  révolution  connaissant 
deux  de  ses  génératrices  OA,  OB  et  la  longueur  /  de  la  ligne  géodé- 
sique qui  réunit  les  deux  points  A  et  B. 

Voici  comment  on  peut  résoudre  ce  problème.  Je  suppose  le  cône 
inconnu  développé  sur  un  quelconque  de  ses  plans  tangents.  OA 
sera  venu  en  Oa,  OB  en  Oi  et  la  figure  d'équilibre  se  sera  trans- 
formée dans  la  droite  ab.  On  connaît  donc  les  trois  côtés  du  triangle 
Oab  et,  par  conséquent,  Tangle  aOb,  Ce  point  étant  acquis,  on  est 
ramené  au  problème  suivant  : 

Faire  passer  par  deux  droites  OA,  OB  un  cône  de  révolution 
tel  que  y  après  le  développement  de  ce  cône  ,uir  un  plan,  l'angle  des 
droites  AOR  se  transforme  en  un  angle  de  f*randeur  donnée. 
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Sok-nl  X,  fi  IcD  jHtiiits  des  droites  OA,  OB  à  unv  disUniri;  j  de 
l'origiiif*.  La  S|iIiLTt'  ayant  son  cvnin-  au  jwiiil  O  coupera  le  iViiit 
suivant  un  cercle.  Ou  tounalt,  â  la  fois,  l'arc  arj3  et  l.i  eunle  a^  de 
ce  cercle.  En  ctléi,  l'arc  «^  se  Iratisforuic  dans  le  dévclD|ipcmcDt  do 
cAnc  en  un  arc  de  cercle  et  inesui-u  l'angle  que  nuus  avons  aj>|>elé 
aOfi.  Ln  question  est  doue  ranien«^c  à  conslruire  uu  cercle  ronuais- 
sant  la  lon|;ueur  d'un  de  ses  arcs  el  de  la  corde  de  cet  arc,  problème 


qiiî  riinduil  »  une  équation  transcendante  bien  coni 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

GUNTUER  (S.).  —  Studibn  zur  Gbsghightb  dbr  mathematisghbn  und  pht- 
siKALiscnEN  Géographie.  II  Heft. 

Les  Arabes  (p.  57-93,  2  fig-)* 

m 

Le  deuxième  fascicule  renferme  Tétude  spéciale  de  la  doctrine 
de  la  sphéricité  et  du  mouvement  de  la  Terre  au  moyen  âge,  chez 
les  Arahes  et  les  Hébreux. 

La  culture  scientifique  des  peuples  arabes  s'est  ressentie  nette- 
ment de  Tinfluence  indienne  et  de  Tinfluence  grecque.  Le  point 
de  départ  des  travaux  des  Arabes  a  été,  en  effet,  la  traduction  des 
écrits  de  Ptolémée  et  d'Euclide.  Al  Birouni  nous  rapporte  que  la 
théorie  de  Ptolémée  devint  ainsi  familière  aux  savants  astronomes 
qui  illustrèrent  la  cour  du  calife  de  Bagdad  Al  Mamoun  (772 
ap.  J.-C. ). 

Un  des  successeurs  de  ce  calife,  le  célèbre  Abdallah  al  Mamoun, 
essaya  de  donner  à  ces  théories  une  base  plus  scientifique,  en  les 
mettant  mieux  d'accord  avec  celles  des  anciens  Grecs,  et  il  pro- 
duisit de  la  sorte,  pour  Tensemble  des  connaissances,  un  procédé 
de  liaison  des  plus  fructueux. 

Au  temps  même  du  règne  d'Al  Mamoun,  il  faut  placer  une  en- 
treprise scientifique  de  premier  ordre,  la  mesure  d'un  arc  de  mé- 
ridien. Il  nous  parait  difficile  d'admettre  que  les  Arabes  aient  voulu 
procéder  d'après  la  méthode  des  Grecs.  Les  noms  des  géodésiens 
grecs  Eratosthènc  et  Posidonius  pouvaient  n'être  pas  bien  connus 
à  l'époque  des  premiers  débuts  de  l'étude  de  l'Almageste.  Le  projet 
d'une  mesure  directe  de  la  Terre  peut  donc  avoir  pris  naissance 
spontanément,  ou  avoir  été  inspiré  par  une  tradition  indienne. 

Le  célèbre  astronome  Mohammed  ben  Katir  al  Fergani,  que  l'on 
a  aussi  appelé  Alfraganus,  parait  avoir  vécu  à  cette  époque  (81  a). 
Cependant  les  historiens  de  l'Astronomie  ne  sont  pas  d'accord  sur 
sa  biographie.  On  lui  doit  la  mesure  d'un  arc  de  méridien  terrestre 
dans  les  plaines  de  la  Mésopotamie.  Regiomontanus  l'a  mentionnée 
dans  ses  Ouvrages. 

A  rrô  tons-non  s  un  moment  sur  les  représentants  de  la  science 
rxarlc. 

//////.  drs  Sciences  mathéni.^  1'  Série,  t.  II.  (Novembre  1878.)  3'2 
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Nous  voyons  que  déjà  T Arabe  Âlfraganus  avait  assuré  une  base 
plus  logique  à  la  notion  de  la  sphéricité.  Bimbaum  ai  reconnu  que 
cet  astronome  ne  se  contentait  pas  d'arguments  spécieux,  mais 
qu'il  lui  fallait  des  données  mathématiques  :  Tégalité  parfaite  àa 
temps  écoulé  entre  l'apparition  des  étoiles  à  l'horizon,  leur  passage 
au  méridien  et  leur  disparition  à  l'horizon,  leurs  mouvements  sui-* 
vant  des  cercles  parallèles,  etc.  Au  Chapitre  III,  il  examine  pour- 
quoi la  Terre,  avec  toutes  ses  régions  continentales  et  marines,  est 
semblable  à  une  sphère.  A  des  preuves  positives  il  en  ajoute  une 
indirecte  :  «  Si  la  Terre  était  un  plan  développé,  rien  de  ce  que  nous 
disons  n'arriverait,  et  le  cours  des  astres  serait  identique  sur  toutes 
les  parties  de  la  Terre.  Si  un  observateur  se  déplaçait  entre  le  nord 
et  le  midi,  il  ne  verrait  se  coucher  aucune  des  étoiles  qui  sont  tou*^ 
jours  visibles,  ni  se  lever  aucune  de  celles  qui  sont  toujours  ca- 
chées. » 

Il  est  curieux  de  chercher  des  preuves  positives  de  la  théorie 
de  la  sphère  chez  les  Arabes,  d'autant  plus  qu'un  passage  de 
Peschel  pourrait  éveiller  quelques  doutes.  «  Seul  »,  dit-il,  <c  Ibn  el 
Ouardi  rapporte  que  la  Terre  a  été  supposée  tantôt  en  forme  de 
table,  tantôt  hémisphérique,  ou  bien  sphérique  ou  creuse,  ou  avec 
un  axe  de  mouvement.  »  Voyons  ce  que  nous  avons  à  remarquer, 
réservant  pour  la  suite  les  hypothèses  non  compatibles  avec  la 
Science. 

Nous  trouvons  une  discussion  profonde  et  véritablement  scienti- 
fique de  la  sphéricité  dans  les  récits  d'Aboul  Hha'sau  Ali,  de 
Maroc,  dont  Sédillot  a  fait  connaître  d'une  manière  si  concluante 
r Astronomie  pratique.  L'Astronomie,  dit-il,  prouve  que  les  mon- 
tagnes et  vallées  n'ont  pas  d'influence  marquée  sur  la  sphéricité  de 
la  Terre  ^  que  sur  la  figure  de  la  Terre  on  peut  représenter  des 
hommes  debout  aux  extrémités  d'un  même  diamètre;  que  deux 
perpendiculaires  à  la  surface  ne  peuvent  être,  à  vrai  dire,  paral- 
lèles; qu'enfin  des  distances  mesurées  sur  la  Terre  même  ressem- 
blent absolument  à  des  arcs  de  la  sphère  céleste.  La  définition  qu'il 
donne  de  l'horizon  est  caractéristique  et  digne  de  remarque  :  c<  En 
quelque  point  de  la  Terre  qu'un  homme  soit  placé,  il  voit  la  moitié 
du  ciel,  à  une  quantité  insensible  près,  et  Tautre  moitié  lui  est 
cachée,  k  une  quantité  près  aussi  insensible.  )) 

Cette  notion,  qui  reposait  sur  une  base  scientifique,  parait  avoir 
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servi  à  d^autres  écrivains  arabes,  et  en  particulier  à  Abou  Bekr  er 
Rasi  (ou  Rhazès),  qui  a  composé  un  Livre  où  il  est  dit  nettement 
que  la  Terre  a  une  forme  sphérique.  On  retrouve  cette  notion  chez 
Ibn  al  Kofti,  Ibn  Ali  Oseibia^  Kosta  ben  Luca  et  Thabit  ben  Korra, 
qui  tous  affirment  l'existence  des  antipodes.  Cependant  les  Arabes 
ont  généralement  admis  qu'une  partie  ou  une  zone  de  la  Terre 
était  inhabitable.  Alfraganus,  par  exemple^  Tappelle  la  quatrième 
zone  et  indique  les  variations  du  jour  et  de  la  nuit  en  cette  région. 

Les  méthodes  de  détermination  des  positions  géographiques  con- 
tribuèrent à  donner  une  notion  beaucoup  plus  nette  de  la  sphéri- 
cité. Peschel  a  fort  bien  exposé  les  progrès  dont  nous  sommes  re- 
devables à  Arzachel,  Aboul  Hha'san  et  Al  Birouni,  et  Yasco  de 
Gama  apprit  d'un  navigateur  arabe  l'emploi  du  meilleur  instrument 
connu  à  cette  époque  pour  la  détermination  des  latitudes.  Les  exi- 
gences de  la  vie  civile  et  religieuse  développèrent  chez  les  Arabes 
l'étude  de  la  mesure  du  temps,  de  la  gnomonique  et  de  l'orienta- 
tion de  la  Kaàba,  vers  laquelle  ils  devaient  tourner  leurs. regards. 
Sédillot  nous  a  laissé  une  savante  et  minutieuse  étude  de  tous  les 
progrès  accomplis  dans  cette  voie. 

Une  troisième  conséquence  de  la  forme  de  la  Terre  a  été  l'in- 
vention d'une  méthode  de  projection,  permettant  de  représenter 
la  surface  terrestre  sur  un  plan  d'après  des  règles  mathématiques  \ 
mais  cette  méthode  de  projection  n'offre  pas  grand  mérite  par  elle- 
même.  Les  Arabes  ont  mieux  réussi  dans  la  construction  des  sphères 
terrestres,  comme  le  montre  le  Traité  de  Kosta  ben  Luca,  et  dans 
la  représentation  géométrique  du  ciel  sur  un  globe,  comme  Ta  ex- 
posé Messala  *,  mais,  eu  Géographie,  ils  semblent  avoir  négligé  les 
notions  assez  précises  que  les  Grecs  avaient  adoptées. 

Nous  voyons  se  former,  au  x*  siècle,  une  secte  arabe  philoso- 
phique et  franc-maçonnique,  dont  les  théories  méri  lent  quelque  atten- 
tion au  point  de  vue  de  la  sphéricité  de  la  Terre.  Dieterici  en  a  fait 
un  examen  détaillé  dans  deux  intéressantes  monographies.  Les  par- 
tisans de  cette  philosophie  comparent  l'univers,  ou  le  Macrocosme, 
à  un  géant  humain,  à  un  organisme  doué  d'individualité.  La  Terre 
est  de  forme  sphérique^  elle  est  entourée  de  l'atmosphère,  comme 
le  jaune  de  Tœuf  est  entouré  de  blanc  :  comparaison  qui  a  été  faite 
également  par  les  Occidentaux.  Neuf  sphères  emboîtées  Tune  dans 
l'autre  euvîronnciitle  monde,  comme  le  ferait  la  pelure  d'un  oignon. 

32. 
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Cette  comparaison,  tirée  de  Ptoléniéc,  est  devenue  familière  â  tout 
rOrient.  La  septième  sphère  est  le  ciel,  dans  l'acception  du  Koran. 

Quant  a  la  grandeur  de  la  Terre,  elle  est  basée  sur  révaluatioo 
du  diamètre  h  1167  77  parasauges,  valeur  qui  n'est  pas  exactement 
d'accord  avec  la  mesure  du  degré  par  Al  Mamoun,  en  prenant  le 
nombre  ir  donné  par  Ârchimède. 

Il  est  intéressant  de  constater,  dès  cette  époque^  la  notion  d'une 
conséquence  de  la  sphéricité  qui,  plus  tard,  devait  passer  pour 
mystérieuse  auprès  des  navigateurs  portugais.  Bien  qu'il  ne  (iït 
point  mathématicien,  puisqu'il  regardait  la  Terre  comme  quadran- 
gulaire,  Aboulfeda  démontra  que,  si  deux  voyageurs  partent  d'une 
même  localité  et  suivent  des  directions  opposées,  ils  constateront, 
au  moment  de  leur  retour  au  point  de  départ,  une  différence  de 
deux  jours  pleins  entre  les  nombres  de  jours  qu'ils  auront  passés 
eu  route.  Les  compagnons  de  Magellan  vérifièrent  le  fait  pour  la 
première  ibis  eu  laaa,  mais  sans  réussira  Texpliquer. 

Un  Persan  de  nation ,  Zakarija  bru  Mohammed  ben  Mahmoud, 
connu  plus  généralement  sous  le  nom  d*£l  Kazouini,  a  rédigé,  an 
xiii*  siècle,  une  description  détaillée  du  monde  connu  de  son  temps. 
Son  Ouvrage,  dont  il  existe  une  bonne  traduction  allemande,  rcn- 
ferme  de  précieux  matériaux  pour  l'histoire  de  la  Géographie  astro- 
nomique. L'auteur  se  déclare  nettement  partisan  de  la  sphéricité, 
mais  il  en  donne  une  délinition  beaucoup  moins  correcte  que  celle 
des  mathématiciens,  et,  par  suite,  son  système  est  défectueux.  Sa 
projection  consiste  en  une  série  de  cordes  parallèles  qui  divisent  le 
cercle  en  zones,  dans  lesquelles  il  suppose  (jue  se  trouvent  les  con- 
trées qui  répondent  à  peu  près  à  une  même  latitude  5  mais,  à  l'échelle 
de  sa  carte,  l'équateur  se  trouverait  sur  la  ligne  qui  joint  les  points 
SE  et  SO. 

L'indication  des  opinions  diverses  des  anciens  sur  la  forme  et  la 
situation  de  la  Terre  donne  à  l'auteur  le  sujet  de  détails  intéres- 
sants. «  Les  uns  »,  dit-il,  «  ont  supposé  que  la  Terre  était  plane; 
d'autres,  qu'elle  avait  la  forme  d'un  bouclier,  ou  d'une  grande  coupe, 
ou  d'une  demi-sphère.  »  His'àm  ben  el  Hakem  admet  l'exisleBce 
d'un  socle  qui  soutient  la  Terre  et  l'empèc^he  de  tomber  :  réminis- 
cence de  l'ancienne  mythologie  des  Hindous.  On  y  trouve  encore 
l'hypothèse  d'une  attraction  magnétique,  qui  s'exerce  de  tous  les 
points  de  la  sphère  universelle  et  agit  avec  la  même  intensité  sur 
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la  Terre.  Kazouini  dit  aussi  que  la  Terre  est  située  au  centre  du 
ciel,  et  par  ce  centre  il  faut,  en  réalité,  entendre  la  région  infé- 
rieure; elle  est  de  forme  ronde  et  couverte  d'inégalités  produites 
par  les  montagnes  qui  s'élèvent  à  sa  surface  et  par  les  vallées  qui 
forment  des  sillons;  mais  elle  ne  perd  pas  pour  cela  sa  forme  sphé- 
rîque  si  Ton  tient  compte  de  toute  sa  masse. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  qui  traite  de  la  grandeur  du  globe  ter- 
restre, Kazouini  ne  parle  que  des  mesures  de  Ptolémée  et  garde  le 
silence  au  sujet  des  travaux  de  ses  contemporains. 

Les  écrits  d'un  astronome  arabe,  contemporain  de  Kazouini, 
mais  un  peu  plus  ancien  que  lui,  renferment  des  énoncés  beaucoup 
plus  précis  :  nous  voulons  parler  de  l'Ouvrage  de  Schems  Exidin 
Abdallah  Mohammed  ed  Demitschki  (ou  de  Damas).  Comme  Torien- 
taliste  danois  Mehren  vient  d'en  publier  une  excellente  traduction 
française,  il  sera  intéressant  de  signaler  en  particulier  le  passage 
oti  il  est  question  de  la  Terre  :  «  Eu  général,  elle  est  ronde,  avec 
des  inégalités  causées  par  des  montagnes  qui  s'élèvent  à  sa  surface 
et  des  bas-fonds  qui  la  creusent,  ce  qui  n'altère  pas  sa  rotondité 
fondamentale.  Elle  est  située  au  milieu  de  la  sphère  céleste,  mais 
ne  peut  en  aucune  manière  y  être  prise  en  considération,  la  moindre 
étoile  fixe  la  surpassant  de  beaucoup  en  grandeur.  »  Parmi  les 
comparaisons  que  l'auteur  emploie  pour  mieux  faire  saisir  ses  dé- 
monstrations, il  a  recours  à  une  hypothèse  imaginée  plus  tard  par 
Maupcrtuis  :  «  Si  l'on  perçait  la  Terre  en  passant  par  le  centre  en 
ligne  droite  jus(|u'au  point  opposé,  on  rencontrerait  de  l'autre  côté 
des  pieds  humains*,  ainsi  les  habitants  de  la  Chine  et  ceux  de  l'Es- 
pagne, qui  occupent  les  points  extérieurs  du  diamètre  de  la  Terre, 
sont  antipodes,  et  le  lever  du  Soleil  et  de  la  Lune  d'un  côté  cor- 
respond au  coucher  de  l'autre,  comme  la  nuit  des  uns  au  jour  des 
autres,  et  réciproquement.  )>  Si  l'image  est  exacte,  la  désignation 
des  deux  contrées  est  mal  choisie. 

La  théorie  du  mouvement  de  la  Terre  a  compté  chez  les  Arabes 
de  nombreux  partisans,  bien  qu'elle  ait  rencontré  de  grandes  dif- 
ficultés pour  s'établir  à  cette  époque.  Nous  avons  déjà  vu,  par  Ibn 
cl  Ouardi,  que  plusieurs  savants  admettaient  un  axe  de  mouve- 
ment pour  la  Terre.  Le  témoignage  de  Kazouini  n'est  pas  moins 
probant,  a  Parmi  les  anciens,  dit-il,  se  trouvent  plusieurs  disciples 
de  Pylhagorc  qui  afhrment  que  la  Terre  se  meut  et  tourne  cîrcu- 
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lairemeut,  et  que  toutes  les  orbites  circulaires,  que  nous  voyons  dé- 
crire aux  étoiles,  ne  sont  autres  que  le  cours  apparent  de  la  Terre 
et  n'appartiennent  pas  en  réalité  aux  étoiles,  n 

Les  philosophes  arabes  franc-marons,  dont  nous  avons  dëji  parié, 
ont  qualifié  de  chimérique  Thypothèse  du  mouvement  des  planètes 
de  Touest  vers  Test.  Mais  ce  passage  a  encore  besoin  d'être  éclairci. 
Dans  le  livre  de  Demitschki,  on  en  trouve  un  aussi  douteux,  que 
Mclu*en  traduit  ainsi  :  «  Le  Soleil  se  meut  autour  de  son  propre 
centre,  qui  n'est  pas  le  centre  delà  Terre.  » 

Au  n^ste,  nous  trouvons  encore,  dans  un  ouvrage  de  M.  Sprenger, 
la  preuve  intéressante  que  les  Arabes  avaient  une  idée  delà  dodrioe 
helléno-indiennedela  rotation  de  la  Terre.  «  M.  Sédillot  »,  dit-il, 
(c  a  publié*,  je  crois,  divers  articles  qui  démontrent  que  les  Arabes 
étaient  au  courant  du  système  d'Astronomie  de  Copernic;  mais 
voici  un  extrait  du  Ilikmat  al'  yij  n,  dcKatibi  (paru  vers  127a), 
qui  ne  sera  pas  lu  sans  intérêt  : 

ce  Quelques  philosophes  »,dit  Katibi,  «  s'imaginent  que  la  Terre 
se  meut  vers  l'est,  et  que  le  lever  des  corps  célestes  à  l'orient  et  leur 
coucher  à  l'occident  doivent  être  attribués  à  ce  mouvement,  et  non 
au  mouvement  de  la  sphère  céleste,  infiniment  plus  éloignée,  et  à 
laquelle  ils  supposent  l'immobilité.  Cette  idée  est  une  erreur.  Je 
ne  puis  cependant  avancer,  comme  argument  à  opposer,  que,  si 
tel  était  le  cas,  uii  oiseau  dirigeant  son  vol  dans  le  sens  du  mouve- 
ment  de  la  Terre  serait  capable  de  la  suivre  exactement,  parce  que 
le  mouvement  de  la  Terre  pourrait  être  beaucoup  plus  rapide  que 
celui  de  Toiseau  pour  que  ce  dernier  se  retrouvât  à  son  point  de 
départ  après  un  jour  et  une  nuit.  Ln  pareil  argument  n'est  pas 
concluant,  parce  qu'on  pourrait  faire  valoir  que  l'atmosphère  qui 
environne  la  Terre  partage  son  mouvement,  de  même  que  l'éthcr 
participe  au  mouvement  de  la  sphère  céleste.  Mais  j(»  n  accepte  pas 
cette  théorie,  parce  que  tous  les  mouvements  terrestres  s'eilectuent 
suivant  une  ligne  droite,  et  que,  par  suite,  nous  ne  pouvons  ad- 
mettre que  la  Terre  doivt»  se  mouvoir  dans  un  cercle.  Telle  est  la 
théorie  d'Aristote  :  il  n'y  a  que  les  corps  célestes  qui  soient  animés 
du  plus  parfait  mouvement,  du  mouvement  circulaire.  » 

L'Ouvrage  de  Katibi,  dont  nous  avons  extrait  ce  passage  remar- 
quable, semble  devoir  résumer  des  doctrines  pliilosophicjnes  ensei- 
gnées chez  les  Arabes  dr  cette  époque. 
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11  iiou.s  reste  à  examiner  maintenant  l'évolution  de  la  tbéorie  du 
second  mouvement  de  la  Terre  chez  les  Arabes  au  moyen  âge. 

La  Science  arabe  jeta  le  plus  vif  éclat  dès  le  début,  mais  elle 
avait  tout  emprunté  aux  Grecs  et  aux  Hindous.  Plus  tard,  lors- 
qu'elle eut  trouvé  une  base  pour  s'établir,  elle  commença  à  se  mo- 
difier. L'exemple  le  plus  intéressant  de  ce  fait  nous  est  donné  par 
la  théorie  de  la  trépidation,  système  qualifié  de  malheureux  par 
Delambre,  qui  parait  n'en  avoir  pas  assez  apprécié  le  mérite,  et 
qu'il  a  jugé  trop  superficiellement.  Ce  n'est  pas  la  seule  assertion 
que  M.  Giinther  ait  relevée  dans  les  écrits  de  Delambre.  Il  lui  a 
reproché  de  n'avoir  pas  accordé  assez  d'attention  à  certains  astro- 
nomes du  moyen  àge^  mais,  en  revanche,  M.  Gûnther  n'a  pas  né- 
gligé de  lui  rendre  justice  quand  il  en  a  rencontré  l'occasion. 

Au  milieu  de  ces  Arabes  qui,  animés  d'un  inconscient  pressen- 
timent de  la  vérité,  commençaient  à  battre  en  brèche  le  système  de 
Ptolémée  encore  en  vigueur,  nous  devons  placer  au  premier  rang 
un  Espagnol,  nommé  Bitrogi  ou  Alpetragius,  né  au  Maroc,  d'après 
certains  auteurs,  et  qui  fut  contemporain  et  disciple  d'un  philosophe 
également  célèbre,  Abou  Bekr  Ibn  Tofeil.  Alpetragius  mérite  une 
mention  toute  spéciale  dans  notre  étude,  mais  nous  ne  pouvons 
citer  de  longs  extraits  de  ses  écrits.  Voici  au  moins  une  courte  Notice 
de  Munk  qui  nous  renseigne  sur  son  compte  :  «  Dès  le  commence- 
ment du  xni*  siècle,  les  astronomes  arabes  d'Espagne  reconnurent 
ce  qu'il  y  avait  d'invraisemblable  dans  cette  hypothèse  par  laquelle 
Ptolémée  cherche  à  expliquer  certaines  anomalies  dans  le  mouve- 
ment de  diverses  planètes.  Ibn  Badja  s'éleva  le  premier  contre  Thy- 
pothèse  des  épicycles,  et  Ibn  Tofeil  rejeta  à  la  fois  les  excentriques 
et  les  épicycles....  Un  peu  plus  tard,  Abou  Is'hak  al  Bitrodji,  ou 
Alpetragius,  essaya  de  substituer  d'autres  hypothèses  à  celle  de 
Ptolémée.  »  Ce  passage  est  extrait  du  fameux  Traité  de  Théologie 
et  de  Philosophie  de  Moïse  ben  Maimon,  le  Guide  des  Égarés, 
traduit  par  Munk. 

Les  idées  d'Alpetragius  ont  exercé  une  sérieuse  ijoiluence  sur  les 
savants  de  son  époque.  Plusieurs  écrivains,  entre  autres  le  bio- 
graphe Baldi,  le  juif  Calo  Calonymos,  Delambre,  Mâdler,  ont  es- 
sayé de  préciser  la  portée  de  ses  découvertes. 

Le  mouvement  d'opposition  aux  théories  de  Ptolémée  ne  fut  pas 
universellement  suivi.  Zarkali  se  montra  zélé  partisan  de  la  théorie 
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lit'  la  li-vf>!datiou  dus  vUiileii  fixes,  tandis  qu'Averroès  ne  lil  tou- 
iiaîlru  que:  de»  amélûiralîons  géncraics .  Mais  les  tendances  h  onc 
riffortnp  sont  beaucouji  plu»  acceiitut'es  dans  K's  écrits  de  Gober. 
Maure  d'Andalousie,  dont  le  nom  arabu  est  Abou  !\Iobainm«l 
Djnber  Ibn  Allah,  Le  plus  importaut  Uuvragc  d'Astronomir  de 
(iiïbcp  a  élt-  traduit  de  bonun  heurt-,  et  il  en  à  été  fait  dt;  nombreux 
Coininentaîres. 

Le  principal  reproche  qu'il  adresse  au  système  de  Ptotéiné«. 
c'est  d'être  obscur  et  pi-olixe;  mais  il  ne  souf^e  pas  h  «nlever  à  la 
Terre  son  îniinobililé  au  centre  de  l'univers.  II  discute  le  moiivc- 
nient  de  deux  planètes,  Mercure  cl  Venus,  cl  n'adniei  pas  qur 
Ptoléinée  les  ait  fait  mouvoir  entre  le  Soleil  et  la  Tern-.  1)  est  i-er- 
tain  que  Plolémce  avait  commis  une  erntur  en  conlcslanl  la  possi- 
bilil^  d'assigner  une  parallaxe  l't  ces  deux  planètes,  et,  tandis  <]ur 
(ieber  en  détermine  une,  Plolémée  est  dans  le  vrai  ;  mais  ses  con- 
clusions vont  beaucoup  plus  loin,  et  nous  devons  reconnaître,  par 
exception,  l'opinion  de  Delambre.  n  Gcbcr  »,  dît-il.  «  est  dune  iuat- 
tentîr  et  injuste.  Sa  critique  porte  entièrement  n  faux,  et  le  sys- 
tème qu'il  embrasse  pour  les  deux  planète»  est  aussi  faux  que  celui 
de  Ptoléniée;  ÎI  a  raison  sculemcnl quand  il  soutient,  contrel'as- 
xertion  de  Ptolémée,  que  Vénus  peut  se  trouver  sous  le  rayon  vi- 
.sucl  mené  de  la  Terre  au  Soleil.  » 

Ainsi,  bien  que  Gebcr  ait  tenté  de  rél'ormer  ou  de  détruire  le 
système  des  Grecs,  son  projet  doit  être  ramené  à  des  proportions 
fort  modestes. 

Parmi  les  adversaires  des  tbéories  de  Ptolémée,  nous  devons  »i- 
gnalcr  Ibn  Tofeil  et  surtout  un  astronome  qui  parait  avoir  joué  un 
rble  très- important,  Abou  Bekr  Ibn  al  Saïek,  contemporain  plus 
:'igé  que  Maîmonides,  et  que  l'on  peut,  suivant  toute  probabilité, 
identifier  avec  Ibn  Badja.  Maimonides  nous  a  laissé  un  Coramen- 
taire  complet  des  écrits  de  cet  astronome.  A  côté  d'une  objectiiHi 
faite  par  Ibn  Gadja  à  la  théorie  du  mouvement  de  Mercure  et  de 
Vénus,  on  trouve  une  argumentation  contre  l'hypothèse  des  cercles 
épi  cycles  et  excentriques,  auxquels  il  reproche  de  conduire  à  une 
foule  d'absurdités.  Poursuivant  son  étude,  Maimonides  affirme  qu'il 
a  appris,  par  ouï-dire,  qu'lbn  Badja  avait  conçu  un  système  parU- 
eulier,  dans  lequel  n'entraient  plus  d'épicycles,  mais  rien  que  des 
excentriques.  Mais  nous  n'avons  pas  assez  d'indications  sur  tK 
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sujet.  Maimonides  revient  encore  à  Ibn  Badja.  a  Tu  sais  »,  dit-il, 
i<  qu'Abou  Bekr  Ibn  al  Saïek,  dans  son  Discours  sur  la  Physique, 
exprime  ce  doute  :  Si  Âristote  a  connu  rexcentricité  du  Soleil,  et 
si,  la  passant  sous  silence,  il  ne  s'est  préoccupe  que  de  ce  qui  ré*^ 
suite  de  l'inclinaison,  —  l'efiet  de  rexcentricité  n'étant  point  di- 
stinct de  celui  de  l'inclinaison,  —  ou  bien  s'il  ne  l'a  point  connue.  » 
A  cette  question,  Maimonides  répond  qu'Âristote  n'a  pas  eu  la  no- 
tion de  l'excentricité.  Mais  ce  passage  pourrait  très-bien  signifier 
aussi  que  le  savant  auteur  Ibn  Badja  avait  rejeté  les  épicycles  de  la 
théorie  des  planètes  et  cherché  à  en  expliquer  toutes  les  appa- 
rences au  moyen  d'un  double  mouvement  de  la  Terre. 

Le  nom  d'un  roi  chrétien,  Alphonse  X  (inaS-i  284)9  marque  la 
fin  de  l'époque  du  mouvement  de  réforme  espagnol  et  musulman. 
Ce  roi  encouragea  puissamment  les  sciences  mathématiques.  Il  fut 
lui-même  un  des  savants  astronomes  de  son  époque.  Il  présida  aux 
travaux  d'un  congrès  scientifique  dont  il  fut  le  promoteur,  et  auquel 
on  doit  les  célèbres  Tables  Al phonsines.  Deux  Arabes,  Abenragelet 
Alkabitius,  se  trouvaient  au  nombre  des  membres  de  ce  congrès. 

L'analyse  que  Màdler  a  faite  de  l'édition  des  Œuvres  d'Alphonse, 
publiée  par  les  soins  de  Rico  y  Sinobas,  facilite  l'étude  de  cette  vo- 
lumineuse compilation.  <c  Paroii  les  figures  qu'elle  renferme,  la 
plus  digne  de  remarque  se  trouve  à  la  page  282;  Tandis  que  toutes 
les  autres  donnent  des  cercles  concentriques  ou  excentriques,  celle- 
là,  en  particulier,  nous  montre  l'orbite  de  Mercure  sous  la  forme 
d'une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  à  peu  près  les  -^  du  grand. 
Toutefois,  le  Soleil  ne  se  trouve  pas  figuré  au  foyer,  mais  bien  au 
centre  de  la  courbe.  L'éditeur  Rico  y  Sinobas  note,  à  ce  propos, 
qu'il  faut  chercher  la  cause  de  cette  courbure  elliptique  dans  la 
déformation  hygroscopique  que  nous  observons  dans  le  parchemin 
des  caisses  de  tambour  ;  mais  il  est  facile  de  reconnaître  l'insuffi- 
sance d'une  pareille  explication.  La  supposition  qu'il  en  déduit, 
que  Kepler  ait  pu  avoir  connaissance  de  cette  figure  et  avoir  été 
conduit  ainsi  à  ses  ellipses,  n'est  pas  moins  insoutenable.  Kepler  ne 
donne,  avec  une  pleine  franchise,  autre  chose  que  le  résultat,  la 
voie  qu'il  a  suivie  pour  y  arriver,  et  même  la  fausse  route  qu'il 
avait  ouverte  au  début.  Son  ellipse  est  tout  autre  que  celle  d'Al- 
phonse, empruntée  à  Azarquiel,  et  ce  n'était  pas  â  l'orbite  de  Mer- 
cure, mais  bien  à  celle  de  Mars,  qu'il  avait  appliqué  dirccrtemcut  ses 
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nicberches,  fondées  sur  l«s  olisfrvatioiis  «le  'l'yclio.  'l'ouicfois,  ctttc 
rcpréscnUtioQ  dr  l'orbîtcde  Mercure  n.'stc;ra  toujours  couiui-  uuf 
jircuve  curifluse  dp  rc  fait,  que  l'on  avait  rtconnu  de  bonne  licarc 
rimpoïsibîlili- de  Ruflirc  à  Uiu»  le»  cas  n  l'uidu  dt'S  exceulmiue*.  • 

A£ari|uîci,  dont  parle  ici  MâdliT,  est  int-onuu  :  pvtitHÎtre  scraît-a: 
«u  rt^alilc'  Anr.ac-hel,  (jui  lîvait  deux  siècles  avant  Alphonse. 

Il  Mt  iiaturt-l  que  d<?N  clUirts  isolé»,  tentas  dans  \c  I>ut  de  dépasser 
Ptol^m^c,  no  pouvaient  produire  un  etlct  durablv.  En  rt-Mimr,  la 
Tables  «rspagnolci  nu  se  distin^umt  pas  <'sscDtieltcmt.-nt  dus  Tabin 
AlesandrincK.  Alplionsn  luî-m*ine  m-  trouva  dans  les  résultats  ob- 
tenus aucun  encouragement  répondant  aux  énormi-s  fatigttes  ctdé- 
p4.-nse:(  aiixi|ucllea  ils  avaient  donné  lieu.  Il  était  persuadé  que 
toute  la  Science  de  son  temps  ne  pouvait  établir  un  accord  pasMiklc 
entre  la  théorie  et  l'observation,  mais  son  titre  de  roi  ne  peut 
l'excuser  d'avoir  exprimé  en  ces  termes  )a  rontrariété  que  cet  in- 
succès lui  lit  éprouver:  «  J'aurais  «,  disait-il,  «  beaucoup  mieux 
établi  (|uc  Dieu  le  système  des  mouvements  céU-stes.  u 

Le  rAle  des  Arabes  comme  précurseurs  de  Copcmîr  parait  s'être 
aiTt^té  au  temps  d'Alplionsc  de  Cnstille.  La  fougue  religîcuM!  cessa 
de  les  exciter,  et,  depuis,  leur  esprit  est  retombé  dans  une  sorte 
d'engourdissement.  11  n'y  a  donc  plus  rie»  h  attendre  de  leur  part, 
et  il  nous  faudra  revenir  désormais  aux  peuples  de  l'Oceidenl. 

Les  Hébreux  (p.  94-'27,  tijig-)- 

L'histoire  de  la  Géographie  chez  les  Hébreux  forme  le  t 
Chapitre  de  ces  intéressantes  recherches.  PJous  allons  i 
puiser  des  renseignements  curîeUx. 

he  premier  que  l'on  ait  à  signaler  est  donné  par  le  BaraStha, 
sorte  d'encyclopédie  scientilique  et  religieuse  qui  plus  tard  fut  in- 
corporée au  Talmud.  Zunz,  qui  en  a  fait  une  analyse  comme  pour 
la  plupart  des  Livres  hébreux  relatifs  à  la  Géographie,  nous  montre 
que,  des  le  ii'  siècle  de  notre  ère,  les  Juifs  avaient  la  notion  d»  la 
sphéricité  de  notre  planète. 

Le  second  témoignage  dans  l'ordre  chronologique  se  rencontre 
dans  le  Baraïtha  d'un  certain  rabbin  Samuel,  que  l'on  a  coofondo 
souvent  aicc  le  Baraïtha  d'Eliëser.  Cet  Ouvrage  a  dti  ùtre  écrit 
entre  les  auiiéi'^  jjfi  et  860.  Il  rcnferiue  un  e\posé  Irês-tlair  de  la 
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situation  des  planètes  et  de  l^originc  de  la  durée  de  l'année.  Plu- 
sieurs écrivains,  entre  autres  Donolo  et  Abraham  ben  Chiija,  y  ont 
puisé  des  indications. 

L'Almageste  fut  considéré  par  les  Juifs  et  par  les  Arabes  comme 
Livre  fondamental.  C'est  à  lui  que  toute  l'Astronomie  orientale  em- 
prunta cette  comparaison  singulière  de  l'emboîtement  des  sphères 
H  celui  des  pelures  d'oignon. 

Depuis  la  dispersion  des  Juifs,  Abraham  ben  Chiija  est  le  pre- 
mier qui  ait  conçu  un  plan  systématique  d'Astronomie.  On  n'est 
pas  d'accord  sur  sa  nationalité,  espagnole  ou  française,  ni  sur 
l'époque  de  sa  vie,  le  xi^  ou  le  xii*  siècle.  Son  Ouvrage  intitulé 
Zurat  ha-arez  (Forme  de  la  Terre)  est  une  Géographie  astrono- 
mique et  une  Astronomie  en  dix  Chapitres.  Il  en  existe  deux  tra- 
ductions latines,  publiées  à  Baie  en  i546,  et  dues  à  Seb.  Munster 
et  à  Osw.  Schreckenfuchs. 

Le  premier  Chapitre  renferme  l'étude  de  la  forme  du  ciel  et  de 
la  Terre,  de  leurs  distances  mutuelles,  et  de  la  figure  du  mouvement 
et  de  ses  particularités.  11  débute  par  la  notion  de  la  sphéricité  du 
ciel,  qui  résulte  de  l'invariabilité  des  dimensions  apparentes  des 
corps  célestes.  Si  pourtant  le  Soleil  et  la  Lune  semblent  plus  gros 
à  l'horizon  que  près  du  zénith,  il  faut  en  chercher  la  cause  dans  le 
fait  que  la  densité  variable  de  l'air  détermine  une  réfraction  va- 
riable. De  là  vient,  dit-il,  qu'une  pierre  paraît  agrandie  si  on  la 
plonge  dans  l'eau.  Il  reproduit  l'argumentation  classique  de  la 
sphéricité  générale  de  notre  planète  :  «  On  a,  comme  pour  le  ciel, 
attribué  à  la  Terre  et  à  sa  qualité  une  forme  sphérique  semblable  à 
celle  d'un  globe.  Les  montagnes  et  vallées  qui  sont  à  sa  surface  ne 
doivent  pas  nous  préoccuper,  parce  qu'elles  n'ont  aucune  compa- 
raison ni  proportion  avec  la  totalité  de  sa  masse.  »  Il  expose,  avec 
plus  de  détails  que  ne  l'avait  fait  Alfraganus,  les  conséquences  de  la 
sphéricité  de  la  Terre  relatives  à  l'observation  des  phases  d'une 
éclipse  de  Lune.  L'auteur  examine  également  ce  qui  résulterait  de 
l'hypothèse  d'une  forme  plane  ou  concave. 

Le  Chapitre  VI  renferme  une  description  et  une  classification 
des  climats,  ainsi  qu'une  Cartede  l'hémisphère  boréal,  sur  laquelle 
on  retrouve  les  bizarreries  des  cartographes  arabes^  mais  la  forme 
générale  dtî  l'Afrique  est  assez  fidèlement  représentée. 

La  dernière  Parlie  de  l'Ouvrage  contient  un  ex|>osé  des  mesures 
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de  la  graudeur  réelle  du  globe  terrestre.  A  ce  sujet,  M.  Gûnther  em" 
prunte  à  Wackcrbarth  une  intéressante  discussion  de  ces  mesures. 
Il  revient  ensuite  avec  plus  d'attention  sur  la  doctrine  de  la  sphé- 
ricité chez  les  Juifs  au  moyen  âge. 

Mainionides  a  considéré  la  sphéricité  comme  une  qualité  qui  se 
comprend  par  elle-même.  «  L'univers  entier  »,  dît-il,  «  est  sphériqoe 
et  renferme  le  globe  lerreslre,  autour  duquel  se  trouvent  disposées, 
vn  ordre  ascendant,  des  enveloppes  sphériques  de  la  matière  de 
Teau,  de  Tair,  du  feu  et  do  Téthcr,  qui  constitue  en  dernier  liea 
les  corps  célestes.  » 

Le  Juif  caraïtc  Jehouda  Hadosst  publia  une  théorie  analogue  dans 
un  Ouvrage  paru  à  Jérusalem  en  1149.ll  est  intéressant  d'y  ob- 
server que  Fauteur  attribue  au  firmament  une  influence  magné- 
tique qui  retient  la  Terre  au  centre  de  l'univers. 

On  doit  aux  Israélites  de  sérieuses  données  sur  la  Géographie 
et  sur  la  pratique  même  des  observations.  Steinschneider  signale 
comme  ayant  perfectionné  et  inventé  soit  des  théories,  soit  des 
instruments,  Ibn  Ksra  et  une  dizaine  d'autres. 

Le  Juif  Esthori  ben  Mo  se  ha-Parci ,  contemporain  de  l'Arabe 
Aboulfeda,  a  laissé  une  description  très- minutieuse  de  la  Palestine, 
qui  a  été  analysée  par  Zunz. 

Un  Juif  de  Tolède,  Isaak  ben  Joussef  ben  Israël,  a  publié  en  i3io 
un  Traité  des  éléments  de  Tunivers,  dans  lequel  on  trouve  une 
excellente  étude  de  la  parallaxe  de  la  Lune. 

Le  Juif  Asarja  ben  Mose  dei  llossi,  de  Mantoue,  compte  au 
îiond)r(»  des  polvmallies  du  wi*^  siècle.  Son  Ouvrage  le  plus  impor- 
tant, Mrnor  Kuaijui  (ou  le  i'ianibeau  ),  paru  en  iSyS,  reufernie 
ï'oniHKî  donnée  principale  un  parallèle  entre  les  théories  duTalmud 
et  des  profanes.  11  base  ses  reclierclies  sur  la  liuiliènie  question  du 
Tliamid  :  (Quelle  est  la  plus  jurande  distance,  celle  entre  Test  et 
l'ouest  ou  bien  celle  enti'c  le  ciel  et  la  Terre?  11  trouve  que  la  pre- 
mière est  deux  lois  plus  grande  que  la  seconde.  Il  rappelle  que, 
dans  le  livre  du  Soliar,  ainsi  que  dans  le  Talmiid  de  «lérusalem  el 
le  Midrascli,  la  Terre  est  regardée  comme  sphériquc.  Misraschi, 
auteur  d'un  remarquable  Traité  d'Arithmétique,  a  discuté  l'asser- 
tion d' Asarja  dei  Ilossi  relative  aux  distances  dont  il  vient  d*èlre 
(juestion. 

l  n  passage  du  '['liamid  a  ilonnc  lieu  de  croire  que  le^  antipodes 
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se  trouvaient  nettement  indiqués,  mais  les  anciens  rabbins  n*ont 
rien  su  de  la  sphéricité  de  la  Terre,  parce  qu'ils  n'ont  observé  que 
des  contradictions  dans  les  témoignages  des  écrivains  profanes. 
Aristote  combat  énergiquement  la  théorie  de  la  forme  lai^e  et 
plate  ^  Plutarque  expose  les  théories  erronées  d'Anaximène,  de 
Leucippe  et  de  Démocrite. 

Le  rabbin  Eliéser  comparait  la  Terre  à  un  portique  dont  le 
nord  n'était  pas  couvert.  Les  rabbins  Salomon,  Nisim,  Josua  ben 
Schoeib  admirent  comme  Éliéser  la  forme  aplatie  de  notre  planète, 
et  cette  doctrine  rencontra  des  partisans  jusqu'au  xiv*  siècle. 

Asarja  arrive  à  parler  de  l'enfer,  c'est-à-dire  de  ce  qui  se  trouve 
sous  nos  pieds,  et  il  propose  l'idée  reprise  dans  la  suite  par  Dante 
et  Maupertuis.  Il  ajoute  que  l'entrée  de  l'enfer  serait  juste  aux  an- 
tipodes de  Jérusalem. 

Asarja  se  rallie  nettement  à  la  théorie  de  la  sphéricité.  Tous  les 
doutes  au  sujet  de  la  forme  ronde  de  la  Terre  doivent  s'évanouir, 
dit-il,  depuis  que  les  premiers  circumnavigateurs  espagnols  sont 
revenus  de  leur  expédition,  qui  les  avait  conduits  jusqu'à  nos  anti- 
podes. 

Nous  laisserons  ici  pour  le  moment  le  savant  historien,  sur  les 
écrits  duquel  nous  sommes  loin  d'avoir  épuisé  ce  qu'il  y  avait  à 
dire  d'intéressant  pour  l'histoire  de  la  Géographie,  quitte  à  y  re- 
venir ultérieurement. 

Nous  arrivons  à  Thisteire  des  précurseurs  de  Copernic,  et  nous 
constatons  que  dès  le  moyen  âge  la  théorie  du  mouvement  de  la 
Terre  était  représentée  chez  les  Juifs.  Dans  le  cours  du  xiii^  siècle 
parut  un  Ouvrage  du  au  rabbin  espagnol  Schemtob  ben  Joussef  ibn 
Phalkera.  Ce  savant  a  connu,  puis  rejeté,  comme  l'Arabe  Katibi, 
la  doctrine  du  mouvement  de  la  Terre,  qu'il  a  regardée  comme 
exemple  d'Idée  fausssc. 

L'affirmation  eflectivc  de  la  rotation  est  un  incontestable  titre  de 
gloire  pour  une  secte  de  la  religion  juive,  la  secte  des  Cabalistes, 
dont  Toeuvre  principale  est  le  livre  du  Sohar,  vaste  compilation 
littéraire  et  astrologique  due  à  plusieurs  écrivains.  Ce  Livre  ren- 
ferme entre  autres  un  passage  d'un  certain  rabbin  Hamnuna  l'An- 
cien, qui  offre  un  très-grand  intérêt.  Zunz  en  a  reproduit  le  texte 
hébreu  accompagné  de  la  traduction  allemande.  Le  professeur 
Wackerbarth,  d'Upsal,  a  donné  aussi  une  version  qui  paraît  pré- 
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férable,  parce  qu'elle  embrasse  une  plus  grande  partie  du  texie 
original.  Hamnuna  T Ancien  affirme  clairement  que  la  Terre  est 
sphérique  de  toutes  parts  et  que  des  hommes  s*y  trouvent  en  si- 
tuation d'antipodes.  Les  uns  voient  le  Soleil  en  même  temps  que 
d'autres  sont  plongés  dans  la  nuit.  11  existe  aussi  une  localité  où  le 
jour  est  très-long  et  la  nuit  très-courte. 

La  partie  linguistique  de  l'Ouvrage  renferme  des  hypothèses  er- 
ronées. Mais  nous  avons  vu  que,  chez  les  Arabes  eux-mêmes,  la  doc- 
trine de  la  rotation  de  la  Terre  a  été  connue  comme  théorie  pytha- 
goricienne sans  rencontrer  de  sympathies.  Katibi  nous  ofire  un 
exemple  de  cette  inconséquence.  En  ce  qui  se  rapporte  à  la  théorie 
du  mouvement  des  planètes,  les  Juifs  se  montrèrent  généralement 
partisans  des  théories  de  Ptolémée  durant  le  moyen  âge.  Plus  tard, 
ils  essayèrent  de  règles  empiriques  qui  avaient  le  mérite  de  se  plier 
aux  exigences  du  dogme.  Le  rabbin  Gamaliel  remarqua  fort  bien 
que  le  mouvement  de  la  Lune  était  tantôt  plus  lent,  tantôt  plus 
rapide.  Hurwitz,  qui  rapporte  ce  fait,  y  voit  une  preuve  que  les 
observateurs  avaient  évalué  la  durée  du  mois  lunaire  avec  une 
très-grande  précision. 

En  général,  les  Juifs  adoptèrent  la  théorie  des  Intelligences  qui 
devaient  présider  aux  mouvements  célestes,  mais  ils  lui  donnèi*ent 
une  formç  plus  pure.  La  bibliothèque  du  Vatican  renferme  un  écrit 
du  Juif  alexandrin  Jousscf  ben  Isaak,  où  Tauteur  attribue  le  mou- 
vement à  une  force  et  à  des  Intelligences  séparées.  D'après  cela, 
suivant  Munk,  il  n'y  en  aurait  en  tout  que  neuf,  dont  la  dernière, 
comme  dans  la  théorie  d'Ibn  Sinà  ou  Aviceune,  est  l'intellect  actif. 

Asarja  dei  Rossi  et  Maimonides  ont  fait  revivre  la  théorie  py- 
thagoricienne de  la  musique  des  sphères.  C'est  une  des  opinions 
anciennes  répandues  chez  les  pliilosophes  et  la  généralité  des 
hommes,  dit  Maimonides,  que  le  mouvement  des  sphères  célestes 
fait  un  grand  bruit  forteilrayant. 

Un  examen  plus  détaillé  de  ce  passage  donnerait  encore  la  preuve 
que  l'hypothèse  de  la  musique  des  sphères  a  été  en  réalité  per- 
fectionnée, en  ce  sens  que  les  rabbins  supposèrent  que  le  son  de- 
venait plus  élevé  à  mesure  que  la  sphère  elle-niùme  était  plus  éloi- 
gnée et  que  son  mouvement  était  plus  rapide. 

Les  astronomes  hébreux  adoptèrent  volontiers  la  théorie  de 
rAlmagesle  avec  ses  exeenlriqnes  et  ses  épieyles,  el  ils  la  suivirent 
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pour  la  construction  de  leurs  Tables  numériques.  Maimonides  seul 
n'a  pas  cru  devoir  accepter  de  confiance  les  hypothèses  à  l'aide 
desquelles  on  expliquait  les  mouvements  célestes  depuis  Hipparque 
et  Apollonius. 

Au  XXIV*  Chapitre  de  la  deuxième  Partie  de  son  Guide»  Maimo- 
nides adresse  à  l'Arabe  espagnol  Ibn  Badja  le  reproche  d'avoir  rejeté 
les  cercles  de  Ptolémée  sans  en  avoir  tiré  profit  au  point  de  vue 
philosophique,  attendu  que  la  rotation  autour  du  centre  immaté- 
riel d'un  cercle  excentrique  est  une  chose  incompréhensible.  Il 
exprime  cette  objection  avec  emphase  :  «  Et  ceci»,  dit-il,  «  est  une 
observation  qui  m'appartient.  )>  Puis,  exposant  avec  détails  l'en- 
chaiuemcnt  des  cercles  de  Ptolémée,  il  indique  les  positions  res- 
pectives des  centres  des  cercles  décrits  par  les  planètes  supérieures, 
(c  Voiç,  par  conséquent  d,  dit-il,  <c  combien  toutes  ces  choses  s'éloi- 
gnent de  la  spéculation  physique.  »  Il  développe  ensuite  le  rôle  des 
sphères  homocentriques  et  conclut  à  l'impossibilité  de  se  ranger, 
au  ]>oint  de  vue  philosophique,  à  un  système  aussi  compliqué. 
<i  Regarde,  par  conséquent  »,  dit-il,  u  combien  tout  cela  est  obscur; 
si  ce  qu'Aristote  dit  dans  la  Science  physique  est  la  vérité,  il  n'y  a 
ni  épicycle  ni  excentrique,  et  tout  tourne  autour  du  centre  de  la 
Terre.  »  Il  aperçoit  la  difficulté  qui  en  résulterait  pour  l'explication 
des  éclipses,  par  exemple,  mais  il  ne  parvient  pas  à  la  résoudre. 

Maimonides  se  trouva  ainsi  conduit  à  imaginer  un  double  système, 
participant  à  la  fois  à  celui  des  sphères  homocentriques  d'Eudoxe 
et  à  celui  des  dix  Intelligences  d'Aristote. 

Ces  tentatives  n'eurent  aucun  succès  parmi  les  astronomes,  et 
Maimonides  lui-même,  qui  attaque  ici  les  hypothèses  de  Ptolémée 
au  point  de  vue  philosophique,  n'hésite  pas,  dans  son  Traité  de  la 
fixation  des  Néoménies,  à  les  admettre  dans  toute  leur  étendue  et 
à  les  prendre  pour  bases  de  ses  calculs  astronomiques. 

Abraham  ben  Chiija,  dont  nous  avons  parlé  déjà,  rappelle  que 
Ptolémée  et  ses  disciples  attribuent  aux  étoiles  fixes  un  mouve- 
ment de  circulation  sur  le  firmament,  tandis  que  pour  l'Ecole  in- 
dienne les  étoiles  sont  fixes.  La  discussion  à  laquelle  il  se  livre  à 
propos  de  leurs  latitudes  par  le  zodiaque  prouve  qu'il  admettait 
Tinvariabilité  de  distance  des  étoiles  à  l'ccliptique.  Mous  étions 
primitivement  fondés  à  rapporter  cette  opinion  à  la  doctrine  in- 
dienne de  la  trépidation,  qui  ^nt  les  latitudes  astro- 


«51 


phehiRhe  partie. 


nomiqacs,  et  il  ilcmcurc  acquis  mninU-nniit  qu'il  fnul  voir,  d.ms  Ici 
|>m-uli.-â  d' Abraham  ben  Cliîijn,  uu  dernier  écho  allaUtli  de  cetu 
doctrine  du  motivrinent  de  la  Terre  dout  \c  gêontétrv  hindou 
AryabliatU  avait  conçu  li-  [ilau. 

Hé  toutes  CCS  recherches,  n»us  jMiuvons  concluru  ijue  l'opittiuii 
tin  Juifs  du  moyen  iige  sur  lu  rointîrnt  d«  U  't'«;rrc  n*a  rico  em- 
prunté A  de»  étrangers.  C'est  h  cp  lilrc  qu'uUu  inpiiiait  d'eux;  ap- 
puyée de  jireuves  certaines  et  de  fain;  l'objet  d'une  étude  spéciale, 

H.  It. 


BtLLWILLER  (R.).  —  Keplbr  au  Refornatob  dbr  AsTROxomi!.  Von  RosnT 
BiLLwiLLEii.  —  Zurich,  Druck  von  ZUrcher  &  Furrer,  1877  ;  a4  p.,  1  ji]. 

Les  travaux  de  spéculation  mathématique  de  Kepler  sont  uni- 
versellement connus;  la  petite  brochure  dont  nous  venons  de  citer 
le  litre  considère  ce  grand  esprit  sous  un  nouvel  aspect,  sous  celui 
de  nouveau  fondateur  de  l'Astronomie  plivsique.  L'auteur  s'occupe 
principaleiucnl  et  avec  délail  AeVhjfiothesis  physica,  du  la  divi- 
nation de  la  loi  de  l'inerlie,  de  la  remarquable  théorie  du  magné- 
tisme céleste  et  d'autres  sujets  analogues.  Cette  JSotîce  peut  èlre, 
pour  le  fond,  considérée  comme  un  extrait  court,  mais  très-daïr, 
des  Ouvrages  écrits  de  main  de  maître  sur  le  m£me  objet  par  Apelt, 
et  recommandé  à  ce  titre  aux  admirateursdu  génie  de  Kepler. 
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stenau,  pour  la  représeaUtiim  Et  le  calcul  des  racines  des  éijua- 


('  )  Voir  BulUiin,  I  (1-  lérla.  II),  !&(. 


C  SECONDE  PARTIE. 

tiotis  algébriques  au  raoyi-n  des  d^terminaiiU  des  cocfficienU' 
(Suile).  (19-85). 

Voir  Archir,  LIX,  l'i^i  BHllrria,  [,.  iGo. 

Happe  [H.).  —  Sur  U's  Iiianglcs   el   les  tétraèdres  ratioandt. 

(86-98  1- 
Fischer  {F.-ïf^.).  ~-  Sur  un  instrunicDi  simple  pour  la  mennï 

dt'S  angles,  à  l'usage  des  éeoles.  (gif-ioy). 
Ho:a  [F-)-  —  Description  d'un  modèle  pour  le  premier  enseigna-     " 

ment  delà  Goniometrie.  (108-1  la). 

Aletttzner  {P.).  —  Sur  uii  théorème  de  Sieîncr.  (1 11). 

Hoppe  (R-)-  —  Relation  entre  les  sytèmes  de  coefficients  ortliogo- 


Koppe.  —  Illustration  géométrique  du  théorème  du  binôme.  (1  lî- 


Siebel  [yi-]-  —  Recherches  sur  les  équations  algébriques.  (6*  w- 
ticle).  (t33-i43). 

Voir  ^«W,  LX,  lîSi  Bulletin.  I„  iBÎ. 

Étude  spiicialfl  du  problvmo  d'nppraiimntion.  —  (A.).  Représeo talion  de*  nriae 
par  de»  néries  de  puluances.  -  -  (H).  Exprestiun  de  r  en  fanctîoD  de  a. 

jippell  {P.)  —  Sur  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  natt- 

sentéc  par  l'équation  XYZ  ;=  ï'.  (i44-i45;  f""-)- 
.ffo;.pe  (fl.).  —  Sur  la  cinématique  de  l'œil.  (146-159). 

g  1.  Changement  direct  gcnèrni  de  paiitioa  par  une  rotation.  — 
autre  U  poiition  de  l'œil  el  lu  direction  do  la  viaioa.  —  §  3.    Moi 
pounaiiant  ana  li(pia  droite.  ~g  i.  Rotition  conduiunl   l'csil 
nne  antre.  ^§5.  Mouvements  s pêeiaui  de  l'œil. 

Dostor  (G.)-  —  Propriétés  nouvelles  de  la  tangente  et  de  la  i 

maie  aux  courbes  du  second  degré.  (160-171;  fr.). 
Dostor  (G.).  — Propositions  sur  les  coniques.  (lyï-i^fij  &.J. 
Haia  i^Em.).   —  Le  point   des   transversales   paraUiles   1 

(177-182). 


I 
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Bain  {Em.),  —  Droite  correspondante  isogonalement  an  triangle. 

(182-184). 

Nell.  —  Sur  l'interpolation.  (i85-ai7). 

Élude  sur  1«  moyena  A«  réduira  l'étendue  dei  Tables  numérique!,  en  Tadlitant 
l'interpolaliou  par  dei  forniale*  conTeDabl».  Appliutiona  :  1*  i  la  Table  <le«  fono 
lions  k.{p)=-p^i-t-p*-*-  logCy-l-  ^1  -t-/>')i  3*  i  !•  Table  de»  logarithmM  aalu- 
rela;  3°  à  la  Table  de*  Taleara  logarithmique*  de  la  toDction  T;  j*  i  la  recherche 
de  X,  conoaisiant  r(iX);  5'  k  la  Table  qui  donoe  1ob(i  —  x),  coonaitoant  x. 

Hoza  (F.).  —  Note  sur  les  Ungentes  conjuguées.  (aiS-aao). 
ZaJiradnik  {K.).  —  Lieu  des  points  correspondant  à  une  corde  . 

de  contact  constante  par  rapport  à  une  conique.  (32U-a24}. 
Hoppe  [R.).  —  Sonunation  d'une  série,  (a24)- 
Greiner  {M.).  —  Sur  le  triangle.  (3a5-a63). 

L'auteur  a'oceape  particulièrement  ie%  cercles  inscrits  et  du  cercle  drcooscrit 
au  triangle,  et  de*  propriétés  de  quelque*  points  remarquables  do  trianele,  en 
coDndénnt  surtout  les  théorème*  relatif*  au  pdie  et  k  la  polaire  du  triangle. 

Hoppe  {R.)-  —  Déplacement  du  sommet  de  l'orbiie  d'un  pendule 

de  petit  écart,  avec  application  au  pendule  de  Foucault.  {a64- 

afig). 
Hoppe  {R.).  —  Premiers  théorèmes  sur  les  intégrales  définies, 

développés  indépendamment  de  la  notion  de  différentielle,  (a^o- 

a85). 

L'établi laernent  de  la  théorie  de*  înlégrale*  déBnic*  indépendamment  de  la  noUon 
de  différentielle  est  surtout  important  pour  l'étude  du  théorème  de  Fourier. 
M.  J.  Thomae  i  repris,  k  ce  point  de  Tue,  l'eiposltioa  des  principes  dans  aon  Mé- 
moire intitolé  :  EinUiluag  in  die  Théorie  der  beilinunten  Intégrale.  M.  Hoppe  a 
cru  deroir  traiter  de  nouveau  ce  sujet,  d'abord  parce  que,  dans  le  trafail  de 
M.  Thomae,  la  repréwntatiou  de  l'intégrale  comme  limite  de  somme  introduit 
dans  le  calcul  dis  élément*  luperOa*,  et  n'«  pas  par  conséquent  toute  la  «implicite 
poasible.  Ensuite^  M.  Tbamae,  au  mllian  de  la  suite  de  w*  théorèmes,  iuToque  san* 
néeewlté  la  notion  di  dUBwBlWUe,  ce  qui  obecoralt  l'eDchalDemenl  logique. 

fVebei-  {L.).  —  Sur  la  théorie  de  l'induction  magnétique.  (aSti- 
330}. 

Strnad  l-/^-)-  —  Sur  la  représentation  géomctrique  des  fondions 

elliptifjnes,  (3ai-3a3). 
Hoppe  {M.).  —  i 


8  SECONDE  PARTIE. 

Spitzer  {S.).  —  DéUTininatioii  de  l'aire  des  courbes  données  pir 
l'équation  t'-j  i-  (r)  — 'i  "*  étanl  un  nombn;  entitr  rt 
positif.  -^  Détermination  du  volume  des  surfaces  données  [ur 
Téquation  (-1  -^  (t)  '*"("')  =  1 1  w  étant  un  nombre  po- 
tier cl  positif.  [Z'*Q-TS-J.). 

Dobinski  [G .  ) .  — Sommation  difUsérîeN  —j-pourm  égal  à  i,i. 
3.4,5,  ....  (333-336). 

Klehlcr  (K.).  —  Nouvelle  méthode  pour  la  résoltilion  de  TaugU 
trièdre.  (337-343). 

Meutzner  (P.).  —  Sur  la  iWorit-du  coin.  (344-35o). 

Cubr  {£.).  —  Surfaces  coniques  du  second  degré  ayant  un  axe  de 
Kymptose.  (35i-338). 

Âppell{P.).  —  Sur  une  représentation  des  points  imaginaires  en 
Géométrie  plane.  (Sôg-SGo  ;  fr.). 

Klug  (/,.).-  Siir  les  splièrcsqui  louchent  les  faces  d'uu  tétraèdre 
{36i-.^U5). 

Genocchi  {j4-)-  ^~  Eclaircissements  sur  une  Note  relative  à  la 
fonction  logFx.  {366-384;  fr.). 

I.  Formule  da  Nicole. —  II.  Formule  deLagmnge  et  formule  de  Binel.  —  IQ.  Cm- 
rergeoce  de  la  «érie  de  Bioet.  ÉTinouisiemeut  pour  jc  luflai.  —  IV.  Factoriella  d* 
G«UM,  Déterra iDdion  de  U  quantité  C.  —  V.  OInGniatjon  lur  les  raleura  inflnin 
de  la  variable. '-VI.  Généraliaation  de  la  aérie  de  Binet. 

Mack.  —  Sur  les  cercles  de  courbure  de  la  parabole.  Nouveaux 
principes  pour  leur  théorie,  et  développements  correspondanU. 

(385-4o6). 

Dostor  {G.).  —  Recherche  des  systèmes  de  deux  polygones  régu- 
liers étoiles,  inscrits  dans  le  même  cercle,  qui  sont  tels  que  la 
surface  de  l'un  soit  double  de  la  surface  de  l'autre.  (407-409;  fr.). 

Hoppe  [R-)-  ^-  Un  problème  de  probabilité.  (4io-4i6). 

Sur  une  Ugiie  Unie  sont  litué*  n  pointa.  Quelle  e*t  la  probabilité  qn'un  eegmeml 
de  langueur  donnée,  pria  lur  cette  ligne,  ne  contiendra  aucun  de  ces  poiata? 
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Hain  [Em,),  —  Recherches  sur  le  triangle.  (4i7-4^6)« 

I.  Propriétés  du  cercle  circonscrit.  —  II.  La  conique  des  deux  points  de  Steiner. 
—  III.  Sur  le  cercle  polaire. 

Kûlp  {L,).  —  Expérience  d'influence  magnétique.  (427-433). 

Dobinshi  (G.).  —  Produits  de  quelques  suites  de  facteurs. 
(434-438). 

Hoppe  (H-)'  —  Expression  la  plus  générale  des  cosinus  de  direc- 
tion d'une  droite  en  fractions  rationnelles.  (438-43g). 

Hoppe  {R')'  —  Détermination  des  polygones  au  moyen  des  angles 
compris  entre  les  côtés  et  les  diagonales.  (439-444)- 

I.  Énumération  des  relations  angulaires.  —  II.  Relation  transcendante  du  quadri- 
latère. —  III.  Application  au  polygone. 

Sykora  (-^.).  —  Théorème  nouveau  sur  les  coniques.  — Somma- 
tion de  deux  séries.  —  Décomposition  d'un  nombre  en  une  dif- 
férence de  deux  carrés.  — Nouvelle  démonstration  du  théorème 
de  Pythagore.  (444-448). 


âNNALI  di  Matematica  puba  ed  applicata,  diretti  dal  prof.  F.  Brioschi,  colla 
cooperazione  dei  professori  L.  Cremona,  E.  Betti,  F.  Casorati  ed  E.  Bbl- 
trami.  Série  II  ('). 

Tome  VIII;  1877. 

Christoffel  [E,-B.).  —  Sur  une  classe  particulière  de  fonctions 
entières  et  de  fractions  continues,  (i-io;  fr.). 

Bertini  {E.).  —  Sur  une  classe  de  transformations  univoques  in- 
volutives.  (  1 1-23,  et  146). 

Brioschi  {F,),  —  Sur  une  classe  de  formes  binaires.  (a4"4î*)' 

Clebsch  [A.)^  traduit  avec  Notes  et  Additions,  par  F.  Brioschi,  — 
Sur  la  théorie  des  formes  binaires  du  sixième  ordre  et  la  trisec— 


'  ,  \o'\T  Bulletin^  I„  i. 


SECONDE  PASTIB. 
tion  (Ivs  roiictions  hypcrclliptîqucs.  (Suite  tttjin).    (43-53, ri 
l46-i58). 

Lucas  [fid.).  —  Théorie  uouveDr  des  uombres  de  BeruouUî  el 
d'Kuler,  (56-79;  '^''■)' 

S  t.  LeniniM  pr^Iiminaimsur  remploi  ili*»  njmbolM.  — s  2.  Sur  la  •nmnulHW 
dM  paiiunce*  semblablea  in  nombm  DatiirpU,  —  J  3.  Sor  le>  nombivt  Ar  IW- 
Boulli.  —  S  t.  Xtt  la  (omma  de*  pai*aaneM  ilInrBéM  Aes  nombres  naturrlf,  — 
g  5.  De  la  ■omiuu  Jcs  ptirsuDM)  ««mblables  ilei  oombrec  jaixln. — J  6.  ttr  11 
lOmme  des  pBi«aaci.'i  alleraéeï  iIm  nombres  [inpiin,  —  $  7.  Relationi  maUiflle 
outre  leg  nombres  B,  P,  R,  E  el  lin  inlégralea  d^iiiiiiM  e<irre«pODdaDte«. 

Christ ojfel  [E.-B.) —  Rcclicrches  sur  les  discoDtiuuités  compa- 
libles  avec  l'exisleiure  des  équatioas  linéaires  aux  dtll'êrentieUe» 
partielles.  (  8  i-i  1  a  ;  ail.}. 

I.  Lei  Fondltlona  nèctnlquei  du  ehoe  centre  deux  particulea  Ae  fluide.  —  II.  La 
diacaotinniU*  cumpaUbli»  ttee  l'eiiuldneo  dm  equalino*  aui  dilTCK-ntielIrt  pu- 
tl«llo>.  —  III.  K^eiion  du  choc  *ur  deipiroi)  ri|;id»  d«  forme  qiinIcoai)ii>. 

Gciser  [C--F.).  —  Sur  l'équation  quadratique  don  t  dépendent  Ifs 

axes  principaux  d'une  conique  daiia  l'espace,  (i  i  3-i  ao;  ail.]. 
Dini  (  U.)  —  Sur  certaines  fonctions  qui,  dans  tout  un  intervalle, 

n'ont  jamais  de  dérivée,  (lai-iSy,), 
Betti  [E.)  — Sur  les  systèmes   triples  de  surfaces    isotlieruies  ei 

ortliogonalc^.  ((38-i4J). 
Dini  {C).  —  Sur  la  représentation  géographique   d'une  surface 

sur  une  autre.  (161-186). 
Lucas  (Ed.).  —  Formules  fondamentales  de  Géométrie  triciica- 

laire  et  tétraspliérique.  (187-192;  fr.). 
Christoffel  [E.-B.).  —  Sur  la  propagation  des  chocs  par  les  corps 
solides  élastiques.  (i93-343i  ail.). 

I.  Les  conditions  complèle*  des  mouvemonU  »  l'intérieur  d'un  corps  solide  élat- 
tique.  —  II.  La  propai^atioa  des  diBcontinuités  k  l'intérieur  d'un  corps  élastique.  — 
III.  La  surruce  de  discontinuité  £  et  le  système  de  rayons  coTreapoitdunl.  —  IV.  Lfi 

diaconlinnitéi  compatibles  avec  les  équations  aux  différenliellea  partielles  {d), 

V.   Sur  la   modification  des  discontinuités  à  la    surface    de   séparation     de  dr;ux 

Bertini  [E,).  —  Recherches  sur  les  transformations   uiiivoques 
involutives  dans  le  plan.  (244-a86). 
S  1.  BéductioD  de  cerUins  systèmes  linéaires  à  d'autres  d'ordre  inférieur  par  des 


fl 
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tranarormitiof»  qaadraliqaei.  —  $  3.  Système!  linéaires  correipoD liants  h  e3i- 
Btmes  dans  les  transfarmations  inTolutiiCB.  —  g  3.  TranaformatioDS  invoIutiTet 
pour  IcsqudlM  un  (au  moin»)  des  B„{i=  i.  î.  ...,  A)  est  l'unité.  ~  $i.  Trans- 
rormulions  iniolutlTet  pour  leKjuellei  un  (an  moins)  de>  a^  (i=  i,  a,  .  ■ .,  A) 
est  9.  —  S  5.  TranaformatioDi  inTolatives  pour  lesquelles  un  (au  moins)  des 
■„  (i  —  I,  1,  ....  A)  est  3.  — §  6.  Transformations  inTolutires  ponr  lesquelles  il 
eiisteun  sjstème  [L]  de  courbes  noies  (ii^>  3).  —  Appendice. 

Hirst    {T.-j4.).  —  Note    sur    la    corrélation    de    deux    plans. 
(287-300;  angl.). 


i',  VI,  1601  BulUlin,  I„  6. 
n.  —  Corrélationa   satisfais 

es  satiifaitant  t  six  condi 


raies)  .ali.rais.nl  iaeptco 


it  k  six  conditions.  —  Corrélation, 
ons  élémentaires.  —  Corrélalions  ai 
s  élémentaire*.  —  Corrélations  ordin 


Betti  (  £".).  —  Sur  le  mouvement  d'un  système  d'un  nombre  quel- 
conque de  points  qui  s'attirent  ou  se  repoussent  mutuellement. 
(3o,-3.i). 

Jonquières  (E.  de).  —  Note  sur  quelques  théorèmes  fondameutaux 
dans  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  algébriques,  et  sur 
une  loi  générale  d'où  l'on  peut  les  faire  dériver.  (3ia-3a8;  fr.}. 


UONTHLY  NOTICES  of  thb  Rotal  Astkonohigal  Socinr  or  London  ('). 


Tome  XXXVII;  novembre  1S76  è  juin  1877. 

Lindsay  (Lord).  — Note  sur  une  méthode  propre  i  donner  on 
mouvement  équatorial  à  une  lunette  montée  «or  un  pied  altui- 

mutal.  (i-a  )■  , 

Il  suPlit  de  relier  par  Une  barra  rifiide  rnttr^miti*  objecllvn  do  la  Inniitu  ï  on 
point  do  la  table  sur  laqunlla  lo  [lîi'il  allatioiul.l  ni  |>uid,  chitiai  du  tollo  aorto 
que  la  ligne  qui  joint  ce  point  au  centra  des  mouvemonls  Miil  inclinév  ■ni'  IttoriMn 
d'un  angle  égal  à  la  laliludc  du  lieu. 


li  SECONDE  PABTtE. 

Thonahwaite   {W.^H.).  —  Description    d'an     oculaire   disposé 

pour  la  vision  binoculaire  des  images  d*un  téloocopc  â  miroir 

(3-4). 

L'ampini  iruno  ^la™  pinllàle  (ublnBeiil  irgentéo  «1  InclCn^  *  j5  Ae^rv*  ftrmii 
Al  «épan-r  en  dxui  p«rti<'>  In  biinniD  lumioeux  cuninreont  ÎMU  4d  miroiri  on 
■  alon  (loui  imigoa  foule*  dialIncWn. 

ianjç/^  (^.-i*.)- —  Noie  sur  la  mesure  directe  de  l'effei  prodoil 
sur  les  climats  par  les  Uclies  solaires.  (5-i  i). 

V.a  i8;3al  1X7^,  H,  Lingkj,  dont  l'obteriatuirr  èUil  alon  du*  1«*  All^fauili.  • 
(ail,  en  promenant  une  piK>  Iberino-électrique  Ir^ii-elroite  ilaiia  une  itu»ga  do  So- 
Iril,  ainpliaiH>  jiiwtu'k  aïolr  3  piedi  ili>  diamâlre,  de  nombrnuMS  eipêrlntea 
propivi  à  coinparvr  lea  puaroin  émlsairt  de  )■  photoiphjrp,  de  la  péDomlMw  at  <b 
noyau  d'nne  tachv.  Il  ■  Irouti  i|ue.  il  l'on  irpréwnlc  par  1  le  pouvoir  calorifiqtia  il( 
la  photoiphére.  te  pourojr  éminaifile  U  péiiombro  rwto,8o,  el  celai  du  DUjn  a.ïi- 
Taoaat  alari  «ompte,  d'âpre  Ici  m»ureB  de  M.  W.  de  la  Hne,  de  la  erutimi 
relalirn  de  la  aiirikce  aolaire  obieuroie  par  lea  lauhei  à  l'opoque  du  maiimuni  sa 
do  minimum,  M.  Ladglejr  montre  que  la  *irIatîon  périodique  des  taches  aolair«  ae 
p™i  changer  que  de  o",2g  la  tempi-'ialure  moypnnn  d'uu  point  de  la  Terre. 

Tehbuti  (/.}.  —  Ottservution  de  Téclipse  de  Soleil  du  17  sep- 
tembre 1876  a  Windsor  (N.  S.  W).(ii-ia). 

j4rcimi<!  [y/.-T.).  —  Observation  de  l'éclipsé  lunaire  du  3  sep- 
tembre 1876,  faite  à  Cadix.  (i3-i3). 

Copeland  (R.).  — Observations  de  petites  planètes,  faites  en  187$ 
aucerele  méridien  de  Dunsink  (Dublin).  {i4-i3).  • 

Finlay^  (  W.-H.).  —  Note  sur  la  formule  à  employer  pour  corriger 
de  l'erreur  des  élc-mcnts  adoptés  le  temps  d'une  occultation  ob- 
servée. (i6-j8). 

Christie  {  fV.-H.-M.).  —  Effet  produit  par  l'usure  sur  la  vis  mî- 
crométritjue  du  cercle  des  passages  de  Grecnwich,  (18-aa). 


Aprèa  ivoir  eonitalc  l'ciiilence  de  l'uaure  et  mesuré  les  ebaneementa  kiuai  pn»> 
duili  de  186S  a  1875  dam  la  valeur  du  pas,  M.  Chrialic  conclut  à  I4  Dôcesaité  d'nm 
eiamen  périodique  des  ils  micro  m  étriqués, 

Christia  et  Alaitdauer.  —  Observations  spectroscopitjues  sur  le 
mouvement  des  étoiles  dans  la  direction  de  la  ligne  de  visée. 
(..-36).      . 

Penrose[F.-C.).  —  Simplification  delà  méthode  employée  pour 


à 
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tenir  compte  de  la  figure  de  la  Terre  dans  la  réduction  des  ob- 
servations de  la  Lune.  (37-40), 

TViUiams  [Jf'.-Maltieu).  —  Réilexîons  sur  k-s  observations  de 
M.    Langley   sur   le    pouvoir  rayonnant    des    taclies    solaires. 

(4-4»). 

Christie  et  Maudaiier.  —  Mesure  spectroscopique  de  la  rotation 

de  Jupiter  et  du  Soleil.  (43-44). 
Sione  {E.-J.).  —  Noie  sur  quelques  phénomènes  observés  en  lytig 

et  en   18^4  ^ov^  des  contacts  internes  de  Vénus  et  du  Solfil. 

(45-55). 

H.  Stone,  qui,  il  y  a  quplquiw  années,  n  déjà  consaerv  un  imporliinl  Miioi' 
une  diaCQuion  nouvcHo  do  pasBage  de  1769,  maiilre  que  1»  phénomènes 
goutte  aoirp,  du  pont,  cic.,  sigiialâi  pir  les  ancieUB  utronomes,  ont  éle  égalt 
■parçuB  dans  les  otnarvaliont  rucentiw;  il  faudra  par  contéquent  corrige 
instants  det  conlac»  intérieurs  dennéa  par  les  aLserotion*  de  i%-)l\  d*une  quantité 
variable  pour  chacun  d'eux  avant  de  pouroïr  l«i  Stire  entrer  dana  lu  ajslin 
furinulea  qui  donnent  eniuite  In  râleur  de  la  paralUie  solaire. 

Perry  I^S.-J.).  —  Note  sur  les  expériences  faites  par  M.  André  en 
vue  de  l'étude  des  phénomènes  de  dillraction  dans  les  instru- 
ments astronomiques.  (56-6i]. 


-  Note  sur  l'orbite  de  a  du  Cei 


H)  y 


Marth  {ji.).  —  Note  sur  l'orbite  de  a  du  Centaure.  (61-64). 

Wibon  [J.-M.)  et  Gtedhill  [J.).  —  Liste  préliminaire  d'étoiles 
binaires  ou  d'étoiles  doubles  intéressantes.  (64-77). 


Le  but  de  MM.  Wilion  1 
^'in  Étoile*  iloulitefc  ou  bi 
années  et  dont  leréritabli 


GUdhilt  est 

lire»  qui  n'oi 


à  ubierrees  dans  Ici  demiirea 


Darwin   [G. -II.).  —  Note  sur  une  erreur  commise  par  Laplace 
dans  la  Mécanique  céleste  et  sur  la  densité  intérieure  des  pla-  , 
nètes.  (77-89). 

M.  Dar«in  mojitre  que  l'hypothèse  faite  par  Laplant  KUr  lu  loi  di-  rurlullon  de  I 
pression  hydrutUtique  a  l'iiitcrieur  de  la  Terre,  hypnthèsa  d'où  il  dildult  la  llgur 
de  notre  globe,  n'est  applicable  ni  I  Jupiter  ni  ■  Saturne  :  Jupiter  ilult  tltn  bntu 
coup  plus  dense  i  l'iiilerieur  qu'a  la  nurrare,  et  il  n*  u>mb1ii  ptt 
deiupposerqui'  la  planète  est  forniée  d'un  nojau  central  INa-denst,  ■ontb" 
une  matière  Bemi-nebuleuie  tant  lurfam  bien  llmiti^i  «lut)  aenlt  Mlilh|||f 
renre  nuageuse  du  disque.  Saturne  aurait  probablement  une  eontliUltWn  * 


U  SeCONDB  PARTIE. 

Neison  {£■)■  —  Note  sur  le  poinl  le  plus   brillant  du  discjuc  dr 

Vénus.  (89-90). 
Christid  [IV.-II.-M.).  —  Note  sur  U  gr«datîou  de  Ja  lumîèrcâU 

iiurface  du  disque  <!«  Véuus.  (po-gi). 

Cajrley  {Â-).  —  Sur  la  Trigonomélrie  sphéroïdiquc, 

Harhnf-ss   (  W.),   —  Théorie  du   photohéiiograjihe     horîionial. 

(93-9S). 

Le  Hémoiro  da  M.  BwLneu  doit  Mra  publié  ntUrleurstncot  dan»  1»  Hunoiia 
da  !*  SocIàU  AitrnaonlqaB,  et  *on  >nalfM  esl  Irèa-iacuniplèW, 

KaoUi^G.).  —  Mesures  microm^triques  d'étoiles  doubles.  (yS-gâ). 

Lei  obierratiani  ds  H.  Knott  teront  impriméu  in  txtenio  datu  In  UëDUirai 
silos  ont  éld  taiUt,  de  1SO0  k  1H73,  i  Wooderolï,  ifee  on  objecUrdâ  -j  {  pouce)  d*Al- 
tiD  Clark,  nyaot  apiiartcnu  h  M.  W.-H.  Dawu. 

Hind  (J.-B.).  —  Sur  l'orbite  de  «  du  Centaure.  (96-98). 

Marlh  (//■)■  —  Kpbéméride  des  salellites  d'Uranus  pour  1877. 

(98-10,). 

Plurnmer  [J.-I.].  — Sur  la  conjonction  de  Vénus  et  de  X  Gémeaux. 
(.o,-.o5). 

Lei  oliiervBliona  failcs  ï  Orwell-Park  par  M,  FlumiDer  aonl  des  m«aiire>  de  diflc- 
rencea  du  dêcliiiaisou  eolro  Venus  <it  /  Gémeniii;  olleb  ont  élo  faites  dans  l'«|w 
rance  que  leur  comparaiton  avec  des  observationB  anali^uc*  d«  ITiiiinllliMn 
anatril  donneraii  une  Taleur  directe  de  la  parallaxe  de  la  plaiitt«. 

Denning  (  TV.-F.).  —  Observations  d'étoiles  filantes  faîtes  à  Bris- 
tol d'avril  à  décembrt!  1876.  (io5-i  i5). 

jiirj  (G.-B.).  —  Occultations  d'étoiles  et  éclipses  des  satellites  de 
Jupiter  observées  à  Greenwich  en  1876.  (116-117). 

j^iry  (G.-B.).  —  Etoiles  à  observer  en  même  temps  que  Mars 
pendant  l'opposition  de  1877-  (117-iai). 

Abhe  [Cleveland).  —  Note  sur  les  observations  d'étoiles  doubles 
faites  par  Mitcbttl  à  Cincinnati  de  1845  à  1848.  (121-134). 

Lassell  { TV.).  —  Sur  le  pouvoir  pénétrant  de  ses  miroirs  de  a  et 
4  pieds.  (ia4-t36). 
Le  pouvoir  péuétrant  du  télescope  de  a  pieds  est  supérieur  k  celui  dea  éqaata- 


Â 
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riaui  dePouIkova  el  de  Hanard  Col1<%e  ;  quanlau  Uleacope  da  4  pieda,  son  pouTOÏT 
éclairant  et  aod  pouiolr  pénétranl  »Dt  trèi-anpériean  i  ceui  du  précédant. 

Brett  (/.),  —  L'hypothèse  de  la  réflexion  spéculaiie  et  son  appli- 
cation au  passage  de  Vénus.  (136-137). 

Erck  (ff^entworth).  —  Sur  une  nouvelle  méthode  d'observation  du 
Soleil.  (138). 

RéuHIOK  ÀNNUEL1.E  DE  LA  SoClÉTÉ  AsTHOKOHlQIIE.  (l3£)-l3o). 

Le  nombre  dea  mambrea  de  U  Société  ABtroDomiqae  eat  de  Gaaj  aea  r»cett«*  t 
«ont,  en  1676,  éleiéei  h  53fî5a  franca. 

Le  volume  XLI  dea  Hémoires  contenant  lea  traïaux  relatlfa  aux  éclipsée  de 
Soleil  de  iS6g  k  187^  a  enSn  été  publié. 

Dans  M  réunion  du  g  TéTrier,  la  Société  a  refu  communication  dea  rapporta  lor 
leilreiaui  Tait*  en  187G  danaleaobMiTatoires  de  Greenwich,  de  RadclilTe  (OiFord), 
de  runiienjté  d'Oiford,  de  Cambridge,  de  DDnilDk( Dublin),  Edimbourg,  Glaigow, 
Kew,  Liverpooi,  Rugby,  SloQjbnral,  Cap  de  Bonne-Eipérance,  Melbourne,  etc. 

ffolden  (E.-S.).  —  Nébuleuse d'Orion.  (sSi-sSï). 

H.  Holden,  qui  étudie  atee  le  a6  poucei  de  Wuhinglon  la  oébiileuie  d'Orion, 
prie  lee  aalronomes  de  lui  adreiaer  lea  deailni  de  cette  oébuleuie  qu'il*  penTont 
aToir  dans  leurs  laaina. 

Stone  {E.-J,).  —  Koie  sur  l'éclat  des  étoiles  considéré  comme  une 
indication  de  leur  distance  k  la  Terre.  (a33-337). 

M.  stone  ae  propoae  de  démontrer  qu'une  augmentation  de  diatance  i  la  Terre 
suffit  pour  expliquer  l'aecroiiaemeDt  rapide  du  nombre  des  étoiles  k  mesure  que 
leur  éclat  diminue.  Suppoaons,  dit-il,  que  parmi  les  étoiles  qui  noua  entourent  il 
y  en  a  de  n  différents  degréi  d'écUl  absolu,  et  que,  sur  une  surrace  donnée,  toutes 
ces  diflerentei  classes  d'etoilea  se  rencontrent  dana  une  proportion  déterminée. 
Puisque  les  étoiles,  classées  d'après  leur  éclat,  forment  une  suite  discontinue, 
nous  pouvons  lussl  admettre  qu'elles  sont  placées  sur  des  sphèrei  dilTérentas  de 
rayons  croissants  dans  nne  proportion  telle  que,  en  passant  de  l'une  k  l'autre,  l'éclat 
d'une  rnSme  étoile  diminuerai!  d'une  unité.  Aiec  ces  hypothises,  on  peut  facilement 
IrouTer  la  formule  qui  représentera  le  nombre  d'étoiles  d'une  grandeur  quelconque 
visibles  dans  une  région  déterminée  du  ciel,  et  cette  formule  sera  susceptible  d'être 
traduite  en  nombres,  ai  l'on  emprunte  k  Herachel  ou  k  Carrington  le  faetenr  numé- 
rique qui  représente  le  décroissance  d'état  dea  étollea  en  poaoaBt  d'uie  claae»  fc 

U  s.iinnlr. 

t.ei  Dombrei  ainsi  obtenus  par  M.  Stone  s'sccordent  d'unn  mani^rn  trâs-sstitfai- 
!i  nombres  don  nés  par  Argelander  pour  le  nombre  des  étoile*  Je*  diva» 

mb  (S.)-  — ■  Sur  les  observations  de  contact  des  lio 
1  de  Mercure  avec  le  bord  du  disque  solaire.  {»r 


SBCONOB  PARTIR. 

l«ii|>«M*(>M<l*UD*pUn*lndoTant  ]<■  Soleil,  H,  NcwMimb  cosclat  qn'oD  prul  otscn» 
d'une  maniérn  >ol>lnn  Jf  IVuctltudn  Im  phiwu  sulTanua: 

■  ■  L'insMiit  où  U  eacbe  produite  par  \inut  arancant  aur  le  Soleil  donmi 
Tt»U>l«i 

*■  L'IuiUnl  oA  In  himl^re  du  Solnil  te  montre  lout  Batoiar  de  U  pUnMei 

3*  A  !■  «nrtte,  J'initant  où  la  plin^le  troapp  pour  La  première  fou  le  limbt  Ju 
Solnil,  et  ai  l'eipiee  jolgnint  le  limbe  de  U  planète  avec  le  elel  dcrient  aiuil  ami 
que  la  planAte  elle-ni0inp- 

4*  La  tempi  où  le  dernier  bord  do  Véiiua  qalltant  le  Solnil  diapU'all  à  li  nu. 

Marlh[j4,). —  Kj>hén»;ride  [luur  l'iibservalion  physique  de  Jupi- 
ter en  iS;?.  (a4i-a43). 

Hind[J.-R.).  —  Sur  deux  anciennes  occultations  de  planètes  qui 
ont  été  observées  par  les  Chinois.  (  s43-a4^  )• 

jéiry  {Cw.-B.).  —  IN  oie  sur  la  théorie  de  la  liUne.  {a45-a46). 

Neison  [E.].  —  Sur  les  pcrlurbations  produites  par  JupitiT  duis 
les  mouvements  de  la  Lune.  (a48-a49). 

Tupntan  {^(r.-A.).  —  Corrections  aux  posîtloua  de  la  Lune  don- 
nées dans  le  Nautical  Almanac  pour  la  périctde  voisine  de  U 
date  du  passage  de  Vénus.  (a49-a59)- 

CoB  correilioni,  dooneei  pour  la  pchodo  compriae  eatre  le  ;  a^ptembre  i8j(»l 
liona  de  Greenwîch,  Paris,  Kônigibei. 

jirciinis  {A. -T.).  —  Note  sur  la  visibilité  de  la  portion  Don 
éclairée  du  disque  de  Vénus.  (359]. 

Arcimis  [Â.-T.).  —  Eclipses  des  satellites  de  Jupiter  et  occulti- 
tions  d'étoiles  observées  à  Cadix  en  1876.  (aSg-atii). 

Petirose  (F.-C.)  et  Perrj  {S.-J.).  —  Note  sur  l'éclîpse  totale  de 
Lune  du  27  février  1877.  (ab'a-afiS), 

Gasparis  (A.  de).  —  Sur  la  résolution  du  problème  de  Kepler. 

(2{J3-aG5). 

La  uviint  directeur  ilc  l'ObserTaloire  de  Naples  indique  nn  procédé  <ptj  pn^ 
d'arriver,   par  un  petit   nombro  d'esaais  rapides,  k  la  aalDUon   trè*-a|q>t«d>èf  d» 


Bail  (It.-S.).  —  Siu-  une  transformation  des  équations  de  I^grang» 
pour  le  mouvement  des  corps.  (265-371). 
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Royston-Pigott.  —  Sur  la  photographie  des  passages  du  Soleil. 

(371-277). 

Ahney  { W.  de  W.).  —  EOét  pro4uit  par  la  rotation  d'une  étoile 
sur  soD  spectre.  (  278-979  ). 
Lei  ligues  noires  du  spectre  dairent  derenir  diffuses. 

Knott[G.).  —  Sur  l'étoile  variable  u  des  Gémeaux.  (279)- 

Burnham  [S.-W.).  —  Note  sur  l'étoile  double  62  de  la  1"  classe 
du  catalogue  de  W.  HerscKel.  (a8o). 

Tebbuti  (/.).  —  Note  surla  grandeur  de  n  d'Argo.  (280-281). 

Backhouse  [J.-W.). — Observations  surla  nomenclature  des  points 
radiants.  (281-282). 

Campbell  [W.-M.).  —  Note  sur  son  équation  personnelle. 
(283-284). 

L'équation  persouneUe  est  diSirente  tuiTint  que  l'étoile  se  meut  dans  le  champ 
de  droite  ■  GB"cIie  ou  de  gauche  k  droite. 

Todd[C.).  —  Eclipses  des  satellites  de  Jupiter  observées  en  1876 
à  l'Observatoire  d'Adélaïde.  (284-3oo). 

Marth  {A.).  —  Éphéméride  pour  l'observation  physique  de  Mars 
pendant  l'opposition  de  1877.  (3oi-3o7). 

Lindsay  et  Gilt  (D.).  —  Observations  hélîométrîques  de  Junon, 
faites  à  Dun-E^ht  en  novembre  1876  pour  déterminer  la  paral- 
laxe diurne  de  cette  planète.  (3o8-3o9). 

Les  obserratioDs  donnent  pour  parallaxe  du  Soleil  8', Si. 

Gill  (D,).  —  Projet  d'une  expédition  pour  l'observation  de  la 
prochaine  opposition  de  Mars.  (3io-326). 

M.  IHll  propOM  d'enTD7«r  à  l'Ue  de  l'Asceosioii  un  artronome  qui  obaerrerait  k 

^^bltliclmèl^u  II  ilULiiirt'  du  lu  pliuèlo  fe  dvi  étoiles  convunaLIsment  i;hui»cq;  la 
nuithode,  éinnt  In  mtue  qui-  celle  qui  a  été  appliquée  à  Jiinoii,  dunnurail  sans 
doute  d'auui  bons  tésultal*. 

GUI  (D.).  —  L'opposition  d'Ariane  @  en  1877  considérée  comme 
un  moyen  de  déterminer  la  parallaxe  solaire.  (327-333), 
B«U.  de,  ScUncH  mathim.  r  «ri»,  l-  U.  CFévrier  1875.)  »  -2 


iH  SECONDE  fAKTIE. 

Slcphan  [E.].  —  Nébulcuges  uouvclli-s  dccouvcries  Cl  obser*cts  i 
rObs<;rvaloirc  d«  Marseille.  (334'339}. 
Los  DébalouM*  do  ca  uuutniu  cilologiia  »Dt  au  ncinbr*  de  60. 

Main  {R.).  ~- Occullalioiis  d'étoîlcs  et  éclipses  des  salclfiiei& 
Ju[iiUir,  observées  en  iSjS,  1876  et  1877  à  l'Observatoire  ie 
Uadclilie  (Oxford).  (340-346). 

Perry  [S.-J.),  Itand  Capron  (/.).  —  Note  sur  luiir  recherche  in- 
fructueuse  de  la  planète  Vulcain.  (347'349)' 

Denning  (  Tf'.-F.).  —  Déterminaliou  de  la  position  des  points  ra- 
diants d'après  les  observatioos  faites  eu  1869-71  par  le  capitaine 
Tupman,  (349-35a). 

7'upmnn  [G.-L.).  —  iVotc  sur  le  grand  nieléore  du  17  mars  1877. 
(3J3-354). 

Ce  mtUorc  a  Mé  abiivé  le  17  mon  ver*  ta  houivi  du  maUn  daaa  les  comlâ 
oucKl  d'Anglelcrri^  ;  il  te  mouvait  ateo  ulio  fitei»  d'uufiron  ig  milles  par  aetaaàt, 

dans  iia;arbi(n  |iarBl>i>llquc. 

l'riuhard  [€.)■  — ^otc  sur  deux  solutions  mécaniques  du  pro- 
blème de  Kepler.  (354-358). 

Len  BotuUoDB  dp  l'cqurilion  M  =  «  —  e*  lin  11,  k  l'aide  des  ÎDïtrumPnts  ToK  iag»- 
niuul  dt'crils  jinr  M.  Prjlchiipd,  ne  iii'unsiil  *lr«  upprucbécs  qiin  si  les  nppanîili  ont 
de  grande!  dimeniiani.  «t  let  calculateurs  préréreront  peut-ttre  le  procéda  iadiqw 
daoi  ce  miioc  Tolume  par  M.  A.  de  Guparis. 

Neison  {E.).  —  Sur  l'inégalité  dans  la  longitude  de  la  Lune  décoo- 
verie  par  le  professeur  Newcomb.  (358-359). 

Winnecke.  —  Découverte  de  la  comète  1877,  II,  faite  à  Strasboo^ 

le  5  avril  1877.  (359-36o). 
Pritchard  [€.).  —  Note  sur  les  comètes  de  1877.  (36o-36i). 

Struve  { O.).  —  Sur  une  remarquable  déviation  de  la  verticale  ob- 
servée en  Crimée  par  M,  Kortazzi.  (362). 
Airy  {G.-B.).  —  Extrait  de  diverses  lettres  sur  Vulcain.  (363). 
Howlen{F.).  —  Note  sur  six  dessins  du  Soleil.  (364-365). 

Glaisher  [J.-Tf^.-L.).  —  Solution  du  problème  de  Kepler  par  les 
fonctions  elliptiques.  (366-386). 
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Angot  [A.),  — Etude  sur  les  images  photographiques  obtenues 
au  foyer  des  lunettes  astronomiques  et  application  de  la  Photo- 
graphie à  l'observation  du  passage  de  Vénus.  (387-398). 

Downing  [A,-W,).  —  Détermination  du  demi-diamètre  de  Vénus 
à  la  moyenne  distance  du  Soleil  à  la  Terre.  {398-399). 

Par  la   discussion  faite  à   l'instrument  des  passages  de  Washington  de  1866  à 
1872,  M.  Downing  trouve,  pour  le  demi-diamètre  de  Vénus,  S'^SôgS. 

Arcimis  [A. -T.).  —  Observation  de  l'éclipsé  de  Lune  faite  à  Cadix 
le  27  février  1877.  (4o6)* 

Shadwell  (vice-amiral  C).  —  Table  propre  à  faciliter  le  calcul 
du  temps  moyen  équinoxial  pour  les  années  comprises  entre 
1876  et  la  fin  du  siècle.  (4oi-4o3). 

Penrose  [F.-C).  —  Description  d'un  diagramme  propre  à  faciliter 
la  résolution  graphique  des  triangles  sphériques.  (4o3-4o9)- 

De  Boë.  —  Méthode  pour  détruire  les  vibrations  d'un  bain  de 
mercure.  (409-410). 

Aleigs  [M.'C),  —  Méthode  de  fabrication  d*un  pendule  oscillant 
suivant  un  arc  de  cycloïde.  (4iO'4i  i)« 

GUI  (/?.).  —  Noie  sur  l'opposition  de  Melpomène  considérée  au 
point  de  vue  de  la  détermination  de  la  parallaxe  du  Soleil. 

(412-422). 

Proctor  [R.'A.),  —  Sur  la  prochaine  opposition  de  Mars.  (4^3). 

Proctor  [JR.-A.).  —  Note  sur  la  distribution  des  étoiles.  (424-4^5). 

Johnson  (5.-/.).  —  Table  des  passages  de  Mercure  visibles  à 
Greenwich  jusqu'en  l'an  2000.  (425-420). 

Les  seuls  passages  complètement  observables  seront  ceux  des  : 

la  novembre  1907  ; 
6  novembre  igi4» 
10  mai  1987; 
9  novembre  1973. 

Dreyer  [J.-L.-E.),  —  Note  sur  les  nébuleuses  nouvelles  décou- 
vertes par  M.  E.  Stephan.  (427-428). 

Newcomb  (<S.).  —  Note  sur  les  inégalités  nouvelles  de  la  longitude 
de  la  Lune  indiquées  par  M.  Neison.  (428-43o). 
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dndsay.  —  Sur  les  spetlrcs  de 

comètes   1877,  11^  el  18773 

(43o). 

|J  llCa»  Jauni  riu  *p«ctra  de  U  cotnft 

■  S77.  II.  a  pu  iHn,  ditiaie  «■  tnît  teafa 

U  f 'iiiUoii  dn  biindf»  Mt  loia  il'6trn 

1,  puur  ]«urt  laneu«iin>  d'onde  : 

C««*i..ij,.  U                      CoaMnr.  m 

1-b.ndo 

.    5S5                                     5)8 

!■  tMindo 

.     3i6                                     M 

3*  bai.ll» 

..47'                                     46S 

Copeland  {H.)-  —  Note  sur  deux  dépressions  du  boni  de  h  Le» 

(432-433). 
Tebbutt.  ~  OcculUtions  observées â  Windsor  (N.  S.  W.)en  iSjt. 

(434). 

Ellerj  [H.-J.-L.].  — ObstTvationa  de  rëtoiledoufale  a  CentUR. 
de  i863ài877.  (435-436). 

Plummcr  [J.-J.).   —  Sur  l'éclai  ri  U  distrîbuiion   ilt-s  éunia 

(43(i-439)- 
Zenger.  —  ÏSouvel  oculaire  pour  le  Soleil.  (43î>-44>)' 
Lindsay.  —  Errata  aux  observations  d'éloilea  double»  cnnttinn 

dans  le  premier  volume  des  observations  de  Dun-Echt,  (44'"4i'l 
John  Roggers.  —  Lettre  relative  à  la  d<icouverte  des  satelliio  Ji 

Mars  par  M.  A.  Hall.  (443-445). 
GInishcr    ( /.- Tf'.-L.) .    —    Solution    du    problème    de   Keplfl- 

(445-438). 

La  Bohiliuii  vtl  déduïla  de  dêiMapprinaiiis  en  lérioa. 
Proctor  (B.-.-i.).  —  Note  sur  l'are  lumineux  ou  autour  de  Vén* 

pendant  son  passage  devant  le  Soleil.  (459-46"o). 
Hassfll  {//.-€.].  — Mesures  de  a  Centaure,  faites  à  Sidney  deiS> 

ài877.(4(ia-4t>7)- 
Johnson    [S.-J.).    ■ —    Observation    de    l'éclipsé    de    Lune  à 

a3  aoùl  1877,  faite  à  Upton.  {i6y-4^g). 
Chiisùe  et  Maiindcr.  ^Spectre  de  ta  conièle    187T,  n,ut(kli 

Luiic  pendant  IV'clîpsc  du  a3  aoùl  1877,    {^lia~i']o). 

G.l 
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MaTeMaTHqecKiH  CGopHHK'b,   na^aBacMbiH  MockobckHmi»  MaxeMa- 
TnqecKHMi)  06inecTB0MT>  (*). 

Tome  Vm;  1876-1877. 

Joukousky  (iV. -£*.).  —  Cinëmatique  des  corps  liquides.  (1-79  et 
163-214)  (•). 

Liventsof  [A.-I.).  —  Essai  d'une  exposition  systématique  du  cal- 
cul des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante.  {80-160)  ('). 

Bougaief  [N.-F^,),  —  Équations  numériques  du  second  degré. 
(aSg-aSS). 

RésolutioD  et  discussioD  des  racines  des  équations  de  la  forme 

«x'  -f-  3«  H-  c  =  E(a,  x'  -+-  ^,  X  -f-  c,  ). 

Imschenetsky  (^.-G.).  —  Intégration  d'un  système  d'équations. 

(254-276). 

L'auteur  indique  deux  moyens  de  ramener  aux  quadratures  l'intégration   d'un 
système  d'équations 

</.c  :  <(r  :  </y  :  4?  =  Q  :  P  :  X  :  Y, 
où 

/(j:-f-^0  =  ^H-Yi  et  j»(y-f-/>«)  =  Q-*-P«  ' 

i<>  En  appliquant  la  théorie,  généralisée,  du  multiplicateur  d'intégration; 
2"  En  ramenant  le  système  donné  à  la  forme  canonique. 

Liventsofi^A,-^!,),  —  Des  indices  fonctionnels.  (277-284). 

Lii^entsof  {A,'I.).  —  Expression  d'une  fonction  par  une  intégrale 
définie.  (280-287). 

Peterson  {K.-M,).  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  (291-361). 

Bredikhine  [F.-A,),  —  Raies  spectrales  des  nébuleuses  plané- 
taires. (362-378). 

D'après  les  observations  faites  et  les  mesures  prises  sur  les  positions  de  trois 


(•)  Voir  Bulletin,  III,  11,  70,  aoo;  V,  aga;  VI,  3i4;  VII,  a33;  X,  96. 
(*)  Voir  BuUeHn,  I„  98. 


SECONDE  PARTIE. 
ra[«  brlIUntMdM  «pnctm  dci  nrbulcuaaa  plin^Uirci,  H.  Bredikhins  e»t  oaadnil  i 
«roira   que   U  raio  ]■  {ilui  brillante  de   t«  ipcclres,  eéo^raiemeDt  altriha^  1 
I'moIo,  ealnclda  ■tbc  U  rata  eir*cti>rlatii|ae  du  fer,  et  c'est  prabab1«ittaat  pcr  In 
n|Mun  do  ca  méul  ijuVlto  «■!  pnidiiile. 

0>  nb«niiUoDi  ont  tU  bltc*  tiir  loa  nébuteuiea  o**  jGiS  et  49C4  du  oulapr 
dit  Munchel,  obterric*  d^jà  pir  Vo|>ol,  «t  lui  n"  ^^go,  4>34  et  4373,  non  oiaima 

Stoudsky  [F.-^.).  —  Du  mouvement  libre  d'un  fil  Hexible  ei  ia- 
cstcusible.  (38i-386). 

JoufiOwsAy  [N.-E.].  —  Un  cas  do  mouvement  d'un   plan  liquide 
sous  l'actiou  dit  rinertic.  (iiSj-Sgi), 

Stoiidsky  (/'".-,-/.).  —  A  propus  du  problùrat  relatif  au  nouibntiif 
positions  d'équilibre  d'un  prisme  triangulaire   Hottant.  (393- 

3a8). 

llochmann  {U.).  —  Mi^ihodi-  analytique  de  solution  du  problème 
des  engrenages.  (399-497). 

Letnikof  {j^.-f.}.  —  Remarque  sur  l'inlégralion  de  deux  équa- 
tions connues.  [498-500]. 

Bougaïef  (iV.-f.).  —  Contribution  â  la  tbëorie  de  divisibilité  d» 
nombres.  (5oi-5o5). 

H.  Bougaief  indique  le  moyen  d'oblenir  iMcxnctim  dp  dÎTisibililé  d'un  nombR 
quelcooqne  par  un  nombru  premier  avec  la  liaie  de  Dumératîon,  quelle  que  wil 
ceCle  dernière. 

A.  P. 


COUPrEâ  RENDUS  uebdukadaihi!;» uiis  sÉAnut»  on i.'Acadkmib  DES ScibrcesI'). 

Torae  LXXXV;  juillet -décembre  1877. 

NM  i  2  iiitlet. 

Basai  [H.)-  —  Sur  la  génération  de  la  courbe  méridienne  d'une 
surface  de  révolution  dont  la  courbure  varie  suivant  une  loi 
donnée.  (5). 


(';  Voir  Bulletin,  \„  p,  ■ 
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Fillarceau  {-F".).  —  Remarques  au  sujet  de  la  Lettre  communi- 
quée, dans  la  séance  du  18  juin,  par  M.  Mouchez»  (i4)* 

NO  2^  9  joillet. 

Moncel  [Th,  du).  —  De  la  transmission  électrique  à  travers  le 
sol  par  l'intermédiaire  des  arbres.  (55). 

Boussinesq  (/.).  —  Sur  les  mouvements  quasi  circulaires  d'un 
point  soumis  à  l'attraction  d'un  centre  fixe.  (65). 

N»  3^  16  jiiUeU 

Daubrée,  —  Expériences,  d'après  lesquelles  la  forme  fragmentaire 
des  fers  météoriques  peut  être  attribuée  à  une  rupture  sous  l'ac- 
tion de  gaz  fortement  comprimés,  tels  que  ceux  qui  proviennent 
de  l'explosion  de  la  dynamite.  (ii5). 

Stephan  {£,).  —  Observation  delà  comète  périodique  de  d'Arrest, 
faite  à  l'Observatoire  de  Marseille.  (i3i). 

Frobenius.  —  Note  sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  un 
nombre  quelconque  de  variables.  (Extrait  d'une  Lettre  à 
M.  Hermite).  (i3i). 

Four  et  (G.).  —  Démonstration  de  deux  lois  géométriques  énoncées 
par  M.  Chasles.  (i34)« 

Lucas  [Ed.),  —  Sur  la  division  de  la  circonférence  en  parties 
égales.  (i36). 

N»  4;  23  jiillet. 

Moncel  [Th,  du),  — Sur  la  conductibilité  électrique  des  arbres. 

(186). 

Mannheim  (^.).  —  Sur  les  courbes  ayant  les  mêmes  normales 
principales  et  sur  la  surface  formée  par  ces  normales.  (21:1). 

Fouret  (G.).  —  Sur  l'extension  à  l'espace  de  deux  lois  relatives 
aux  courbes  planes,  données  par  M.  Chasles.  (216). 


9BC0NDR  PARTIE. 
-  Sur  raimaDtatiou  des   jilacjucs   circuluiros  ou  lu 
lignes   isodyuamiqaca  aonl  des  circonréreucus   cooccDiriqnes. 

(aaa). 

Hruun  [J.-Â.].  —  Inlluence  du  Soleil  et  de  la  Lune  sor  tu  iiHi- 
lions  magnéliques  et  baroraélriqucs.  (  aSg  ). 


i 


N"  6^  30  jiilld, 
Paye.  —  Sur  la  partie  cosmique  de  la  Météorologie.  (  347)- 

Ditiitrùe.  ~~Cousé<^upnciis  à  tirer  des  expériences  faitfs  sur  I'»r- 
tiuti  des  gax  produits  par  la  dynamite,  relativement  aux  météo- 
rilcs  cl  à  diverses  circonstances  de  leur  arrivée  dan»  ratmosphcrc 
(.33). 

Caylej  (j/.).  —  Sur  un  exemple  de  r<.*duetion  d'iot^ralcs  abt- 
licnnes  au\  f'onetioiis  elliptiques.  (  a65  ).  , 

^"  6;   6  Ult. 

Serrel  {J.-j4.).  —  Condition   pour  que  les  normales   prïiicîpaln 

d'une  courbe  soient  normales  principales  d'une  seconde  courbe. 

(3..;). 
Daubrée.  —  Recherches  expériincnlales  faites  avec  les  gaz  produits 

par  l'explosion  de  la  dynamite,  sur  divers  caractères  des  métco- 

ritesetdcs  bolides  qui  les  apportent.  (3i4)' 

Giraud-Teidon.  —  Réfraction  sphériquej  exposition  des  lois  » 
formules  de  Gauss  en  partant  du  principe  de  l'équivalence  dt* 
forces  physiques.  (3a6). 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  la  formule  2'"  +  1.  (Sag). 

Aoust  (l'abbé).  —  Observations  relatives  au  Mémoire  de  M.  tfiKiW 
de  la  Goupillière,  ayant  pour  titre  :  «  Des  dévcloppoïdes  directs 
et  inverses  des  divers  ordres  ».  (33i). 

Stephan  [E.).  — Observations  des  planètes  (J»),  (m)  et  @  à  l'Ob- 
servatoire de  Marseille  ;  découverte  de  la  planète  (^  par  M.  Bor- 
rellf.  (334). 
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Bossert  (/.).  —  Éléments  et  éphémérides  de  la  planète  @  Gallia. 
(336). 

N«  7^  13  aoïlt. 

Faje.  —  Communication  du  Bureau  des  Longitudes,  relative  à  de 
nouvelles  opérations  de  Géodésie  astronomique.  (359). 

Mouchez.  —  Gravure  représentant  l'auréole  de  Vénus,  mission  de 
l'île  Saint-Paul.  (36o). 

Chasles  {M.).  —  Une  loi  générale  des  courbes  géométriques,  con- 
cernant l'intervention  commune  de  chaque  point  d'une  courbe 
et  de  la  tangente  de  ce  point,  dans  les  questions  de  lieux  géo- 
métriques ou  de  courbes  enveloppes.  (36a). 

Janssen  (/.).  —  Note  sur  la  reproduction  par  la  photographie  des 
((  grains  de  riz  »  à  la  surface  solaire.  (368). 

Cajlej  (^.).  —  Sur  un  exemple  de  réduction  d'intégrales  abé- 
licnnes  aux  fonctions  elliptiques.  (373). 

Flammarion  [C).  —  Le  système  de  Sirius.  (386). 

TVolf  (/?.).  — Remarques  à  propos  d'une  Communication  récente 
de  M.  Faye,  sur  la  relation  entre  les  taches  solaires  et  les  varia- 
tions de  la  déclinaison  magnétique.  (390). 

Genocchi  (^.).  —  Sur  l'équation  de  Riccati.  (3gi). 

Niewenglowshi,  —  Note  sur  les  courbes  qui  ont  les  mêmes  nor- 
males principales,  (394)- 

N^"  8;  20  aoit. 

Le  Verrier,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes, 
faîtes  à  rObservatoiredeGreenwich  (  transmises  par  l'Astronome 
Royal,  M.  G*'B,  Airj)  et  à  l'Observatoire  de  Paris,  pendant 
le  deuxième  trimestre  de  l'année  1877.  (4ï9)« 

Faje,  —  Observations  à  propos  d'un  récent  travail  de  M.  F.-F,  Hé- 
berty  relatif  à  l'hiver  exceptionnel  1876-1877.  (4^0* 

La  Gournerie  [de),  —  Recherche  de  documents  relatifs  à  l'expé- 
dition scientifique  faite  au  Pérou,  de  1735  à  1743.  (4^3). 

liuU.  des  Sciences t  2*  Série,  l.  II.  (Mars  1878.)  R.3 
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Cajley  (-^.).  —  Sur  un  exemple  de  réduction  d'intégralL-! 
licnnes  aux  fonctious  cllipliqucs.  {436). 

Boifeau  (P.)-  —  Propriétés  comiaimes  aux  tuyaux  de  con 
aux  canaux  el  aux  rivières  n  régime  uniforme.  (  429)- 

Henry  {J.).  —  Découverte  d'une  uouvelte  planète,  par  M.  fP 

(436). 
Henry  {/.).  —  Découverte  de  deux  satellites  de  Mars,  par  M. 

(437)- 
Flammarion  [C).  —  Sur  un   système  sLellaire    eu   mouv 

propre  rapide.  (4^9)- 

Cha/t^ias.  —  Observations  des  étoiles  filantes  du  mois  d 
(45o). 

Oovi  (G-).  —  De  la  chaleur  que  peut  dégager  le  luouvemi; 
météorites  à  travers  l'atiiiosphèri!.  (4^')' 

N"  9;   27  Uùl. 

Faye,  — Note  sur  le  catalogue  des  étoiles  de  longitude  cl  d 
mîuation  lunaires  de  M.  Lœwj.  (4^9)' 

Clitules  (-V.).  —  Deux  lois  générales  des  courhes  géoniéti 
d'ordre  et  de  classe  m  et  n.  (4^o). 

Monccl  (Tii.  du).  —  Sur  le  r.ipport  qui  doit  exister  entre  1 
mètre  des  noyaux  de  fer  des  électro-aimants  et  l'épaisse 
leur  hélice  magnétisante.  (466). 

Cayley  (^-j-  —  Sur  un  exemple  de  réduction  d'intégrales 
liennes  aux  fonctions  elliptiques.  (47^)- 

Stepkan[E.).  —  Observations  des  planètes  (^  et  Ç»)îetrema 
relatives  à  la  découverte  de  cette  dernière  planète.  (475). 

Flammarion  [C).  —  Carte  géographique  provisoire  de  la  pi 
Mars.  (476). 

Bérigny  (^^ti.).  —  Variations  de  la  température  pendant  l'é" 
totale  de  Lune  du  34  août  1877-  {4^7)- 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  a; 

Faye,  —  Remarques  à  roccasion  de  la  Communication  de  M.  Bé- 
rignjr.  (488). 

N<>  10-,  3  septeibre. 

Fillarceau  (  J^.).  —  Présentation  de  la  «  Nouvelle  navigation  as- 
tronomique »,  par  MM.  JT.  Killarceau  et  de  Magnac»  (490' 

Moncel  [TIi,  du).  —  Considérations  sur  l'interprétation  qu'on 
doit  donner  aux  conditions  de  maxima  relatives  aux  calculs  des 
forces  électro-magnétiques.  (497)« 

Haretu  [F.-C.).  —  Sur  l'invariabilité  des  grands  axes  des  orbites 
planétaires.  (5o4). 

Henry  [Paul)  et  Henry  (Pr.).  —  Satellite  de  Mars  observé  à 
l'Observatoire  de  Paris.  (5io). 

Flammarion  (C).  —  Nouveau  système  stellaire  en  mouvement 
propre  rapide.  (5io). 

N^»  11;  10  septeibre. 

faye,  —  Sur  l'observation  des  deux  satellites  de  Mars  à  l'Obser- 
vatoire de  Washington.  (536). 

Lamey  (Ch,).  —  Observations  tendant  à  faire  admettre  l'existence 
d'un  anneau  d'astéroïdes,  autour  de  la  planète  Mars.  (538). 

Henry  (/.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  petite  planète  par 
M.  TVatson,  (359). 

Boussinesq  (/.).  —  Théorie  des  petits  mouvements  d'un  point  pe- 
sant sur  une  surface  décrite  autour  d'un  axe  de  révolution 
vertical.  (SSg). 

N^*  12;  17  septeibre. 

Faye,  —  Note  sur  1'  «  Atlas  des  mouvements  supérieurs  de  l'at- 
mosphère »,  de  M.  Hildebrandsson,  (555). 

Stephan  (F.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  comète  par  M.  Cog- 
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gia,  et  observation  de  l'un  des  satellites  de  Mars  par  M.  jffor- 
relly.  (Sjo). 

Henry  [Paul)  et  Henry  (P/'.).  —  Observation  du  satellite  exté- 
rieur de  Mars,  faite  à  l'équatorial  du  jardin  de  l'Observatoire  de 
Paris.  (571). 

Bouligny  [P.-H.).  —  Observation  à  propos  des  satellites  de  Mars. 

(571). 

DurJiam  {/^.).  —  Sur  un  bolide  aperçu  à  Boën  (Loire)  le  11  sep- 
tembre, et  sur  une  secousse  de  tremblement  de  terre  constatée 
le  la  septembre.  (077). 

Faye.  —  Sur  un  Mémoire  de  M.  P.  de  Saint-Robert,  «  Sur  le 
mouvement  spbérique  du  pendule,  en  ayant  égard  à  la  résistance 
de  l'air  et  à  la  rotation  de  la  Terre  ».  (578). 

N"»  13;  24  septembre. 

Le  Verrier.  —  Annonce  de  son  décès,  le  aS  septembre  1877. 

(579). 

Dumas  [J.-B,).  —  Discours  prononcé  aux  obsèques  de  M.  Le  Ver- 
rier^  au  nom  du  Conseil  supérieur  de  l'Instruction  publique. 
(58o). 

Bertrand  {/.).  —  Lettre  adressée  à  l'Académie  au  sujet  de  la  perte 
qu'elle  venait  de  faire  dans  la  personne  de  M.  Le  Verrier. 

(583). 

Villarceau  (1^.).  —  Discours  prononcé  aux  obsèques  de  M.  Le 
P^errier,  au  nom  des  astronomes  de  l'Observatoire  de  Paris. 
(584). 

Tresca.  —  Discours  prononcé  aux  obsèques  de  M.  Le  f^errier^  au 
nom  du  Conseil  scientifique  de  l'Observatoire.  (587). 

Faye,  —  Discours  prononcé  aux  obsèques  de  M.  Le  Verrier,  au 
nom  du  Bureau  des  Longitudes.  (Spo). 

Janssen,  —  Discours  prononcé  aux  obsèques  de  M.  Le  Verrier, 
au  nom  de  la  Section  d'Astronomie.  (Spi). 
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N°  14;  i"  octobre. 

u4oust  (Tabbé).  —  Intégrales  des  développantes  obliques  d'un 
ordre  quelconque.  (609). 

Gruey,  —  Trajectoire  du  bolide  du  1 4  juin  1877.  (632). 

Salicis,  —  Sur  un  halo  obseryé  à  Brest  le  3i  août  1877.  (636). 

BujS'Ballot.  —  Réflexions  sur  les  travaux  météorologiques  de 
M.  Braiilt.  (636). 

N^"  15:  8  octobre. 

Faje,  —  Sur  un  incident  qui  s'est  produit  au  Congrès  de  Stuttgart. 
(645). 

Moncel  ( Th.  du),  —  Du  rapport  qui  doit  exister  entre  le  diamètre 
des  noyaux  magnétiques  des  électro-aimants  et  leur  longueur. 

(652). 

Fillarceau  (  J^.).  —  Découvertes  d'une  petite  planète  par  M.  Pa- 
lisa,  et  d'une  nouvelle  comète  par  M.  Tempel.  (663). 

Henry  [Paul)  et  Henry  [Pv.),  —  Observations  de  la  planète  @ 
Palisa  et  de  la  nouvelle  comète  de  Tempel,  à  Téquatorial  du 
jardin  de  l'Observatoire.  (663). 

Callandreau  (O.).  —  Sur  une  méthode  générale  de  transforma- 
tion des  intégrales  dépendant  des  racines  carrées.  Application  à 
un  problème  fondamental  de  Géodésie.  (664). 

N'^  16;  15  octobre. 

Hermite  [Ch,), — Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques. (689). 

Tisserand  [F.),  —  Note  sur  les  mouvements  des  apsides  des  satel- 
lites de  Saturne,  et  sur  la  détermination  de  la  masse  de  l'anneau. 

(695). 


SBCONDB  FARTIB. 

Tonnant.  —  Valeur  dt-  In  parallaxe  soUire,  déduite  de  l'obiem- 
tion  du  dernier  passage  do  Vénus.  (yo6). 

ffaUon  (/.).  —  Réponse  à  une  Note  précédente  de  M.  Siepluu, 
relative  à  la  découverte  de  la  planète  @.  (yoy). 

Briofclii  {^'r.).  —  Sur  des  cas  de  réduction  des  fonctiom  ibé- 

lieniies  aux  fonctions  cltipliqucs.  (70S}. 
Potrf  (■^■)-  —  Rapporli  cuire  les  variations  barom^riques  «  U 

déclinaison  du  S'tlcil.  (718). 


N"  M ,  24  «dobrt. 
Tresca.  —  Tables  d'Uranus  et  de  ?Jeptunc  de  M.   Le  Kerritf. 

(7.5). 

Herntitc  [Ch.].  —  Sur  quelques  applications  des  fbnctîoDS  cUi])- 
tiques  (suite).  (73i))- 

Moncel  (  Tfi.  tlu).  —  Modilications  apportées  aux  conditiom  dr 
ma^tinia  des  étcctro-aimants  par  l'élal  de  saturation  Diagnétîqar 
plus  ou  moins  complet  de  leur  noyau  maguétique.  (■j^^). 

Braull  (/..).  —  Réponse  à  une  Noie  ri'cenlc  de  M.  Dityi-Ballol. 
sur  la  division  en  temps  et  en  carrés  des  cartes  de  Météorolo|ie 
nautique.  (765). 


N»  i8;  29  ¥M>\n. 

Janssen.  —  Sur  le  réseau  photospliérique.  (775), 

Henry  (Paul)  et  Henry  (Pr.).  —  Observations  de  la  planète  @ 
Palisa,  faites  à  l'Observatoire  de  Paris,  à  l'équatorial  ouest  do 
jardin.  (782}. 

Flammarion  (C),  —  Systèmes  stellaires  de  36  Ophiuchus  et  de 
4oÉridan.  (783) 

^ndré  (D.).  ^  Forme  générale  des  coefficients  de  certains  déve- 
loppements. (786). 

Mannheim  {-'/■).  — Nouveau  mode  de  rcprésenialion  plane  de 
classes  de  surfaces  réglées.  (788). 
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Pareille  [H,  de).  —  Sur  les  variations  barométriques  semi- 
diurnes.  (797). 

Boutignj  [P.'H,),  —  Siur  les  satellites  de  Mars.  (819). 

N<»  19-,  5  DOYembre. 

Hermite  (Ch,).  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques [suite),  (821). 

Faye.  —  Réponse  à  une  Note  récente  de  M.  de  Parville,  «  Sur  la 
variation  semi-diurne  du  baromètre  ».  (836). 

Flammarion  (C).  —  Systèmes  s  tell  aires  formés  d'étoiles  associées 
dans  un  mouvement  propre  commun  et  rapide.  (841)- 

Fouret  [G.).  —  Sur  Tordre  (ou  la  classe)  d'une  courbe  plane  al- 
gébrique dont  chaque  point  (  ou  chaque  tangente  )  dépend  d'un 
point  correspondant  d'une  autre  courbe  plane,  et  de  la  tangente 
en  ce  point.  Extension  aux  surfaces.  (844)* 

Alannheim  (^.).  —  Applications  d'un  mode  de  représentation 
plane  de  classes  de  surfaces  réglées.  (847)- 

NO  20^  12  flOTeubre. 

Faye.  —  Présentation,  au  nom  du  Bureau  des  Longitudes,  du 
volume  de  la  Connaissance  des  Temps  pour  1879.  (869). 

Hermite  [Ch.).  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques [suite),  (870). 

Haton  de  la  Goupillière.  —  Formules  nouvelles  pour  l'étude  du 
mouvement  d'une  figure  plane.  (895). 

Henry  [Paul).  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  l'Observatoire 
de  Paris.  (901). 

Palisa.  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  l'Observatoire  de 
Pola.  (901). 

Henry  (Paul)  et  Henry  (Pr.).  —  Observations  des  planètes  (m) 
et  (1^,  faites  à  l'Observatoire  de  Paris  (équatorial  du  jardin). 

(901). 
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Flammarion  (C).  —  Nouveaux  systèmes  stellaires.  (902). 

Levj  {M.).  — Sur  l'équation  à  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre,  exprimant  que  le  problème  des  lignes  géodésiques,  consi- 
déré comme  problème  de  Mécanique,  admet  une  intégrale  algé- 
brique du  troisième  degré.  (9o4)« 

Par  ville  [H.  de).  —  Sur  les  variations  semi-diurnes  du  baro- 
mètre. (912). 

N»  21  ;  19  lOTeibre. 

f^illarceau  (1^.).  —  Observations  méridiennes  de  petites  planètes, 
faites  à  TObservatoire  de  Greenv^ich  (transmises  par FÂstronome 
Royal,  M.  G.-B.  Airj)^  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
troisième  trimestre  de  Tannée  1877.  (917). 

Calignj  [A,  de).  —  Sur  la  théorie  et  les  diverses  manœuvres  de 
l'appareil  d'épargne  construit  à  l'écluse  de  l'Aubois.  {^g^6). 

Watson  (/.).  —  Découverte  d'une  petite  planète,  le  12  no- 
vembre 1877.  (934)« 

Flammarion  {€,).  —  Carte  générale  des  mouvements  propres  des 
étoiles.  (935). 

Levy  {M.),  —  Sur  l'équation  à  dérivées  partielles  du  quatrième 
ordre,  exprimant  que  le  problème  des  lignes  géodésiques,  consi- 
déré comme  problème  de  Mécanique,  admet  une  intégrale  du 
quatrième  degré.  (938). 

Mannheim  (A,).  —  Nouvelle  application  d'un  mode  de  représen- 
tation plane  de  classes  de  surfaces  réglées.  (941)* 

Fouret  (G.).  —  Sur  les  lois  qui  régissent  l'ordre  (ou  la  classe)  des 
courbes  planes  algébriques,  dont  chaque  point  (ou  chaque  tan- 
gente) dépend  à  la  fois  d'un  point  et  d'une  tangente  variables 
sur  une  courbe  donnée.  (944)* 

Fucfis.  —  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hermite.  (947)- 

Go f lierre  de  Longchamps.  —  Sur  la  décomposition  en  factenrs 
premiers  des  nombres  2"  zfc  i.  (95o). 
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N<>  22;  26  lOTeibre. 

Mouchez  [E.). — Positions  géographiques  des  principaux  points 
de  la  côte  de  Tunisie  et  Tripoli.  (981). 

Ilermite  [Ch.).  — Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques [suite).  (984). 

Syluester  (/.).  —  Sur  les  invariants.  (992). 

Caligny  [A,  de).  —  Sur  les  ondes  de  diverses  espèces  qui  ré- 
sultent des  manœuvres  de  Fécluse  de  TAubois.  (995). 

Brioschi  [F,).  — Sur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième 
degré.  (1000). 

Watson  {J.'C).  —  Découverte  et  observations  de  la  pla- 
nète @-  (1006). 

Flammarion  (  C).  —  Sur  les  distances  des  planètes.  (1006). 

Lesy  (M.).  —  Sur  Tintégrale  intermédiaire  du  troisième  ordre  de 
Téquation  à  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre  exprimant 
que  le  problème  des  lignes  géodésiques  admet  une  intégrale  du 
quatrième  ordre.  (1009). 

Lalanne  (L.),  —  Tables  graphiques  et  géométrie  anamorphique ^ 
réclamation  de  priorité.  (10 12). 

NO  23;  3  déceibre. 

Sjhester  (/.).  —  Sur  les  invariants.  (io35). 

Calignj  [A.  de).  —  Sur  divers  moyens  d'accélérer  le  service  dans 
les  écluses  de  navigation.  (1039). 

Gov^i  (G.).  —  De  la  loi  d'absorption  des  radiations  de  toute  espèce 
à  travers  les  corps,  et  de  son  emploi  dans  l'analyse  spectrale 
quantitative.  (1046). 

Léauté  [H.).  —  Tracé  pratique  du  cercle  qu'il  convient  de  substi- 
tuer k  une  courbe  donnée  dans  une  étendue  finie.  (1049). 

« 

Baills. —  Occultations,  prédiction  graphique.  (io56). 

êM.  dâé  Seiêmees  mMh.,  n*  Série,  t.  II.  (  Avril  1878.)  R . 4 


M  SECONDE  PARTIE. 

ÎAtwy.  —  Observai  ion  s  ruialixïs  ;i  la  Commun!  cal  ion  préctklenir, 

(■•5il)- 
Criih  (/.).  —  Obsrivalious  <I(;s  laelics  ti  de  la  rotation  de  la  pl«- 

iiùlo  M.1IS,  {uriulunt  rDpjiiisilion  de  1877,  faites  à  l'Oiisunatuin 

de  ftio-dc- Janeiro,  (1060). 

CfdliuiArt^au  (  O.).  —  Sur  un  proldômt!  rondamcntal  <Jc  Gt'odêùr- 
Appli)  ;itîoti  d'un»  iniithodt.-  générale  de  transformation  des  inié- 
gralcs  drpcadaiil  de  rai-iues  carrées.  (106a). 

IjCvy  i^f-).  —'  Sur  les  întésialea  ratîonnelli-s  du  probK-Bic  d» 
ligues  géodésiijups.  (io65). 

IX"  21;   10  décembre. 

J/crmitft  (Cil.).  — Sur  quelques  applications  <lvs  Ibnctious  dlïp- 
tiques  (mittr),  (io85).  I 

$j-lve.iter  (/.).  —  Sur  les  invariante.  (lopi).  1 

Catigny  [A.  de).  —  Sur  les  disposilious  qui  conduisent,  ]Kitirlc    ' 
Bystèmi:  dVciustï  de  navigation  k  oKilUtion  unîtfuc,  ati  uiaximiui 
de    mudirutent   et  au    minimum  de   dépense  do    cotiAtructioB' 

(109:11. 

(•ovi  \G-).  — De  la  loi  d'absorption  des  radiations  à  travers  lo 
corps,  Cl  de  son  (tniploi  dans  l'aualyso  speettaliî   quautîtatÎTc. 

(,,„<.). 

Anilié[D.).  —  Sur  le  développemeut  d<!S  Ibnclious  d«  M,  Weiei- 

strass  suivant  les  puissances  ci-oïssantes  du  la  variable,  (i  inSj 

Schrader  [Fr.).  —  Orogi-aplie  destiné   an  levé    des    montagnes. 

N"  2');  17  décembre. 
Tisst-raiid  {F.).  —  iVote  sur  VanHeau  de  Saturne,  (i  i3i). 

Boileaa  [P.).  —  Note  eoniemant  le  travail  intcrmolétrulaîw. 
(■,3J). 

Caligny  [A.  de).  —  Sur  un  pprfeclionncment  essentiel  de  l'éduit' 
de  navigatiouii  oscillation  mi\te.  (1  i3(f).  j  _., 
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Levy  (M,).  —  Sur  les  intégrales  intermédiaîies  de  Téqualion  à 
dérivées  partielles  générale  exprimant  que  le  problème  des  ligues 
géodésiques,  considéré  comme  problème  de  iMécanique,  admet 
une  intégrale  rationnelle  par  rapport  aux  composantes  de  la 
vitesse  du  mobile,  (i  i5o). 

Baills.  —  Calcul  de  la  longitude  ou  de  Theure  de  Paris,  à  la  mer, 
par  les  occtdtations  d'étoiles,  (i  i53). 

Lœwy.  —  Observations  relatives  à  la  Commun i en tioii  dc^  M.  Baills. 
(ii56). 

Boiissinesq  (/.).  —  Sur  les  conditions  îiux  limites  dans  le  problème 
des  plaques  élastiques,  (i  157). 

Brioschi  (F.).  —  Sur  Péquation  de  Lomé,  (i  160). 

Bertrand  [Em.).  —  De  la  mesure  des  angles  dièdres  des  cristaux 
microscopiques .  (  1 1 70  ) . 

INo  26^  24  décembre. 

Hermite  [Ch.).  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques [suite).  (11 85). 

Tisserand  (F.).  —  Note  sur  l'anneau  de  Satm*ne.  (i  194). 

Boileau  [P.). —  Notions  concernant  le  travail  internioléculaire. 

(1199)- 

Tissot  (^.).  —  Sur  remploi  des  méthodes  graphiques  dans  la  pré- 
diction des  occultations.  (i223). 

Lœsvj.  —  Observations  relatives  à  la  Communication  précédente. 

(1224). 

Fouret  (G.).  —  Sur  les  transformations  de  contact  des  systèmes 
de  surfaces.  (1224). 

N*>  27  5  31  décfnbre. 

Janssen,  —  Sur  la  constitution  de  la  surface  solaire  et  sur  la  pho- 
tographie envisagée  comme  moyen  de  découvertes  eu  Astronomie 
physique.  (1249). 


36  SECONDS  l'AttTIK. 

Cnligny  {,■1.  de).  — >'oic  sur  les  ùudcs  cl  les  retnnus  de  divena 
f^spèct^s  <jiii  se  pri-.tfiiicnt  (luii.i  un  ('.iiint  dont  le  courant  est  iltor- 
nativcmciit  ÎQU-rci-ptù  ou  rttâhli,  il  dont  an  peut  faire  varietli 
profouJcur.  (1266). 

Ouynn  { Uni.).  —  Cînémntitjtio  cl  dvimniiquc  des  ondes  rourant» 
■ur  un  RpluToidc  licjujjc.  Appliratîoa  n  l'évolution  de  la  protu- 
bérance elliptique  autour  d'uu  sphéroïde  dérormé  par  l'attraction 
d'un  aslru  éloigné,  (1374)- 

Leyy  (Af.).  —  Quelques  observations  au  sujet  d'une  \olc  6e 
M.  Boussinestf,  sur  la  condition  aux  limites  dans  le  problm'; 
des  plaques  élastique».  (  1 177 }. 

Gilbert  (P/».)-  —  Sur  un  théorème  de  M.  f^îHtirceau.  Kei)iarqur> 
et  conséquences.  (laSn). 


ZEtTSCIIRIFT  rin  NATUËMATiscnEN  lkd  \ATURw»sEKt-ctiAFTi.icHEN  I'mu- 

BICBT   1')- 

Tomc  VII;  1876. 

Heidt.  —  Doit-on,  dans  renseignement  de  la  Trigonométrie,  faire 
prédominer  le  principe  géométrique  ou  le  principe  arithmé- 
tique ?  (1-12). 

L'auteur  eondanine  aljsolumont  le  mclnnco  tic»  (leu^  niélliodps,  vt  donne  U  pir- 

Kuckuck  [^■)-  —  Le  calcul  avec  les  fractions  décimales,  et  sa 
place  dans  le  programme  de  l'enseignement  secondaire.  (i3-35). 

Stammf.r.  —  Sur  l'extraction  de  la  racine  cubique  de»  nombres. 

(33-34). 

Millier.  —  La  méthode  la  plus  courte  pour  l'extractioD  de  la  ra- 
cine cubîqne.  {34-39). 

Bender  {€■).  —  Minimum  de  déviation,  et  démonstration  simpK- 
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de  Téquation  entre  les  distances  de  Timage  et  de  Tobjet  pour  les 
lentilles  sphériques.  (  39-40)* 

Matthiessen  {L.).  —  Comparaison  du  Cuttuca  des  Hindous  avec  la 
règle  Ta  yen  des  Chinois.  (78-81). 

Méthodes  usitées  chez  ces  deux  peuples  pour  la  résolution  des  problèmes  d'Ana- 
lyse indéterminée. 

Giinther  (*S.).  —  Sur  la  manière  de  traiter  élémentairement  cer- 
tains points  de  géographie  mathématique.  (91-99)* 

I.  Calcul  des  arcs  diurnes  et  nocturnes  des  étoiles.  —  H.  Erreurs  que  l'on  com- 
met habituellement  dans  la  discussion  de  l'attraction  des  montagnes.  —  III.  Expli- 
cation de  la  haute  mer  au  nadir. 

Diekmann  [Jos,).  —  Sur  la  théorie  des  équations  biquadratiques. 
(100-106). 

Voir  Zeitschrifl,  V,  817  ;  Bulletin,  VII,  96. 

Emsmann  (G.).  — Sur  la  division  de  Tanglc.  (107-113  et  292). 

Division  en  2,  3,  4i  ^  parties  égales  par  la  construction  de  certaines  courbes. 

Weinmeister.  —  Calcul  du  nombre 7r.(ii4-ti6). 

Wiczorkewicz.  —  1.  Le  cercle  est-il  une  surface  ou  une  courbe? 
—  2.  Sur  la  nomenclature  et  Torthographe  mathématiques.  — 
3.  Du  rectangle  et  du  losange,  (i  16-1 19). 

Schwarz.  —  Encore  la  notion  de  rapport.  (lai-iaS). 

Les  discussions  sur  cet  objet  et  sur  d'antres  de  même  nature  n'auront  une  fln 
que  lorsqu'on  aura  banni  de  l'Arithmétique  les  distinctions  entre  les  nombres 
concrets  et  les  nombres  abstraits  {benannee  und  unbenannte  Zahlen),  et  que  l'on 
aura  reconnu  que  les  Mathématiques  pures  n'opèrent  pas  sur  des  êtres  réels,  mais 
uniquement  sur  des  signes  abstraits  d'opérations. 

Giinther  (5.).  — Le  principe  des  rayons  réciproques.  — Les  ser- 
vices rendus  par  les  Arabes  dans  la  théorie  des  triangles  de  Py- 
thagore.  — Températures  des  couches  d*aîr  supérieures.  — Sur 
la  théorie  des  cyclones,  (i 48-1 53). 

Nécrologie  pour  Tannée  1875.  (1 65- 168). 

Miiller  (Hubert).  —  Théorie  de  la  symétrie  appropriée  à  rensei- 
gnement, (169-178,61  207-265). 


n  BECOKDE  pautir. 

Sthhget  {^O*  —  Snrlebul  n  le»  mvlhwlcs  dans  l'cnsoij 

(colaiivdc  Ia(î<roiiidlrie.  (1^9-184)' 
Bieinuiyr  {F-)-  —  DémoiirtraUim  de  IVxptirîcna:  du  pitululi-  it 

Foucault.  (185-186). 
(iiinthirr  i^S.)  t:\  l'ick  {.-/â.-Jot.).  —  Nouvellea  remarques  sur  li 

pciidulu  (IcFoucaull.  (187-19^). 

Pick  [A.-J.).  —  Proportion  et  rigic  conjointe,  (igï-i^ti). 
/lenrici  (/.)■  —  Sur  l'extrat-iion  de  la  lacini?  cubujtic.   (197-198). 

IJoj-df^  (I^-).  —  Un  dernier  mot  sur  les  espresaioiis   a  tnis  foi» 

plu»,  Iruii  foi.i  moins  u.  (3o3-3ll). 
Gilnthrr  {!>■)■  —  Lo  formule  de  Reyepourla  mesure  harométriqiK 

<iP9  liaulLHirs  comparée  à  la  formulo  ordinaire.  (a37-a38). 
Giinthrr  (S.).  —  >olii:e  iivcrDlogique  sur  Gottfriad  Fricdlàa- 

(a46-ï49). 
Picfi  [,4.-J.). —  Uûmonstration  correcte  de  la  lui  du   pcndtdi-dt' 

l'oueuuU.  (a()(>-a7i). 
Klcklcr  [K.),  —  Nouvelle  métliode  pour  la  dOtcrraînaiion  de  U 

vTsîe  grandeur  de  l'angle  àa  denx  plans  doiin«s  par  leurs  traces- 

(386-^88). 
Pick  [G  cor  g. -.-il.).  —  Remarque  sur  lim  (i"),  {voir  ScnLÛxiLca. 

Compt^ndium  tl.   h.  Analysis,  et  Helues,  Elementar-SfaÛm- 

matik).  (a89-39i]. 

L'auteur  eroil  qms  i  "  poiil  i*oir  une  uiilre  tiiuile  que  l'unité,  «  eu  doniw  f«» 

Ipnura  rév:tliti>  I  --  I*,  d'oil  i  "  =  î  (  1  !  ). 

Kurz  {A.).  —  Mélanges.  (300-202,  588-289,  377-380). 

IWtcrminalion  du  poiili  tpccrllîque  iicr  rvdunitin  au  vîilc  et  ■  Teaii  a  j  Ar^rlt--- 
Sur  II  mKhine  d  Alwoad.  —  l>riu(instr*lioii  cli-rarnUiiv  di-  ta  loi  dr  la  lonfala-  — 
IVndiild  k  deux  ]>oînt.i  nialrrirlt.  —  Sur  In  cli»c,  lU  {larlirnlirr  sur  ci-tiii  du  t't^ 
eUtUqura.  —  RrJurifon  <ruii  svaipnio  ilaaiie  Jo  fatcn.  —  Nouvelle  moyenne  naaie- 
riqur.  —  La  loi  do  ?ii-wlon  rommo  cnnsc<]Ut'a(-e  ii's  dmi  loi»  de  Kepler. 

Millier.  —  Encore  un  mot  sur  rextraclion  de  la  racîuc  cubique. 

(açji-agj). 
Bclovic  (J).  —  Le  procédé  de  déiooDStralion  daus  les  opéraliopi 
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inverses  considéré  au  point  de  vue  de  la  méthode  génétique. 
(345-355). 

Gûnther  [S.),  —  Sur  renseignement  de  l'Analyse  supérieure. 
(356-369). 

Revue  critique  des  principaux  Traités  de  Calcul  infinitésimal  publiés  en  Alle- 
magne depuis  un  demi-siècle. 

Matern,  —  Sur  un  appareil  simple  pour  la  détermination  du  coef- 
ficient de   dilatation  de   Tair  et    des   fluides    non   élastiques. 

(370-376). 

Gilnther  {S.).  —  Démonstration  directe  de  la  mesure  de  la  cour- 
bure de  Gauss.  —  Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
équations  linéaires  aux  différentielles  totales.  < — Sur  la  théorie 
de  la  probabilité  géométrique.  —  Le  vrai  fondement  de  la  théorie 
des  parallèles.  (4o4-4^8)- 

Evier,  —  Le  principe  géométrique  et  le  principe  arithmétique  dans 
renseignement  de  la  Trigonométrie.  (435-439). 

Tomo  VIII;  1877. 

Hauch.  —  Sur  la  question  du  principe  géométrique  et  du  principe 
analytique  dans  l'enseignement  de  la  Trigonométrie.  (7-19). 

L'auteur  se  prononce  en  faveur  de  l'Analyse. 

Reis,  —  La  tension  considérée  comme  force  fondamentale  de  la 

nature.  (20-35). 

Réponse  de  Tautcur  aux  critiques  adressées  à  son  Lehrbuch  der  Physik  par 
M.  Weisscnborn. 

Kurz  (^.).  —  Mélanges.  (39-4^9  2ia-2i3,  4oo-4o2,  ifiirifiZ)* 

Mesure  barométrique  des  hauteurs.  —  Traction  et  pression.  —  Minimum  de  dé- 
viation du  prisme.  —  Détermination  élémentaire  des  moments  d'inertie.  —  Ré- 
flexions sur  lo  levier,  le  centi'c  de  gravité,  le  parallélogramme  des  forces.  -^  Snr 
les  moments  composés  des  surfaces.  —  Sur  la  rotation  des  vents.  —  Problème»  sur 
la  chute  des  corps  et  le  son.  —  Réduction  d'un  système  de  forces  dans  des  cas  spé- 
ciaux. 

Enisniann  (G.).  —  Le  rapporteur  avec  trisecteur.  (42-43). 
Schle^el  (/^.)-  — Système  de  la  théorie  de  l'espace,  d'après  les 
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[)rincipes  de  la  'Hiéorie  do  l'efpnce  de  Grassmann,  et  cmme. 
Introduction  â  cplle  iWorie.  (Analyse  de  c«t  ouvrage  partï.  GQm- 
ther).  (45-59). 

F.rler.  —  Los  sections  cnnîijues  traitJcs  sjiitlK^ttqDement.  (<)9-i3o, 

ft  397). 
Schtegd  { r.),  Mantel  [  W.),  Pick  (  G.)  et  Hauer  {^.).  —  Surli 

valeur  lie  lim  (1"}.  (i33-i33,  et  4<J7-5oo)' 

Botte  [J.)  el  IFeissenbarn.  —  Sur  le  Lchrhuch  der  Phjsik  Ûf 
Rois.  (t33-i46). 

Grasxrtutnn  [Jtoberi).  —  Die  Formcnlehre  oder  Maihcmatil. 
(Analyse  par  S.  (itinlher).  (i48-i52). 

Giinther  {S.).  —  Courbes  transcendantes  fermas.  —  La  loi  de 
réciprocité  dans  sa  dépendanec  organique.  —  Mathématiques  d« 
Assyriens.  — Le  véritable  inventeur  de  la  méthode  cinématique 
des  tangentes.  (  1  (jij- 1  yS  ) . 

H,  JacDll  D  mis  hora  ili;  Joule  {Itallftiim  ,U  lUbliografia  r  di  Siaria  deSe  Seituu 
maifmalichf  fjliickr.  t.  VIII,  p.  aiS  cl  niW.)  qo"  TorrlODlli  mvaU  >lt>rauT«rt  anBl 
ftobcrval  U  nn^lhodo  du  ungiMitaa.  qun  celui-ci  iurciila  de  ioa  cdté  qnelqni* 
anoMi  pliu  lud. 

NiîtEioLor.iE  pour  les  années  1873-1876.  (1  fifi-ip^J. 

Binder.  —  Résolution  de  trois  problèmes  de  Géométrie  élémen- 
taire. (aiS-aig). 

Killing.  —  Sur  quelques  objections  contre  la  Géométrie  non-eu- 
clidienne. (270-333). 

Frischauf[J.).  —  Réfutation  dn  compte  rendu  fait  par  F,  Pietzker 
des  Elemente  der  absoluten  Géométrie  de  F nschiuf.  (aaa-aaS). 

Gûnther  {S.).  — ■  Nouveau  photomètre  stellaire.  —  Nouveaux 
principes  pour  l'étude  des  petites  planètes.  —  Scintillation  des 
étoiles.  — Observations  astronomiques  de  Sehwabe.  —  Le  pro- 
cès de  Galilée.  (248-353}. 

Draenert.  —  Sur  la  notation  de  ta  logarithmisation Remarques 

du  Rédacteur  iViT  \e  même  sujet.  (ïtiS-ayo). 
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Baucr  (^.).  —  La  méthode  d'cxhauslion,  exposée  d*uiie  manière 
simple  et  rigoureusement  scientifique,  et  appliquée  à  des  pro- 
blèmes de  Mathématiques  et  de  Physique.  (a^S-agG). 

y  .«m.  .1 

La  méthode  est  fondée  sur  la  détarmination  de  la  limite  de  «— ~-  9  pour  n  =  ao  . 

Pick  {uéd.'Jos.), — Détermination  par  une  méthode  élémentaire 
de  Tamplitude  ortive  et  de  Tare  diurne  d'un  astre.  (agS-Soo). 

Korneck  (//•).  — Sur  la  désignation  des  segments  d'une  droite. 
(3oo-3oi). 

Pietzker,  —  Réplique  aux  observations  de  MM.  Killing  et  Fri- 
schauf.   (3o  1-307). 

Scheffer  (Hermann).  — Die  Naturgesetze  undihr  Zusammenhang 
mitden  Principien  der  abstracten^issenschaften.  i'*  Livraison. 
(Analyse  par  S.  Gunther).  (3o8-3i5). 

Stoj  [H.).  —  Sur  l'histoire  de  l'enseignement  du  Calcul.  (Analyse 
par  Treutlein) .  (  3 1 6-323  ) . 

Schvoder  (E.).  —  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  fiir 
Lchrer  und  Studirende.  L  Bd.  (Analyse  par  Schwarz).  (3a3- 
335). 

Gunther  {S.).  —  Le  théorème  de  Peaucellier.  —  Résolution  d'un 
système  déterminé  de  congruences  linéaires.  —  Représentation 
géométrique  des  fonctions  de  quatre  variables.  —  Perfectionne- 
ment de  la  méthode  d'approximation  de  Newton.  — Courbes  al- 
gébriques carrables.  (346-35 1). 

Schadwill  [C-L.).  —  La  loi  du  pendule  de  Foucault.  (371-388). 

Binder  (G.).  — Sur  rexpérîence  du  pendule  de  Foucault.  (SSp- 

393). 

La  conclusion  de  l'auteur  est  que  toutes  les  démonstrations  dites  élémentaires  de 
la  loi  du  pendule  de  Foucault  sont,  nécessairement  et  sans  exception,  incoBuplétes. 

Temme.  —  Problème  mathématique  relatif  à  la  pratique  des 
comptes  de  tutelle,  avec  la  solution.  —  HaberL  Autre  solution 
du  même  problème.  (396-400). 

Studnicka  [F. -A.),  Drânert,  Erler,  Bomhard  (6r.),  Bardejr,  — 

/;«//.  dé's  Sciences  math.  3«  SérXe,  t.  II.  (M.iî  1878.^  ^-5 
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Sur  ic  nouveati  signe  pi-n[Hisi^  jmur  l'opiiration  directe  cl  întcnt 
du  logaritlitiiG.  (4o3-4o(>,  et  484~49>*)- 

La  DitrnwlM  d'introduire  dia*  IVn*i>ii;n»o(tiil  Mémontalr^  d»  n«it«aui  «pM- 
I^^ii#n1«mvnl  liiurre*  cl  rompIlquM,  Pl  dunt  l'uugp  n'a  aiMnin»  rluncn  dr  4'ialrT- 
dulrr  dini  lint  liant»  HalheinaliquM.  nuui  Munbla  an  nioina  fort  cDolaiaklr 
C'at  BUKI  I'ul>înl(jn  du  1)'  Bardf. 

I-'EnsKiGiiEMCîST  des  S<'îonc<!S  matliéatatic{Uca  et  physique»  tUna  le 
□ouvtrau  jilau  d't-tudc  des  GjmnaMis  et  di»  Realsrhalnn  Jd 
royautuv  d<r  Saxe.  {459-474}* 

Mauritiiu.  —  L'cx|M;rienti;  du  ppndule  de  Foucaalt  faite  avrc  un 
court  iieiiduln.  (473-47îj)- 

Ueber  {//.),  Luhnmnn  (/•'.  v.),  Heîdt.  Jfauck  (G.)-  —  Saît.^  de 
la  dÎMruision  sur  rcDSL'igDcmcnt  (  gcyi»('arii|ue  ou  analytique)  de 
Ib  TrigonornélriL'.  (490-4»)7). 

pBtinuLMEA  proposés.  (5oi-5oa). 

Gûnt/itrr  {S.).  —  Sur  la  lui  des  nombres  prenticrs.  —  Expression 
diroclo  des  noinbrts  de  Benioulli.  —  Sur  la  symétrie.  —  L'e- 
pace  au  point  de  vue  physiologique,  —  Le  gcomètrc  aidlicn 
Maui'olyeus.  (533-538). 

J.  H. 


JOURNAL  pîin  DtB  reixe  ind  jt>GEWA»[iTE  MATHEJiATtK,  berausgegcbcn  ion 

C.-W.  B^IBCIIABDT. 

Tomo  LXXXIl;   1877. 

Jîsja  {Th.).  —  hur  des  âystcmoa  et  tissus  de  suriacea  «Igtibrîqitet- 
(i-ao). 

Pour  expliquer  in  peu  de  mots  lea  nouTeaui  termo  de  Géométrie  empkijAi  p> 
H.  Reje  et  pour  donuer  tu  lecteur  quelque  idée  des  iioiivellM  p«nié«>  et  iKiiw 
TertM  de  l'auteur,  nous  croyon*  bon  de  retracer  rapidement  la  déSniUoa  dM  tm- 
&cea  appeléM  apolaint  par  H.  Rejre,  que  nous  itods  reproduit*  an  Mme  TII A 
Bulletin,  p.  953. 

Soit  v  =  j(n-t-i^(n't-a)(n  +  3):  toute  forme  quaternaire  du  degré  m  pai  Hf- 
port  au  varUblM  >,  fi,  y,  p  peut  être  mise  aoui  la  Torme 
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où  les  m^  sont  des  facteurs  déterminés  par  y  équations  linéaires,  et  les  x^,Jr^t  z^ 
sont  des  constantes  tout  à  fait  arbitraires,  mais  telles  que  les  v  points,  dont  les 
coordonnées  sont  représentées  par  les  x^^Jr^t  Zj,  ne  soient  pas  situés  sur  une  sur- 
face du  degré  y. 
Cela  posé,  l'équation 

«I  ^t  ti  P  étant  les  coordonnées  d'un  plan,  peut  être  envisagée  comme  l'équation 
générale  d'une  surface  de  la  At^m*  classe.  Soit  encore 

Téquation  générale  d'une  surface  d'ordre  n.  Alors  la  surface  ^  est  appelée  apàlmre 
à  F*  si  pour  toutes  les  italeurs  de  x,  f^  z  l'équation 

se  trouve  être  identiquement  satisfaite,  ce  qui  aura  lieu  lorsque  les  coefficients  de 
F*  satisfont  à  J(/i  —  k-\-i){n  —  A  +  a)(ii  — A-»-3)  équations  de  conditions.  Si 
Â"^  n,  il  faut  donner  l'exposant  k  —  /i  au  facteur  oljX-^ ^jf-^yjZ — pj*  la  relation 
de  deux  surfaces  apolaires  est  réciproque  :  si  4*  est  apolaire  à  F»,  on  aura  aussi  F'* 
apolaire  à  4^,  les  équations  de  condition  entre  les  coefficients  des  deux  surfaces 
étant  linéaires. 
Soit  maintenant 

l'équation  d'une  surface  d'ordre  n,  et 

l'équation  d'une  surface  de  classe  /i.  Toutes  les  surfaces  F"  ou  ^*  dont  les  coordon- 
nées satisfont  à  p  équations  de  condition  formeront  en  général  un  sjrsthme  F" 
ou  tissu  ^"  de  N(/i) — p  dimensions  ou  du  degré  (Stufe)  N(/i) — p  [où 
N(/i)  =  }(ii  +  i)(i-f-3)CiH-3)].  D'après  cela  un  système  linéaire  de  premier  et 
de  deuxième  degré  est  ce  qu'on  appelle  à  l'ordinaire  faisceau  et  réseau  de  surfaces  : 
$  1.  Coordonnées  de  surfaces  algébriques.  Systèmes  F*  et  tissus  ^'■.  —  §  2.  Ordre 
des  systèmes  F"  et  tissus  ^"  algébriques.  —  §  3.  Systèmes  et  tissus  linéaires  de  sur- 
faces algébriques.  —  §  4.  Les  systèmes  F*  linéaires  de  degré  N  (/i)  —  i  et  la  théorie 
des  polaires  de  la  surface  de  nl*in«  classe.  —  $  5.  Transformation  linéaire  de  sys- 
tèmes F»  et  de  tissus  4* . 

Erdmann  (G.).  — Sur  des  solutions  discontinues  du  calcul  des 
variations.  (2i-3o). 

I.  Déduction  de  la  règle  générale.  Soit  V=    /      ^{x^jr^y)dx  l'intégrale propo- 

'^^-  é 

sée.  Si  (  et  17  sont  les  coordonnées  d'un  sommet  de  la  courbe,  la  fonction  -r-  f  (  f  f  «7»  />  )     • 

dp 

doit  être  susceptible  d'une  même  valeur  pour  deux  valeurs  de  p  différentes  entre 

elles;  la  même  chose  devra  avoir  lieu  dans  la  fonction  ^(f,  i},  p)  —  /'~r  ?((>  >?«  P) 

ôp 

rt  .5 


Zinchcn  {//■),  dil  Sntnmffr 
mièro  par  un  sytlùiui:  At: 

•  L*  paHr«uJt<>  d'un  mjron  •Ir  lumi^n-  dati 
IcntUlM  qnl  ont  I'ho  commHn  ■  r>iru>A  I»  »uj»t  du  rcchtirclw*  iKHitbn-iurs  oili 
pou  TMoailiu.  dè>  qu'an  ■  touinî*  au  caUul  U  d^rlallon  tphtriquc,  l'ff|iiii>M'ur«l  h 

illiUim  d<!>  lentille* (>  l|ii)  m*  pâral)  (ormvr  dd  fait  rrinar(|iiBblc,  c'ol  qM 

la  dfipaidinoo  où  rit  le  rajron  rufrarln  du  ninn  Indileiit  peut  élra  rrpmiTiilM  |ar 
Ae*  tol<  lrj>i>-*itnplra  un*  qu'on  ail  braoln  do  rion  négliger.  A  col  ollrl,  il  faut  f^ 
ni'filli(ir  In  di-nnitinna  di<  [duM  jhik|u*ï  atlriburr  k  chaque  rajoii  aolon  ka 
Diitd  blxndeadltlanrM  r»ciln*  |iarURu1ii''rmque  des  polula  parUcMlim  tacau 
clpBiiX  cl  du  croiiipinanl.  Aprft  ainir  d^WriDioA  ce*  «iKinonU  fundaini>ul>ui 
dlBïnnt  d«  coût  de  t'isnu  qua  il«  {randnura  da  Mi:ond  ortiro,  on  peut  ira 
do  aniu  «t  ixoMmmtt  l«  chonln  du  njou  da  lumi^ro.  ■ 

M.  Somnor,  qui  artil  déjà  publié,  dam  1m  Umtaiibrrirhtr  Ae  rAc«d«nit  èi 
Kcrlln,  r^nonco  goomélriquv  dn  toU  to»  )dn*  imporUiitM,  In*  dovrlopp^  plu*  tmr 
p)em«ut  dm*  ce  naurcau  Uninnim  par  l(i  priicodii  aiialytiqui!,  ot  ri\  fitit  uillir  Ia 
pr™il*r«  con>(!qu''nt<Ka,  Viiiri  li'i  lilr™  ûm  iiSi'tvnlv»  parlif»  :  Rt-fraclinn  «ur  «Ml 
«urfuoc.  —  Hïfracliuri  par  iina  Imililli'.  ^ — llvrnclion  |>ar  unr  coin  bina  îmi» 
loutillM  t  atP  ounimuii. 

Slickt-lhergcr  (/..).  —  Sur  un  lliéorèmc  établi  par  Aht-I    «_'I  ivlauf 

aux  fonctions  algébritiucs.  (45-4')) 
Gr^iir^r.  — -  Sur  le  probl^'Oïc  dus  axes  principaux  (i«rs  surfaces  ilii 
second  ordre,  (47-53). 
La  dûTOmposiiion  en  une  aomme  do  ctrrH  du  diacrimtnant  da  l'équation  cnbiqae 
connue  fait  le  sujet  do  la  Notf. 

Beje  [Th.).  —  Sur  des  systèmes  et  tissus  linéaires  de  surfaces  du 
second  ordre.  {54-83). 

S  1.  Sur  quelque*  ajatcnici  apêciaui  1"  de  degré  iarérieur.  —  §2.  Les  ayal4iaca  CI 
liaaua  des  aiirracea  liagulîcrei  du  aecoiid  ordre.  —  §  3.  Le  ajatème  F*  linéalra  da 
huitiâme  degré  et  la  lurfacv  de  lecnude  clasap,  —  §  4.  Le  aystème  F*  lioéaira  da 
«'ptième  ilec"""  "*  '^  TaiBicaii  ♦'.  —  J  5.  Le  ayslémo  F'  linéaire  du  aiilëme  degré  el 
le  rêaeau  4'.  —  $  G.  Le  lyalcme  T'  linéaire  du  cinquième  degré  ot  le  tiaau  ^*  da 
Iroiaièmo  drgré.  —  §  7.  Lea  ayatémea  f  et  lea  tiaaua  *'  linéaires  et  du  qnatiièMi 
detré. 

Problèmes  MATHËitjiTi(,iuES  du  priit  de  la  Société  Jablonowskiennc 

à  Leipzig.  (84). 
Clauxiux  {li.).  — Sur  la  déduction  d'une  nouvelle  loi  fuiida  mon  talc 

de  rÉIectrodyuauitque.  (85-i3o). 

S  I,  DifTérenli^   opinioni  aiir  rélwtririté  d'un    cnnranl.  — S  3.    Iinfm»ibnj|p  Jr 
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cuncîlîer  la  Iji  foudamenUle  de  W«lwr  bvm  l'idào  dil  mouvement  d'une  Mule 
L'ieelricîlé  dan*  un  conducteur  Immobile.  —  S  3'  ^'  dynamique  établie  par  Rie- 
mann,  coDiidriréo  lOui  le  mime  point  de  Tue.  —  $  t-  Expressinna  dea  compouotet 
de  lu  Torce  pourun  >][itime  ipécial  do  coordounéen.  —  §  5.  Eipreaiiont  des  com- 


EndÉBi 


kXn'.Ym'. 
■  forces  qa'eiercent  ces  deux  molicules  l'une  aur  l'autre. 
t  par  X,,  X„  X,  la  samme  des  termes  dans  X  qui  ne  contiennent  qui) 
les  dérivée!  dea  coordoooées  respectiTci  de  e,  de  e'  et  de  toutes  1»  deux  à  la  fota, 
na  obtiendra  la  composante  X  do  la  force  élémentaire  cleclrodjnamique  prise  dans 
In  direction  des  j:,  en  ajonlaot  lea  trois  partiel  X,,  X„  X,.  (Eiplication  néceasailw 
pour  ce  qui  suit.)  —  J  C.  Détermination  des  fonction!  qui  se  rencontrent  dans  X,. 
•—  S  7.  Détermination  dei  fonctioDS  qui  lo  rencontrent  dans  X,.  —  J  8.  Détermi- 
nation des  fonctions  qui  ae  rencontrent  dans  X,.  —  §  9.  Applietlian  des  lois  de 
l'induction.  —  S  lU.  Réaumé  dea  résultats  eaB"»!  j>'«l"'><^i- —  S  "-  Application  du 
principe  de  lo  conaerration  do  l'énergie.  —  J  13.  La  polonliel  électrodfnaraique  t 
■■  D'aprèa  Weber  : 


■1'  O'apris  Ricmann  : 

3'  D'aprûi  Clauiiui  ; 

a,  dam  la  forme  la  plus  générali 


■ir    di  Ji'        lii  ds'  \dt    di' 


forme  r*d« 

lite, 

'- 

■«■■ 

[r. 

■dTd, 

)             d'r  TA  A', 

''*'*-drd?\di  di' 

>rmo  U  plua  lïmplo 

et  pa 

V 

—  ■ 

efi  rf'(r«)  dt  rfj' 

'ï7  «dy  Â  dt' 

V  =  * 

te' 

(S 

du-       Jr  d^       Arfa'\ 

■M-*-Tt-s-*-Tt-sr 

s  13.  Les  ooiDpoMulH  di 
pour  dea  éléinrnta  du  cuuraat. 

Dana  tous  ■>•' 
lieux  électriiiu 

Ifeberili.) 
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ospètp  dans  la  théorie  dts  fonctions  liypcrclliptîqur-s  de  proniit^t 
ordre.  (i3i-i44)' 

ff^angerin  {^■).  —  Sur  un  syslcinti  de  surfaces  triplement  ortho- 
gonales, formé  do  certaines  surfaces  de  quatrième  ordre.  (i4J- 
■  57). 

CBijitèmHdetDrr«n>aorthnpuiia1i<>(^(é  découvert  par  H.  Moulant  M  pirM.  Dt- 
liout,  qui  a  publié  la  plupart  lin  ré»u1(*ti  dca  premian  pimgraph^s  du  Mctacùn 
ilan*  I«  Compirs  rmdm  âi  VAeoAimie  da  Seicnctt.  I.  LIX,  Pt  dans  l«  jinmàa  it 
ricvle  KarmaU,  t.  Il  «L  III.  Un  lutrn  problème  ■  conduit  M.  Tisserand  aui  memn 
Durfnrcs.  Co  qui  ml  noUTCin  dans  cotte  publicatioo,  c'«t  la  rHiIuCtion  d«  l'egaalioD 
potentiBllo  pour  cea  surface». 

Schendel  (Leopold).  —  Addition  au  Mémoire  sur  les  foncUons 
spht'ritjues,  p.  86  du  tome  LXXX.  (i58-i6<(). 

Prjm  {F.-E.],  —  Sur  la  théorie  de  ia  fonction  F.  {iGS-iya). 

La  runctiOD  r(i)  utinfnit  nui  équations  ^^^^Ê 

"I  .ij-.j'^yj,.,.  ^^ 

(II)  r(.-i-.)-<r(!). 

L'nnl<tur  iléinontrn  que  ces  équations  sont  luffiMnlM  pour  ilclenniiinr  compleU^ 
menl  In  fi.nrtioti  r(t).  ou  bien  une  nuire  fonction  itu  pou  plus  e^nèralt 
fPi'i-l-ï'Ji.*)  q-i  *l.^vi"nl  idouliHuu  .v«c  1.  roucUuu  T  pour/.  =  ,  -^  .. 

Ji^e  (Th.).  —  Sur  la  réciprocité  qu'il  y  a  entre  les  systèmes  Pet 
les  tissus  4>*  et  sur  les  systèmes  F*  de  huitième  degré.  (i^S-aoâ). 

S  I .  Tranafarmationa  réciproques  de  l'eapaca  de  troii  dimeDsiona.  —  S  2.  Tna^ 
formations  réciproquea  do  systèmes  F*  et  de  tissus  V.  —  §  3.  Système*  F*  H 
tiasus  *'  Je  hnitièmo  dp{p'é.  —  $  t.  Contribution  k  la  théorie  des  surface!  de  oMi- 
trièmc  orJre  et  de  quatriémo  classe.  —  g  5.  Le  ayslimc  nul  de  neur  dimenaions. 

Mertens{F.).  —  Sur  les  déterminants  dont  les  éléments  correspon- 
dants a^^  et  Hfp  sont  égaux,  mais  de  signes  opposés,  (ao^-att). 

Nnuvelto  démonstration  directe  de  la  propriété  connue  de  ces  détenuiDaals  d'être 
égaux  à  un  carre  complet. 

Kostka.  —  Sur  la  fonction  de  Borchardl.  {212-229}. 

II  s'agit  de  la  fanctîoa  |;ânératric(t  de  M.  Borcliardt  pour  toutes  les  fonctioni 
entières  sjmclriques;  en  particulier  deiprimer  le  numérateur  do  cette  fanetioo 
par  les  CDolIicienti  dG/(t)  et  dcj  combinaisons  symélriqnes  des  diSièrents  r. 
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Frobenius  (G.).  — Sur  le  problème  de  Pfaff.  (23o-3i5). 

Le  problème  de  Pfaff  a  été  traité  à  direnes  reprises  par  Jacobi,  Natani  et 
Clebsch  (t.  II,  LVUI,  LX  et  LXI  du  même  Journal.  Dans  son  premier  Mémoire 
(t.  LX),  Clebsch  ramène  la  solution  du  problème  à  Tintéçration  de  plusieurs  sys- 
tèmes d'équations  homogènes  linéaires  aux  différentielles  partielles,  ce  qu'il  effectue 
en  se  servant  d'une  méthode  indirecte  ;  mais  plus  tard  (t.  LXI),  il  avoue  lui-même 
que  cette  méthode  n'est  guère  propre  à  éclairer  la  nature  des  équations  en  ques- 
tion. C'est  pourquoi,  dans  son  second  Mémoire,  il  a  abordé  le  problème  par  une 
voie  directe;  cependant  il  s'y  est  borné  aux  équations  différentielles 

X, </j,  -h  X,<2r,  -H  Xg^/ar,  -i-  . . .  -H X^eir^  =  o, 

pour  lesquelles  le  déterminant  des  quantités  OcS  =  -r— ^  —  -r-^  ne  s'évanouit  pas. 

Traiter  le  problème  dans  toute  sa  généralité  sans  en  excepter  le  cas  où  s'annule 
ce  déterminant  ou  bien  aussi  en  même  temps  un  nombre  de  ses  déterminants  par- 
tiels ;  gagner  des  méthodes  directes  qui  puissent  conduire  réellement  au  but  sans 
laisser  des  doutes  fondés  comme  les  méthodes  de  Natani  et  Clebsch  :  voilà  le  point 
de  vue  qui  a  fait  reprendre  à  M.  Frobenius  la  recherche  de  ce  fameux  problème. 
La  critique  de  quelques  points  obscurs  ou  problématiques  des  Mémoires  de 
Clebsch  fait  un  mérite  d'autant  plus  remarquable  de  ce  nouveau  Mémoire  de  l'ha- 
bile auteur,  que  l'illustre  nom  du  regrettable  Clebsch  pourrait  facilement  servir  à 
propager  et  appuyer  des  erreurs  qui  se  trouvent  dans  ses  travaux. 

Introduction.  —  §  1.  Nouvel  énoncé  du  problème  de  Pfaff.  —  §  2.  Le  oovariant 
biliiiéalre. 

I.  Sur  des  équations  linéaires  et  sur  des  formes  bilinéairaa  alternées.  —  §  3.  Sur 
des  systèmes  adjoints  d'équations  homogènes  linéaires.  —  §  4.  Sur  la  liaison  qu'il 
y  a  entre  les  déterminants  partiels  d'un  système  d'éléments.  —  §  5.  Déterminants 
gauches.  —  §  6.  Transformation  simultanée  d'une  forme  bilinéaire  et  de  plusieurs 
couples  de  formes  linéaires.  —  §  7.  Transformation  simultanée  congrue  d'une 
forme  bilinéaire  alternée  et  d'une  forme  linéaire.  L'invariant  p.  —  $  8.  L'équiva- 
lence des  couples  de  formes  à  invariant  pair  psz  ^r,  —  $  9.  La  forme  réduite  des 
couples  de  formes  à  classe  paire.  —  $  10.  Transformation  la  plus  générale  de  deux 
couples  de  formes  à  invariants  égaux,  l'une  dans  l'autre.  —  $  il.  L'équivalence 
des  couples  de  formes  à  invariant  impair /i  =  2  r -f- 1  •  —  $  12.  Sur  la  transforma- 
tion d'une  forme  bilinéaire  en  une  autre  qui  a  moins  de  variables. 

II.  Sur  les  conditions  d'intégrabilité  pour  un  système  d'équations  différentielles 
linéaires  de  premier  ordre.  —  §  13.  Sur  des  systèmes  adjoints  d'équations  aux  dif- 
férentielles totales  et  partielles.  —  $  14.  Les  conditions  d'intégrabilité  déduites  de 
la  théorie  des  équations  aux  différentielles  partielles  selon  Jacobi  et  Clebsch.  — 
S  14'.  Déduction  directe  des  conditions  d'intégrabilité  selon  Déabna.  — 
§  15.  Deuxième  forme  des  conditions  d'intégrabilité.  —  §  16.  Troisième  forme  des 
conditions  d'intégrabilité.  — J  17.  Nouvelle  déduction  des  conditions  d'intégrabi- 
lité. —  §  18.  Propriétés  de  systèmes  complets.  —§  19.  Exemple  d'un  système  com- 
plet. —  §  20.  Sur  des  systèmes  incomplets  d'équations  différentielles  linéaires  do 
premier  ordre. 

m.  Sur  la  transformation  d'expressions  différentielles  linéaires  de  premier  ordre. 
—  §  21.  L'invariant  p.  —  §  22.  Les  équations  aux  différentielles  partielles,  appelées 
adjointes.  —  §  23.  La  forme  réduite  des  expressions  différentielles  de  premier  ordre. 
~  §  21.  Transformation   la  plus  générale  dans  la  forme  réduite  d'une  expression 
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difTérentiellc.  —  J  25.  L'équivalence  des  expressions  différentielles  à  inwiani  pair 
/7  =  ar.  —  §26.  L'équivalence  des  expressions  différentielles  à  invariant  impair 
/>  =  3  r  -f- 1 .  —  J  27.  Transformation  d'une  expression  différentielle  en  une  antre 
qui  a  moins  de  variables. 

Lipschitz  (-ff.).  —  Observations  sui*  le  principe  de  Gauss.  (3i6- 
34^). 

M.  Lipschitz  montre  en  quoi  consiste  la  généralisation  du  principe  de  Gauss  pour 
n  variables  indépendantes.  A  cet  effet,  il  discute  surtout  la  forme  analytique  de  ee 
principe;  car,  comme  Gauss  n'a  pas  donné  lui-même  cette  forme,  il  est  possible  d'in- 
terpréter  son  expression  mouvement  libre  d'un  point  de  deux  manières  différentes  : 
à  savoir,  ou  l'on  a  choisi  les  composantes  de  la  vitesse  des  points  matériels,  de 
sorte  qu'elles  soient  d'accord  avec  les  /équations  de  conditions ^,  =  o,  ^,=?=o,  ..., 
^^  =  o,  ou  elles  ont  été  choisies  de  manière  à  être  en  contradiction  avec  ces  équa- 
tions. Cette  dernière  supposition  se  trouve  être  inadmissible.  Après  cela  M.  Lip- 
schitz parvient,  à  l'aide  de  sa  théorie  des  formes  quadratiques  de  différentielles,  à 
généraliser  le  principe  de  Gauss  pour  n  variables. 

Hermite  {Ch.).  —  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à   M.  Fucbs. 

(343-347). 

Wangerin  {^-)-  —  Note  relative  au  Mémoire  sur  un  système  de 
surfaces  triplement  orthogonales,  p.  i45  du  même  volume. 
(348).  E.  L. 


JOURNAL  DE  Mathématiques  pures  et  appliquées,  fondé  par  J.  LiouviLuset 
continué  par  H.  Resal.  -  3*  série  ('). 

Mathieu  (Ém,).   —  Mémoire  sur  les  équations    du   mouvement 
d'un  système  de  corps.  (1-20). 

Ce  Mémoire  est  conçu  dans  le  même  esprit  que  le  Mémoire  du  même  auteur  sur 
le  problème  des  trois  corps,  dont  nous  avons  rendu  compte  récemment  (Journal 
des  Mathématiques,  3®  série,  t.  Il,  p.  3/|5).  On  peut  d'almrd  substituer  à  /i-t- 1  corps, 
supposés  libres  et  s'attirant  réciproquement,  un  système  de  n  points  fictifs  également 
libres,  sollicités  par  une  même  fonction  de  forces,  et  pour  lesquels  aient  lieu  le  prin- 
cipe des  forces  vives  et  les  trois  intégrales  des  aires. 

Ce  système  sera  rapporté  à  chaque  instant  à  des  axes  d'inertie,  qui  passent  par 
l'origine.  Désignons  sous  le  nom  à'équateur  Tun  des  plans  principaux.  Les  n  points 
seront  déterminés  par  leurs  distances  au  plan  do  l'cquateur  et  les  coordonnées  po- 
laires de  leurs  projections  sur  ce  plan.  I/uxc  polaire  sera  la  droite  L  suivant  laquelle 


(*)  Voir  Bulletin^  j*  série,  t.  1,.  p.  3-27. 
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le  plau  louche  son  enveloppe,  ou  la  droite  S  suivant  laquelle  il  rencontre  le  plan 
invariable  du  système.  Quant  au  plan  de  l'équateur,  il  y  a  lieu  d'étudier  la 
façon  dont  il  se  déplace  en  roulant  sur  le  cdne  lieu  de  la  droite  L,  ainsi  que  lo 
mouvement  de  la  droite  S.  M.  Mathieu  fait  cette  étude  en  s*aidaut  de  considérations 
géométriques  :  il  parvient  ainsi  à  une  expression  remarquable  de  la  force  vive,  ana- 
logue à  celle  qu'il  a  obtenue  dans  le  Mémoire  que  nous  venons  de  citer,  et  il  est  con- 
duit à  6/1  —  4  équations  canoniques,  dont  le  principe  des  forces  vives  donne  une 
première  intégrale,  et  dont  l'intégration  complète  résoudrait  entièrement  le  pro- 
blème proposé.  Le  temps  s'éliminant  immédiatement  de  ces  équations,  le  système 
des  équations  diflférenti elles  n'est  réellement  que  de  Tordre  6  a  —  6,  résultat  auquel 
était  déjà  parvenu  M.  Radau  (*). 

M.  Mathieu  étend  ensuite  la  solution  du  même  problème  au  cas  de  n  points  solli- 
cités par  une  même  fonction  de  forces,  mais  soumis  à  certaines  liaisons,  de  façon 
toutefois  que  le  principe  des  forces  vives  et  les  trois  intégrales  des  aires  soient  en- 
core applicables  :  Tordre  du  système  d'équations  différentielles  est  alors  6  a — 6  —  2r, 
r  désignant  le  nombre  des  équations  qui  expriment  les  liaisons. 

Selllng  [Ed.),  — Les  formes  quadratiques  binaires  et  ternaires. 
(21-60  et  i53-ao6). 

I.  Formes  binaires  définies,  —  Nouvelles  conditions  de  réductions.  Coefficients 
homogènes.  Rapports  géométriques. 

II.  Formes  binaires  indéfinies. — (a).  Les  conditions  de  réduction  ramenées  à  celles 
des  formes  positives.  (^)  Périodes.  Réduites  spéciales,  (c)  Les  réduites  principales 
de  M.  Hermitc.  (<f  )  L'invariant,  nombre  carré  négatif. 

ni.  Formes  ternaires  définies,  —  (<i)  Coefficients  homogènes.  Nouvelles  conditions 
de  réduction.  {b\  Les  transformations  des  formes  en  elles-mêmes,  (c)  Relations 
géométriques. 

IV.  Formes  ternaires  indéfinies,  —  {a)  Relations  entre  les  formes  positives  corres- 
pondantes. Formes  réduites,  {b)  Points  angulaires  des  champs  de  formes  réduites. 
Axes  de  symétrie,  (c)  Manière  de  trouver  les  champs.  (<f)  Réunion  des  points  de 
croisement  en  territoires.  Développement  immédiat  de  ces  territoires,  (tf  )  Les  trans- 
formations des  formes  en  elles-mêmes,  {f)  Des  formes  par  lesquelles  on  peut  ra- 
tionnellement représenter  le  nombre  zéro. 

Collet  (/.).  —  Sur  le  raccordement  de  deux    alignements  droits 
d'une  ligne  de  chemin  de  fer  horizontale.  (61-78). 

Lorsqu'un  train  de  chemin  de  fer  circule  sur  une  voie  courbe,  on  est  amené  à 
donner  au  rail  extérieur  un  surhaussement  ou  dévers  en  rapport  avec  la  courbure 
de  la  ligne  et  les  limites  des  vitesses  du  train,  afin  que,  la  pesanteur  s'opposant  à  la 
tendance  que  les  voitures,  en  vertu  de  la  force  centrifuge,  ont  à  se  déplacer  suivant 
le  prolongement  du  rayon  de  courbure  de  la  voie,  la  stabilité  du  train  soit  assurée. 
Les  règles  relatives  au  passage  de  Talignement  droit  à  la  courbe  et  à  la  distri- 
bution des  dévers  dans  le  raccordement  varie  avec  les  Compagnies.  M.  Collet  traite 
la  question  analytiquement. 


(')  Journal  de  Mathématiques ^  a*  série,  t.  XIV. 
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HeMtl  [/f.].  —  Développements   sur  ta    question    du    mouïcmni 
d'un  point  matrrîvl  sur  une  surface.  (79-98). 

L«  HTXDl  dlrocteurdu  JnuriialJr  lUalki^maliyur-t  rnvi«<nt  sur  <wtlo  qnntiodbdih 
lUjà  bien  lie*  r<ii>,  mail  nciil  enoonépaiHo.  Ffiiun  ii%ni)l(>r«ns  I«s  théoicfnnufoik 

La  campotanlr  <it  la  /orrt  BXIfrîtun  smnmt  la  ptrprndiiruiairf  à  la  -mirimim- 
priit  dmt  Ir  plan  laBgriti  nt  igalc  an  /irnduil  lU  ta  Tilfiir  par  la  rourlsrvflk 
Jétijuc  de  la  trajtctmrr. 

Ltt  réaction  év  la  turfaet  vif  ifffolf  aa  quotient  da  citrré  ffy  la  vitrutB^r  h  M|W 
Ja  emirturt  de  ta  lectÙHi  normale  menée  par  la  direction  Jr  cert»  vitet$t,  JUW 
de  ta  eampusanle  de  la  jorcr  txtiriturt  normale  à  la  larfiter,  le  4riu  foiitif  di  «M 
compaâoale  ilani  celai  de  ta  réaeliaa . 

Si  ItiB  compoutilc^i  dfl  la  Eurc0  CiLériviare  kutit  ^^H 


'\_d.'ùj:d.\d,)^  d.^  à^d\dx)'^  d.'  â:  A\*>JJ 


rfK  oe     di  ôf  \  df 


}  dx"^  \d,  dt       d,à:}àr'^\ 


dt  àr       dt  ai 

H.  RmsI  donne  ensuite  do»  applicalion*  aui  cas  où  la  aitrface  coocldàica  Mt  ti 
cjllndro,  un  holicoîdc  (raucbit,  uno  aurrnco  île  révolution,  une  sphr're. 

Breton    {<lc    Champ).  —  Mémoire  sur    les    ligues   de  faite  rldr 
thalweg  que  l'on  est  conduit  à  considérer  en  topographie.  (99- 


En  ùtudiniit  \a  réicau  don  JiBoei  do  plui  grande  pente  d'unir  murtaee-,  oi  M 
■mené  k  diitinpii^r  dam  l'otenduo  dn  ci^lie-ci  un  «eiitin  nombre  de  règionf,  «t 
quclln  ou  peut  doDDi^r  le  nom  de  venants,  on  it-rtu  d'une  nnalogia  facile  à  *àir- 

parlio  inférLcuro  k  uns  ligno  de  ibalutg;  ]ct  lignes  de  fallc  e(  de  IhalKcg  "»* 
ellei-mCinca  doi  lijjnp»  do  plus  erandc  pente;  une  ligna  ordinaire  de  plua  gnafc 
pente  parUnl  d'un  point  voisin  d'une  li^ne  de  fallc,  dtiMond  en  t'ûloignant  de  MU 
dernière  pour  ic  rapprocher  de  la  Ii[;ne  de  Ibalweg  qui  régne  a  la  bue  du  lentiil 
M.  Brelon  (de  Champ]  nionire  que  Us  ^quatîo/ii  des  projiclioHi  harizonialei  ia 
lignei  de  faite  et  de  ihal»irg  d une  lur/acr  lont  aéeesiairemrae  comjirlsrt  parjiti  oIIh 
des  ialégralet  de  réqaatioa  différentielle  de  la  projerlioa  horitontale  ttet  ligani' 
pitti  grande  penle  de  cette  surface,  qui  peuvent  itre  obtenues  ions  paiier  par  tùué- 
grale  générale  de  celle  équation,  et  applique  cette  propoiilion  à  la  rcclierche  *» 
lignes  de  faïle  et  de  thalweg  do  diiprsc*  ■urfacca  aimplea. 

En  Bupposant  T  =  u,  on  relonibc  naturi.-llcment  sur  l'équation  diOercntielle  ^ 
lignes  fiéodétiqnes. 
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Jiesal  (H.).  —  Recherches  sur  la  poussée  des  terres  et  la  stabilité 
des  murs  de  soutènement,  (i  i5-i46). 

Boussinesq  (7.).  —  Sur  la  construction  géométrique  des  pressions 
que  supportent  les  divers  éléments  plans  se  croisant  en  un  même 
point  d'un  corps,  et  sur  celle  des  déformations  qui  se  produisent 
autour  d'un  tel  point.  (147-1 5a). 

Bonnet  (  O.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Resal.  (207-212). 

M.  Bonnet  donne  une  démonstration  simple  des  équations  de  Lagrange  dans  le 
cas  d'un  point  assujetti  à  se  mouToir  sur  une  surface. 

Flje  Sainte-Marie  [C).  —  Note  sur  la  rotation  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe,  dans  un  cas  particulier.  (  2 1 3-2 1 5  ) . 

L'auteur  démontre  le  théorème  suivant  :  Lorsquitn  corps  tourne  autour  d'un  point 
fixe  sous  l'action  de  forces  dont  le  moment  autour  de  l'axe  instantané  de  rotation  est 
constamment  nul^  la  vitesse  de  rotation  est  proportionnelle  au  rayon  'vecteur  de  l* el- 
lipsoïde d'inertie  dirigé  dans  le  sens  de  cet  axe; 

Réciproquement,  cette  proportionnalité  exige  que  la  somme  des  moments  des  forces 
autour  de  l'axe  instantané  de  rotation  soit  nulle, 

Mathieu  [Ém.).  —  Sur  le  problème  des  trois  corps  (Extrait 
d'une  lettre  à  M.  Resal).  (216-218). 

Ij€s^j[M.), — Mémoire  sur  la  Théorie  des  plaques  élastiques  planes. 
(219-306). 

Les  formules  données  par  Poisson  et  par  Kirchhoff,  pour  représenter  la  flexion 
d'une  plaque  mince,  conduisent  à  la  même  équation  aui  dérirées  partielles  du 
quatrième  ordre  ;  mais  celle  de  Poisson  comporte  trois  conditions  à  la  surface, 
celle  de  KirchhoiT  n'en  comporte  que  deux  :  si  les  forces  agissantes  ne  sont  pas  telles 
que  les  trois  conditions  de  Poisson  se  réduisent  à  deux,  on  a  affaire  à  nn  problème 
d'analyse  impossible;  ce  qui  ne  peut  arriver  avec  les  formules  de  Kirchhoff,  dont, 
en  conséquence,  on  a  généralement  admis  la  théorie.  Y  avait-il  une  erreur  dans  les 
raisonnements  de  Poisson?  M.  Boussinesq  a  essayé  de  le  prouver  (/oicrna/  de Liou- 
villcy  t.  XVI);  telles  ne  sont  pas  les  conclusions  de  M.  Levy  :  il  montre  que  les 
deux  théories,  fondées  toutes  les  deux  sur  des  hypothèses  approchées,  ne  s'appli- 
quent toutes  les  deux  qu'aux  mêmes  cas  particuliers,  et,  lorsqu'elles  sont  valables, 
conduisent  aux  mèâies  résultats,  seulement  les  formules  de  Poisson  manifestent 
d'elles-mêmes  leur  insuffisance  lorsqu'elles  donnent  lieu  à  des  équations  contra- 
dictoires ;  et,  dans  les  mêmes  cas,  celles  de  Kirchhoff  donnent  lieu  à  nn  système 
d'équations  différentielles,  qu'on  peut  résoudre,  au  point  de  vue  analytique,  mais 
qui  ne  convient  pas  à  la  solution  du  problème  physique. 

Au  lieu  de  considérer,  dès  l'abord,  une  question  d'approximation,  M.  Levy  traite 
un  certain  nombre  de  problèmes  rigoureux,  relatifs  à  des  cylindres  de  hauteur 
quelconque;  il  arrive  ainsi  à  plusieurs  résultats  intéressants  et  de  nature  à  élucider 
]«•  problème  des  plaques  ;  ainsi  «  quelles  que  soient  les  pressions  exercées  sur  la 
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•urfacc  l'ivrak  il'uii  ooips  c:)Uii<lrli|iio  lur  la  iniue  onUér«  a(  Mir  leatmrtdvf*^ 
n'iiu'**">t  P"  '''  Wprb,  Il  »t  impoiiililc  qu'uun  licnc  nuWriellti,  natntlhanl 
JmIw  et  pErpnndUulaire  itir  I»  lient  bau*.  se  trBii»romi«,  par  «niledHlKltAr- 
luallon  elaatiijuo.  bii  une  courbr  al^rbriqne  d'un  dcfjr*  «apérinir  as  Iraîwar-i 
pour  qu'elle  puUia  ■■>  tramformi^r  m  une  courbo  al^brlquri  il  fanl  qnimnli 
rWullaota  d*  traoalatlan  M  la  monient  pMullanl  i]«  |i(T*slnDa  aipaHal  ItlsifiF 
chacune  dn  ociicntrlcci  de  la  lurftca  latérale  il  ojiltio  une  ccrtunp  rclalloa.  • 

Ln  r^aultala  rulatlfa  il  d<»  cjliudri-i  ilo  hauteur  qnvlcanquo  nnn  fou  obiuiDhi* 
pmit  la*  appliquer  il  iloi  iilaqum;  cette  luarebe  mI  amsur^Rient  plui  nctli  ^ 
oalln  qui  conaiilc  *  faire  di»  a|ipruiimallont  uir  Ica  liqnalioui  aux  derirenpv 
tl'lleaqul  aerTent  da  point  do  drparl. 

La  problâmn  mil  eu  ibquatlna  en  Taitant  abitracllnii  di-a  faxe*  Isllctqa*  I*  ft- 
aaiitaur  a|>U«anl  aur  la  maaao  antiAre  do  la  jilaque,  l'oali-ur,  jmur  inlrodairt  tn 
furm,  inndinu  U  tarmn  4t»  fiinrliona  qui  niilniiit  dan*  Ira  «i|nalioni  da  tuf» 
lella  qu«,  aaaii  csaaer  do  iiU^rairp  aut  eonditioiia  tar  laalia*i>ii,  Icaqualla*  oailv- 
gant  pai,  «lias  puiaaant  Mtiafairv  lu>  nouvollm  àqualionk  it'«i)tilljbr«  inlarifir  n- 
«Bltanl  d«  riatTOiloctioii  d<>i  farcn  ■(jiaaHnt  )ur  la  niaun  île  la  plaque  et  *ai  aaa- 
Tullaa  eonditions  aur  la  aurfaee  latéraln. 

Cetta  Ihéoria  «at  appliquée  k  t'éqnilibra  »t  au  mouTMnoiit  do  la  pliqut  ti<» 
laira,  aoit  libre,  loit  appuj^vr,  loit  noeaatrée  inr  ion  pourlDUr.  Dana  le  caa  de  l'a^ 
libre,  un  obtient,  en  lerraea  Dnia.  la  Déube  au  centre  di>  la  plaijue,  appajM  n 
enoaalrée,  qaella  que  loit  la  répartition  d»  foreu  oiteririireaj  danale  eaidaBw- 
Tomanl,  te  moutement  libnitoire  du  eoiilre  de  la  plaque  ne  doprnd  que  dcalr- 
placomonta  moToni  el  de>  titeMm  mnyennea  iiir  les  cirrnnfirrene^a  eontenutqaH 
fc  ta  plaqua  et  iiuti  dea  deplaeameola  iDiliani  et  viteaan  intliales  impnnmkcb^v 
point.  Enfin,  tl  l'on  auppoie  tnul  ■j'niétrique  autour  du  centre,  lea  Fomialn  ^ 
M.  Letf  coïncident  iTe*  selle*  de  Poinon,  qui,  dans  en  ra«  parlieuller,  l«  mI 
qu'il  ait  traita,  ae  Irontont  aoliafaire  i  loutiu  les  condilioaa  du  probJàine. 

Hnsal  { //.  ).  —  De  la  dt^l'ormalion  qu'épi-ouve  une  pièce  ii  simpJf' 
ou  à  douMc  courbure  sous  l'action  du  forces  cjui  lui  font  subir 
en  mcnic  lumps  une  tlexion  et  une  torsion.  (  So^-Ssa  ). 

Breton  (de  Chamjt).  —  Extrait  d'une  lettre  «  M.  Resal.  (3«ï- 
3a4). 

Au  iigpt  d'un  Mémoire,  publié  en  iS^i',  Sw  ici  furcet  centrtfagrt  dfttiefftr, 
dans  tel  t-orpi  yai  roulrnt, 

Laisanl  (^■)-  —  Applications  mecani(]ucs  du  Calcul  des  qualcr- 
nions.  (3a5-4oo]. 

PaunUi  PiUiTiis  :  Cia*<naiigut.  —  Ëlude  du  mniivcnleat  d'un  poîni  tuatérirl.  - 
MnuTeniBut  d'an  solide  autonr  d'un  point  Oie.  —  MouTOments  rolalîr».  TbMréar 
de  Coriolii. 

Decuése  Partie  :  Steliqite.  —  HepréscD talion  dpi  forées,  des  moment*  ri  J» 
enuplfs.  —  Centres  de  gravité.  —  Équilibre  d'un  corps  solide.  Conipuaiiiao  ^mt- 
rale  des  forces.  —  Momcuta  d'inertie. 
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vcmcnt  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  —  Mouvement  d'un  système  de 
points  matériels  libres  s'attirant  réciproquement  en  raison  inverse  des  carres  de 
lours  distances.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  libre  sollicité  par  un  centro 
fixe,  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  —  Pendule  de  Foucault. 

Saint'Germain  [A.  de),  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un 
paraboloïde.  (4oi-4'4)* 

L'auteur  s'occupe  des  lignes  décrites  par  un  point  pesant,  ou  lignes  de  thalwegs 
sur  un  paraboloide  elliptique  ou  hyperbolique 

h* 25  =  0, 

P  9 

dont  l'axe  est  vertical.  En  partant  des  équations  ordinaires  du  mouvement  d'un 
point  sur  une  surface,  il  obtient  une  équation  de  premier  ordre  à  laquelle  doi- 
vent  satisfaire  les  lignes  do  thalweg.  Quand  on  considère  la  projection  sur  le  plan 
des  J^,  les  variables  x,  j  ne  se  séparent  pas  ;  mais  l'intégration  peut  être  ramenée 
aux  quadratures  en  introduisant  les  paraboloîdes 


homofocaux  du  proposé;  l'équation  des  lignes  de  thalweg  prend  alors  la  forme 

V^zb//; ±<//itV^ 


(}U 


f{u)  =  gu*  —  {2h-hgP'^g*f)u-^cpq, 


La  méthode  de  Jacobi  conduit  ensuite  naturellement  à  l'équation  qui  détermine 
la  loi  du  mouvement  sur  cette  ligne.  M.  de  Saint-Germain  étudie  avec  détail  la 
forme  des  lignes  de  thalweg,  et  démontre,  en  particulier,  une  propriété  analogue  à 
celle  que  M.  Puiseux  a  établie,  dans  le  tome  VII  du  Journal  de  AltuhémaliqueSf 
sur  la  difi'ércncc  d'azimut  des  points  où  la  hauteur  d'un  pendule  sphérique  est 
maximum. 

Enfin,  en  supposant  que  l'action  de  la  pesanteur  devienne  nulle,  l'équation  des 
lignes  de  thalweg  se  réduit  à  celle  des  lignes  géodésiques  du  paraboloïde;  il  y  a 
quelque  intérêt  il  considérer  ces  dernières  directement,  au  lieu  de  n'en  faire  qu'un 
cas  particulier  des  lignes  géodésiques  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 

Franche  (7.  ).  —  Sur  la  courbure  des  surfaces  réciproques.  (4*5- 
421). 

Si  l'on  considère  une  surface  réglée  (S),  l'une  de  ces  génératrices  S  est  la  généra- 
trice infiniment  voisine  S'  la  perpendiculaire  commune  T  à  ces  deux  génératrices; 
ongondre  une  seconde  surface  réglée  (T),  queBour  a  appelée  la  surface  réciproque 
de  (S).  M.  Francke  étudie  la  relation  entre  les  courbures  centrales  des  deux  surfaces, 
c'cst-à-diro  leurs  courbures  aux  points  centraux  sur  les  génératrices  correspon- 
dantes. Menons  par  l'origine  des  coordonnées  le  cône  directeur  de  la  surface  (S)  et 
décrivons,  de  ce  même  point  comme  centre,  une  sphère  de  rayon  i;  la  sphère  cou* 
pora  le  cArir»,  suivant  une  courbe  que  l'on  pont  appeler  Vindicatrice  sphérique  do 
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«urtoco  Uirralp  d  un  oorpi  rjUniltiqiic  «or  U  m»™»  onlièrii»Huirlmb«»»dim* 
n'a|;lH(iii[  pu  Jo  furc»,  il  ut  lTnpoulbl<>  qu'uue  licna  nulérîirlt»,  nalunllnmi 
Jrollo  o(  pcrpondiculalre  iiir  Im  doux  1ta*e>.  le  traniromis,  pKr  anil*  <!■  )■  iM<»- 
luallon  Dlaullqup.  oa  une  courbe  ■Igi'lirlqiiA  d  un  d^ff»  aiip^rlaur  wt  tnùimti 
pour  qu'elle  pulua  u  traniformor  rn  uns  conrbi?  BlQiébriqu<>,  El  r«trt  q«'<9inh 
raiulUDle  d«  trtniUUon  rt  le  raomnnt  niaulunt  il«i  priMBlnni  ■fj^MSUt  le  Infit 
cbiiUDe  d«  B«nriralricei  de  la  lUrfuD  lalcnle  11  exiito  uno  o^rrUine  ivliilJMi.  ■ 

Lr*  mulUIi  roUUfs  à  dca  f^lindn-*  dn  bautoiir  quelconque  uno  (oi*  obloiBs" 
paut  lu  appliquer  tt  des  plnquMj  Celta  niBreho  pit  BssurerapDl  plu*  BfiW  <]•■ 
orlln  qui  cuntlitii  *  lUrn  de*  appraiimaUua*  «ur  1»  frqualioiu  sat  derim  p»> 
tlcIWqDl  unenl  de  polnl  dn  départ. 

Ln  problAmo  mil  nu  «qunUop  en  faÏMPt  Bbilrntdoii  âi-a  fopoe«  lirtlM  que  1*  fe- 
unlHur  aniuRut  aur  la  niauu  oatiAre  de  la  plaque,  l'aDteur,  piiur  iatrodiln  b 
furees,  madilli)  la  forind  iliu  tniii^tinna  qui  nntreut  dnni  l<?s  eqDationi  •!■  (km 
lelle  que,  hi»  c«hiv  d*  uititTsira  aux  eondilioni Sur  la*  bases,  l»qDalI«i  iw<lni> 
gUQt  pa>,  «Iles  puiaieul  aali>rain>  aoi  Konvnllfia  «qualiona  d'^uilibru  ■alériraviT- 
aulUnt  de  riDlroduclinn  dea  furcn  ([iaBant  aur  U  uiaaan  de  U  plaque  al  au  «•■ 
«oIlH  condiliona  aur  In  aurrarv  lalérslx. 

C<tle  Ibéorie  eal  appliqua»  k  t'équilibni  H  on  mnin«iD«>iil  d«  la  plaqv  <li^ 
laire,  «oit  libra,  aoil  uppuj^,  auit  encaaiiwu  aur  son  punriour.  Dana  le  caa  d*  Té^ 
libre,  on  oblieol.  en  turuiM  Un»,  la  ttiebe  au  reutre  du  la  plaque,  appnjn  m 
eneulroe,  quelle  que  aotl  la  rriparlilioa  dea  Tarco*  eitêriciirva  ;  ilana  le  m  ds  m» 
ttimenl,  le  niou*siupnl  Tibrntoiro  du  contre  de  la  plaque  ne  dépend  que  âiair 
placement*  moyen»  et  de»  ïlleiaea  moyennes  inr  Ira  circonférence*  eonfUBlri^a» 
h  la  plaque  ol  non  des  déplocemeula  inlUaui  el  lilet^sea initiales  in>priiD<«àctaqt> 
point.  EnQu,  «i  l'oa  sappoio  tout  «jrmelrique  niilaur  dn  centre,  \ea  fomalB  <!• 
M,  Lvvj  coinrident  avec  celles  de  roiason,  qui,  dans  ce  cas  parllcalier,  I*  aé 
qu'il  ait  traite,  ae  trouTeot  HtUfaira  ■  toiil«i  lea  conditieDa  du  problème. 

Hesai  {fi-)-  —  Dt!  la  déformation  qu'éprouvL-  une  pièce  s>  simple 
ou  à  double  courbure  sous  l'action  de  forces  qui  lui  font  subir 
en  même  leiups  une  flexion  et  une  torsiou.  (  Soy-Saa  ). 

Breton  {de  Champ).  —  tlxtrait  d'une  lettre  à  M.  Resal.  (3»1- 
3,4).  I 

Au    «ujcl   d'un   Mamoirc.  publie  en    iB^c,  Sur  iei  farcri  ceiitrifugri  i/ÂcltffAl    J 
dont  lei  corpi  gui  roiiltm. 

Laisanl  {A.).  —  Apjtlicalions  mécaniques  du  Calcul  des  quaici- 
uions.  (323-4oo). 


-  Représentation  dri  forces,  des  momeols  et  de 

—  Equilibre  d'un  corps  solide.    Composition  [ése- 


TrOiSiëIIe  l'jSTiE  :  D}namijiie.  —  tqualion  Eenéial 
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Serrez  (P-)*  —  ^^^  ^^^  principe  unique,  contenant  toute  la  théorie 
des  courbes  et  des  surfaces  d'ordre  ou  de  classe  quelconque. 

(39)- 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Fillarceau;  remarques 
et  conséquences.  (4^)- 

N«  2;  H  jafier. 

Paye.  —  Sur  le  récent  tomado  d'Ërcildoun  (  comté  de  Chester, 
Pennsylvanie).  (83). 

Favé.  —  Les  vibrations  de  la  matière  et  les  ondes  de  l'éther  ;  con- 
séquences vraisemblables  du  fait  qui  sert  de  base  à  la  Théorie 
mécanique  de  la  chaleur.  (92). 

Secchi  (le  P.).  —  Observations  des  protubérances  solaires,  pendant 
le  premier  semestre  de  l'année  1877.  (98). 

Boussinesq  (/.).  —  Sur  la  question  des  conditions  spéciales  au 
contour  des  plaques  élastiques.  (108). 

Lévj  [M.).  —  Sur  une  application  industrielle  du  théorème  de 
Gauss,  relatif  à  la  courbure  des  stuiaces.  (i  1 1)- 

Escarj.  —  Sur  les  fonctions  qui  naissent  du  développement  de 

l'expression  (i  —  aax-f-a^a^)       *  .(ii4). 

Serret  (P.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Chastes.  (116). 

Lipschitz  (/?.).  —  Sur  la  fonction  de  Jacques  Bemoulli  et  sur  l'in- 
terpolation. (119). 

N«  4-,  28  jafier. 

Prix  des  Sciences  mathématiques,  proposés  ponr  1878, 1879,  1880, 

et  1883. 

Grand  prix  des  Sciences  mathématiques  (1878).  —  Application 
de  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques  ou  abéliennes  à 
Tétude  des  courbes  algébriques. 


SBCONOB  PARTI  B. 

(rt-and  prix  des  Scùftices  inathémaliifu*r.i  (1878).  —  On  Haittjuek 
graud  axe  de  l'orbite  qu'unuplsurlc  Jc«rîl  autoor  du  SoIcU  uni 
aflirté  d'amunt-  iiii-^aliu-  Btk-ulair«  il« l'ordre  «les  deux  prenùim 
puissances  dcR  ma»si'!t  p(.TlurI)atri(;<>«.  Examiner  s'il  existcdut 
la  valeur  de  ce  grand  axe  des  înégRlités  séculaires  de  l'ordre  do 
cube  des  inasse-t  et,  dans  K-  cas  où  res  îuégalîtrs  ne  si-  ilrlrm- 
raient  pas  rigoureusemeni,  donner  le  moyun  d'en  caltulcr  li 
soRiDie,  au  moins  approximativement. 

Grand  prix  des  Hcinmes  matlwmaliqum  (1878).  —  tUudr  dr 
rélasiiriic  des  eorps  cristallisés,  nu  double  poiul  do  vue  espêri- 
incntul  et  tliéonque. 

Prix  Poncelel  {1S78).  —  Décerné  à  l'auteur  de  l'on vnige  le  plut 
utile  aux  proj-i'ès  des  Sciences  matlii^matiqiius  pures  et  appli- 
quées. 

Prix  Moulyonii^-]^).  —  Mécanique. 

Prix  Pltimty  (1878).  —  Décerné  à  l'anteur  du  perferlionucmem 
le  jilus  important  relatif  A  la  construction  d'uuu  ou  de  plusienn 
m.icliiues  hydrauliques,  nioiiices  ou  autres. 

Prix  Dalmont  (1879}.  —  Décerné  aux  ingénieurs  des  Poatl  el 
Chaussées  qui  auront  présenté  à  l'Académie  le  meilleur  trafail 
ressoriissani  d'une  de  ses  Sections. 

Prix  Four npj  von  {1879)-  —  Décerné  au  meilleur  Mémoire  a\aDl 
pour  objet  la  construction  d'une  machine  motrice  propre  *u 
service  de  la  traction  des  tramways. 

Prix  Bord  in  {1878). — Trouver  le  moyen  de  faire  disparaître  on 
au  moins  d'atténuer  sérieusement  la  gène  el  les  dangers  que  pré- 
sentent les  produits  de  la  combustion  sortant  des  cheminées  su 
les  chemins  de  fer,  sur  les  bâtiments  à  vapeur,  ainsi  que  dans 
les  villes  a  proximité  des  usines  à  l'eu. 

Prix  Lalande  (iHyS).  —  Astronomie. 

Prix  Damoiseau  (1879).  —  Revoir  la  théorie  des  satellites  de  Ju- 
piter; discuter  les  observations  et  en  déduire  les  constantes 
qu'elle  renferme,  et  particulièrement  celle  qui  fournit  une  dé- 
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termination  directe  de  la  vitesse  de  la  lumière^  enfin  construire 
des  Tables  particulières  pour  chaque  satellite. 

PrixValz  (1878).  —  Décerné  à  l'auteur  de  l'observation  astro- 
nomique la  plus  intéressante  qui  aura  été  faite  dans  le  courant 
de  Tannée. 

N*>  5;  4  féfrier. 

Lœwy  et  Perrier.  —  Détermination  télégraphique  de  la  différence 
de  longitude  entre  Paris  et  l'Observatoire  du  Dépôt  de  la  guerre, 
à  Alger  (colonne  Voirol).  (261). 

Mouchez  (£*.)•  —  Instrument  portatif  pour  la  détermination  des 
itinéraires  et  des  positions  géographiques  dans  les  voyages  d'ex- 
ploration par  terre.  (267). 

Abbadie  [A.  d').  —  Remarques  relatives  à  la  Communication 
précédente.  {270). 

Hermite  (CA.).  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques. (271). 

Favé.  —  Les  vibrations  de  la  matière  et  les  ondes  de  l'éther  dans 
la  phosphorescence  et  la  fluorescence.  (289). 

Dubois  {P')'  —  Vibrations  transversales  des  liquides.  (^pS). 

Perrotin.  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  l'Observatoire  de 
Toulouse.  (3oo). 

Cottenot.  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  l'Observatoire  de 
Marseille.  (3oo). 

Lemoine  (/.).  —  Note  sur  quelques  conséquences  du  théorème  de 
M.  F^illarceau.  (3oi). 

Hatt,  —  Sur  l'emploi  des  méthodes  graphiques  pour  la  prédiction 
des  occultations  ou  éclipses.  (3o3). 

Leyj  {M.).  —  Quelques  observations  sur  une  nouvelle  Note  de 
M.   Boussinesq   relative  n  la  théorie    des  plaques    élastiques. 

(3o4). 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  la  formule  a"  —  1 .  (307). 

Bull,  des  Sciences  math.,  2"  Série,  t.  II.  (Juin  1878.)  R.b 


8:  25  fémer. 


Faye.  —  Note  sur  wne  uon^ellc  bi-ociiurv  ilc  M.  fJirn,  îiilîiulw  : 
«  Id  Mmiquc  cl  l'Acoustique  i>,  (Sip). 

Fayc.  —  Sur  les  dcrnicrts  Commu&îcatious  de  M.  Broun,  i-t  snr 
uiic  Kote  de  M.  Jenkina,  ralatives  aux  taches  du  Sok-ilelH 
niagnclî «mi!  terrestre.  (Ôao). 

/''ai'iK  —  Les  vibrntîous  de  la  mntîérc  cl  Ica  ondes  de  l'éibcr  dîw 
It-bullilio».  [5a4}. 

La  Cwournnrie  {de).  —  Rapport  sur  uii  Mt^moirt?  de  M.  flatondc 
la  Goupilliêre.  relatif  aux  lignes  engendrées  dans  le  mouveiiieiii 
d'utie  tigure  plaue.  (^aj). 

Cornu  [j4.).  —  Sur  i]uclquea  coti!i(i({ueuces  de  la  coDsùtutioD  du 
spectre  solaire.  (  33o }. 

Darbaux  (G.).  —  Sur  les  équations  dti&Jrentielles  du  premtti 
ordre  et  du  premier  degré.  (533). 


N" 


)\  A  mm. 


Fiifé.  —  Les  vibrations  de  la  matiètL-  et  les  ondes  de  l'étlicr  din« 
les  combinaisons  pbotocliimiques.  (56o). 

Cornu  [yt.)  et  Baille  [J.-B.).  —  Etude  de  la  résistance  de  l'ui 
dans  la  balance  de  torsion,  (ayi). 

Peters  {C.-H.~F.).  —  Découverte  d'une  petite  plaucte,    à  Clinion 

(New-York).  (SSi). 

Perrotin.  — Théorie  de  Vesta.  (58i). 

Darboitx  [G.).  —  Do  l'emploi  des  solutions  particulières  d'une 
équation  ditlërentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  dem. 
dans  la  recherche  de  l'intégrale  générale.  (584). 

Fotiret  [G.).  — Sur  les  points  fondamentaux  du  faisceau  decoorlKS 
plaues,  déûni  par  une  équation  diirércntielle  du  premier  ordre 
algébrique.  (58f)). 
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Callandreau  (O.).  —  Sur  la  formule  sommatoirc  de  Maclaurin. 

(589). 

Duclaux  {£,).  —  Sur  les  forces  élastiques  des  vapeurs  émises  par 
un  mélange  de  deux  liquides.  (Sga). 

N*>  10-,  11  un. 

Hermite  (Ch,).  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques. (62a). 

Fayé.  —  Les  vibrations  de  la  matière  et  les  ondes  de  Téther  dans 
les  combinaisons  chimiques.  (640 )• 

Cornu  (^.).  —  Sur  la  polarisation  elliptique  par  réflexion  à  la 
surface  des  corps  transparents.  (649)* 

Palisa.'  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  l'Observatoire  de 
Pola.  —  Observations  de  petites  planètes.  (653). 

Four  et  (G.).  —  Sur  les  points  fondamentaux  du  réseau  de  surfaces 
défini  par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
algébrique  linéaire  par  rapport  à  ces  dérivées.  (654)- 

Picard  {E.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  transcendantes.  {657). 

Quel.  —  Sur  les  variations  du  magnétisme  terrestre.  (660). 

N«  H-,  18  mm. 

Faye.  —  Mouvement  de  translation  des  cyclones  \  théorie  du  <(  rain 
motor  ».  (693). 

Cornu  (^.)  et  Baille  (/.-5.).  —  Sur  la  mesure  de  la  densité 
moyenne  de  la  Terre.  (699). 

«*>  12-,  25  Bars. 

Tacchini,  —  Résultats  des  opérations  faites  en  1877,  au  bord  du 
Soleil,  sur  les  raies  i  et  i474  ^*'  (j^^)- 

Beufet  Perrin,  —  Considérations  nouvelles  sur  l'observation  et 
la  réduction  des  distances  lunaires  en  mer.  (758). 
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Broun.  —  Sur  la  période  de  rotation  des  taches  solaires.  (773). 

N*>  13i  1*'  iTril. 

Hermite  {Ch.).  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques. (777). 

Saint-F^enant  [de).  —  Des  paramètres  d'élasticité  des  solides  et 
leur  détermination  expérimentale.  (781). 

Faye.  —  Sur  les  mouvements  des  tempêtes.  (792). 
Belgrand.  —  Sur  les  tourbillons  des  cours  d'eau.  (798). 

Quet.  —  Action  que  le  Soleil  exerce  sur  les  fluides  magnétiques 
et  électriques  de  la  Terre.  (808) 

Tannery  (/.).  —  Sur  l'équation  différentielle  qui  relie  au  module 
la  fonction  complète  de  première  espèce.  (811). 

Léi^y  (M.).  —  Sur  la  Cinématique  des  figures  continues  sur  les 
surfaces  courbes  et,  en  général,  dans  les  variétés  planes  ou 
courbes.  (812). 

Boussinesq  (  J.).  —  Calcul  des  dilatations  éprouvées  par  les  élé- 
ments matériels  rectilignes  appartenant  à  une  petite  portion 
d'une  membrane  élastique  courbe  que  l'on  déforme.  (816). 

Fiolle  {/.).  —  Mesures  actinométriques  relevées  en  Algérie  pen- 
dant l'été  de  1877.  (818). 

« 

Màkarewitsch  (/.).  — Sur  la  réfraction  astronomique.  (821). 

N«  14-,  8  m\\. 

Hermite  [Ch.).  —  Sur  quelques  applications  des  fonctions  ellip- 
tiques. (85o). 

Henry  [Prosper).  —  Découverte  d'une  nouvelle  petite  planète,  à 
l'Observatoire  de  Paris,  le  6  avril  1878.  (875). 

Lévy  [M,),  —  Sur  les  conditions  que  doit  remplir  un  espace  pour 
qu'on  y  puisse  déplacer  un  système  invariable,  à  partir  de  l'une 
quelconque  de  ses  positions,  dans  une  ou  plusieurs  directions. 

(875). 
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NM5^  15  âTril. 

Fuje.  —  Tache»  du  Soleil  et  inagnétisme.  (909). 
Bertrand  (/.).  —  Sur  rhomogénéité  dans  les  formules  de  Phy- 
sique. (916). 

Stéphan  {£.),  —  Observations  des  planètes  @  et  @,  faites  à  TOb- 
servatoire  de  Marseille.  (947)- 

ZeVx  [M,).  —  Sur  les  conditions  pour  qu'une  surface  soit  appli- 
cable sur  une  surface  de  révolution.  (947)- 

Tannery  (•/.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  fouctions  complètes 
de  première  espèce.  (95o). 

Appell.  —  Sur  quelques  applications  de  la  fonction  r(j:)  et  d'une 
autre  fonction  transcendante.  (953). 

Laguerre.  —  Sur  le  développement  de  [x  —  z)*  suivant  les  puis- 
sances de  [z^  —  i).  (956). 

Boussinesq  (/.).  —  Théorie  des  mouvements  quasi-circulaires 
d'un  point  pesant  sur  une  surface  de  révolution  creuse  à  axe  ver- 
tical. (959). 

Mathieu  {Ém,).  —  Sur  la  définition  de  la  solution  simple.  (96a). 

NO  165  22  afril. 

Cornu  [A.)  et  Baille  (J.-B,).  —  Influence  des  termes  propor- 
tionnels au  carré  des  écarts  dans  le  mouvement  oscillatoire  de  la 
balance  de  torsion.  (looi). 

Henry  (Paul)  et  Henry  (Pr.).  —  Observations  de  la  planète  (lî^, 
faites  à  Téquatorial  du  jardin  de  TObservatoire  de  Paris.  (1007). 

Tacchini  (P*)*  —  Observations  des  taches  et  des  protubérances  so- 
laires, pendant  le  premier  semestre  de  1878.  (1008). 

Bigourdan  (G.).  —  Sur  les  observations  de  Mercure,  faites  à  la  fin 
du  siècle  dernier ^  par  Vidal,  à  Mirepoix.  (1009). 

udbbadie  [A.  d'),  —  Observations  relatives  à  la  Communication 
précédente .  (  i  o  1 1  ) . 


w 


Oi  SECONOi;  PARTIE. 

ftttflau  (H.).  —  Erreur  commise  dans  une  Noie  rôcciKc  de  M.  ,M>- 
kurewiti:)!.  (lui  i). 

DarboiLv  (G.).  —  De  l'emploi  des  solutions  particulières  tlg^ 
briquf!!!  dans  l'iutûgration  des  STStâmcB  d'équatiuos  diiïemi- 
Uclles  al};ûl>rî(|ucs.  (loia). 

Escary.  —  Sur  une  propomïmi  deIKdoii.  {1014)  • 

Andréip.).  — Sommation  de  certaines  séries.  (1017), 

A/ouchot.  —  Résultats  d'expériences  faites  vn  divers  [Ktints  ii' 
géric-,  jwur  l'emploi  industriel  dv  U chaleur  solaire.  (1019}. 

iV  17;  M  wril. 


n 


{•'ttyp.  —  Rcmnrqiies  à  l'occasion  d'une  Lettre  de  M.  TFolff  de  Zu- 
rich, sur  Ja  période  des  TarialioDS  diurocs  de  la  boussole  de  ilé* 
dinaisoti.  (i(i43}- 

Hébert  [F,-F.).  —  Élude  sur  les  grands  mouvements  de  l'auno- 
sphère  et  sur  les  lois  de  la  formation  et  de  la  translation  <k> 
tourbillons.  {10J9). 

Lcvy  (M.).  —  Sur  la  composition  des  accélérations  d'ordre  qnel- 
eonque  et  sur  un  (irobli-me  plus  général  que  celui  de  la  compo- 
sition des  mouvements.  {io(ii)). 

Pellet  [^■t.-E.].  —  Sur  la  décomposition  d'une  ibuclioii  cnti^-  01 
facteurs  irréductibles  suivant  un  module  premier^,  (1071}. 


Faje.  —  Note,  en  réponse  à  M.  Broun,  sur  la  préteoduc  identiic 
des  périodes  des  taches  solaires  cl  de  la  variation  diurne  de  U 
houssole  de  déclinaison.  (1102). 

Dupiij  de  Lame.  —  Sur  le  nouveau  Mémoire  de  M.  lîcrttn,  inti- 
tulé :  II  Observations  Je  roulis  et  de  tangage,  faîtes  avec  l'oscil- 
lographe douhle,  U  bord  de  divers  bâtiments  ».  (ii  10), 


Pici/uee.  —  Analyse  combinaioîre  des  déterminants.  (1118). 


> 
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Cornu  (-^.).  —  Sur  rextension  à  la  propagation  de  rélectrîcité 
des  formules  de  Fourier  relatives  à  la  difiusion  de  la  chaleur. 

(1120). 

Schulhqf.  —  Éléments  de  la  comète  H,  1873  (Tempel),  et  éphë- 
méride  pour  1878.  (1124). 

Broun.  —  Taches  du  Soleil  et  magnétisme,  (i  i25). 

Pellat.  —  De  l'impossibilité  de  la  propagation  d'ondes  longitudi- 
nales persistantes  dans  Téther  libre  ou  engagé  dans  un  corps 
transparent.  (1126). 

NO  19;  13  mi. 

f^illarceau  (1^.).  —  Observations  sur  la  Lune,  faites  aux  instru- 
ments méridiens  de  l'Observatoire  de  Paris,  pendant  l'année 
1876.  (1157). 

Villarceàu   (1^.).  —  Théorie  des  sinus  des   ordres  supérieurs. 

(1160). 

Mouchez  {£.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  le  6  mai,  à 
l'Observatoire  de  Montsouris.  (i  166). 

Reber, — Rapport  sur  deux  Mémoires  de  M.  Achille  Dîen,  lesquels 
concernent  :  i^  les  notes  défectueuses  des  instruments  à  archet; 
2**  la  résonnance  de  la  septième  mineiu*e  dans  les  cordes  graves 
du  piano,  (i  182). 

Perrotin,  —  Observation  du  passage  de  Mercure  du  6  mai  1878, 
faite  à  l'Observatoire  de  Toulouse,  (i  188  ). 

Ahhadie  (A,  d'), —  Observations  relatives  à  la  Communication  de 
M.  Perrotin.  (1189). 

Faà  de  Bruno.  —  Sur  la  partition  des  nombres.  (1 189). 

N«  20;  20  ui. 

F^illarceau  (1^.).  —  Observations  méridiennes  des  petites  pla- 
nètes, faites  à  l'Observatoire  de  Greenwich  et  à  l'Observatoire 
de  Paris,  pendant  le  premier  trimestre  de  l'année  1878.  (i2i5). 
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VUlarceau   (-T.).  —  Théorie  des  sinus  des  ordres   supérieurs. 

(iai6). 

Gruey.  —  Théorèmes  sur  les  accélérations  simultanées  des  points 
d'un  solide  en  mouvement.  (i24i). 

Quet,  —  Sur  les  périodes  qui,  dans  les  phénomènes  magnétiques 
de  la  Terre,  dépendent  de  la  vitesse  de  rotation   du   Soleil. 

(1244). 

Guyou  (-£*.)•  "^  ^^^  '*  Théorie  complète  de  la  stabilité  de  l'équi- 
libre des  corps  flottants.  (1246). 

Tacchini  (P.).  —  Observations  du  passage  de  Mercure,  faites  à  Pa- 
lerme,  le  6  mai  1878.  (isSa). 

Marmheim  [A.) .  —  De  l'emploi  de  la  coiu*be  représentative  de  la 
surface  des  normales  principales  d'une  courbe  gauche  pour  la 
démonstration  de  propriétés  relatives  à  cette  courbe.  (i254). 

Laguerre.  —  Sur  l'attraction  qu'exerce  un  ellipsoïde  homogène 
sur  un  point  extérieur.  (laSy). 

Faà  de  Bruno.  —  Sur  la  partition  des  nombres.  (  1 269) . 

Boussinesq  (/.).  —  Équilibre  d'élasticité  d'un  sol  isotrope  sans  pe- 
santeur, supportant  différents  poids.  (1260). 

N«  21 5  27  mai. 
F^illarceau  (1^.).  —  Théorie  des  sinus    des  ordres   supérieurs. 

(1287). 

Phillips.  —  De  la  détermination  des  chaleurs  spécifiques,  à  pres- 
sion constante  et  à  volume  constant,  d'un  corps  quelconque,  et 
de  celle  de  sa  fonction  caractéristique.  (1290]. 

André  {D.). — Sur  les  développements, par  rapport  au  module,  des 
fonctions  elliptiques  X(x),  fJt(j:),  et  de  leurs  puissances.  (i323). 

Pellat  (A,).  —  Sur  la  transformation  que  subissent  les  formules  de 
Cauchy,  relatives  à  la  réflexion  de  la  lumière  a  la  surface  d'un 
corps  transparent»  quand  on  suppose  une  épaisseur  sensible  h  ta 
couche  de  transition.  (i325). 
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N«  22;  3  joio. 

PhilUps.  —  De  la  détermination  des  chaleurs  spécifiques,  à  pres- 
sion constante  et  à  volume  constant,  d'un  corps  quelconque,  et 
*^     de  celle  de  sa  fonction  caractéristique.  (i35i). 

Paye.  —  Détermination  directe  en  mer  de  Tazimut  de  la  route 
d'un  navire.  (i357). 

Leauté  [H.).  —  Engrenages  à  épicycloïdes  et  à  développantes. 
Détermination  du  cercle  à  prendre  pour  le  profil  des  dents. 

■  (»37i). 

André  {Ch.).  —  Résultats  des  observations  du  passage  de  Mercure. 
»      (i38o). 

Observations  du  passage  de  Mercure  aux  Etats-Unis.  (Extraits  du 

■  New-rork  Times).  (i383). 

Schering  {E.),  —  Théorie  analytique  des  déterminants.  (1387). 

Gilbert  {Ph.).  —  Sur  le  problème  de  la  composition  des  accéléra- 
tions d'ordre  quelconque*  (1390). 

Léiy  {M,).  —  Remarque,  au  sujet  d'une  Note  de  M.  Phillips,  sur 
la  détermination  des  chaleurs  spécifiques.  (1391). 

N<>  23;  10  jiio. 

F^illarceau  (-K.).  —  Détermination  des  racines  imaginaires  des 
équations  algébriques.  (1427). 

Syhester  (7.).  —  Détermination  d'une  limite  supérieure  au 
nombre  total  des  invariants  et  covariants  irréductibles  des  formes 
binaires.  (1437}. 

Escarj.  —  Sur  les  fonctions  qui  naissentdu  développement  de  l'ex- 

»/-n 

position  (i  —  aax  -H  a^a^)  *    .  (i45i). 

Plarr.  —  Note  relative  aux  S§  439,  44o  du  «  Traité  élémentaire 
des  quaternions  »  de  M.  Tait,  (i454)' 


SECONDK  l'MITlE 


N"  24;  n  jiii. 

Plùlli/is.  —  Sur  les  résultais  fournis  par  Ivs  clironomêlrcs  munù 
de  spiraux  à  courbes  terminale»  tli<;oriquvs,  an  ouneoun  de 
1877,  Il  l'OIiservaloire  de  Ncucliâtc!,  (i479)- 

Sylve!iftrr[J.). — DéterminaLion  d'uni: limîlc  supérieure  aunombc* 
total  des  invariants  ki  covariants  îrrédticLiblvs  (I«s  formes  Iji- 
l..irc..(.490- 

Serras  (l'amiral).  —  Olisvrvatioii  des  passage  tl<;  Mercure  â  PmB. 

(■496)- 

j^ndré  {D.).  ~-  Sur  les  dévcloppi-menU  des  fonctions  Al{x} 
Àl,(x},  Al3(x]  suivant  les  puîssauccs  croissantes  du  modi^. 

(.498). 

N"  2o;  U  jlil. 

ffermile  [C/i.].    —   Sur  la   thcorîe    des    fonctions     sphéri(]iiM- 

(■5,3). 

Sjlyester  (J.).  — Sur  le  système  complet  des  ïnvarïauta  et  con- 
riants  irréductibles  appartenant  n  la  forme  bînaii-e  du  huîtièiiK 
degré.  (1J19). 

Plantamour.  — Sur  le  déplacement  de  la  bulle  des  niveaux  â  bnlli' 
d'air.  (iSaa). 

Abbadie  {A.  d').  —  Observations  relatives  à  la  Communicaiion 
précédente,  (iSaS). 

SchaUiof.  —  Epliéméride  de  la  comète  II,  1873.  (i53()). 

Lcauté  (If.).  —  Elude  sur  le  rapprochement  de  deux  axes  df 
courbe  voisins,  considérés  dans  ime  étendue  finie.  Applicaiïou 
au  cas  d'un  cercle  cl  d'un  arc  de  courbe  ayant  deux  souuneU 
voisins. 

Potier.  —  Sur  la  direction  des  cassures  dans  un  milieu  isotrope. 
(■539). 
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l^ÂSOPIS  PRO  p£sTOVAN<  Mathematiey  A  Ftsiet,  kteryi  se  zvlâstnrm  zfetelem 
k  studujfci'm  rediguje  Dr.  F.-J.  Studni^ka,  a  vydavâ  Jedoota  5eskych  ma- 
thematikû  ('). 

Tome  VI;  1877. 

Hromâdko  [Fr,).  —  Biographies  de  Fresnel  et  de  Malus,  d'après 
Arago.  (1-9,59-68,  io5-iii). 

Becka  (B.).  —  Sur  les  points  d'inflexion.  (10-20). 

Hoza  (F,).  —  Contribution  à  la  Théorie  des  déterminants  mi- 
neurs. (21-34)* 

Studnil'ka  {F,-J.).  —  Remarque  sur  la  Géométrie  analytique.  (35- 

40). 

Baudys  [F.).  —  L'œil  réduit.  (4o-46)* 

Calcul  de  l'effet  optique  de  l'œil  humain  normal,  d'après  les  mesures  de  ses  di- 
mensions et  des  indices  de  réfraction  de  ses  diverses  parties,  prises  par  Listing  et 
vérifiées  par  Helmholtz. 

Studnicka  [F.-J.).  —  Éléments  de  la  théorie  des  déterminants,  à 
l'usage  des  élèves  de  l'enseignement  secondaire.  (49*58,  97-105, 

202-218). 

Pànek  (-^.)-  —  Sur  l'espérance  mathématique  et  morale.  (69-76, 
i22-i3o,  218-224). 

Seydler  (A.).  —  Aperçu  sur  les  progrès  récents  en  Astronomie. 

(77-86,  1 1 1-122). 

Hoza  [F,).  —  Multiplication  des  déterminants,  déduite  de  la 
théorie  des  combinaisons.  (87-89). 

Peinai'  {M,).  —  Comment  on  peut  obtenir  l'aire  du  cercle.  (89- 

90- 
Jarolimek  (C).  —  Remarque  sur  les  séries  arithmétiques.   (91- 


(')  \o\v Bulletin  VI,  88;  VU,  a6o;  VIII,  laa;  XI,  79. 


BBCOHDB  PARTIE. 

SliidniHa  {■■il.]-  —  Sur  U  trisection  de  l'angle.  (  ))a-<)3). 

D'aprtu  In  Scirnlifit  Àmeriran. 

Uromàdtio  {Fr.).  —  Le  mariohodiieraplif,     nouvel    app»ml  dr 


(ipr^Mdtrr  rliimnvnt  lu  ntauieaieint  de 


PhyM<iue.  {93-94)- 

Cet  appareil  uri  k 
•el  qui  nom  l'ob^enou 

Kolâiek  {Fr.).  —  Sur  les  prisme:!  de  quai-u  tailla  parallMeoual I 

l'nxu  du  iTÎsul.  (i3i-i36,  asS-sSS). 
Jfo=a  [F.].  —  Appareil  propre  à  représenter  les  fonctions  gOBfr 

mclriquus.  (i37-t3S). 
Zethrminik  {K.).  —  Sur  le  Iku  d'un  point  dont  la  polaire  tcUliN 

à  une  coaiquv  déUTmiiic  ui)«  i-orde  de  longueur  oonstanie.  {i3g- 

i4>). 

Fàrst  (/,).  —  Remarque  relative  aux  polyèdres  rûgulirrs. 

■  43). 

Gru3S  [G.).  —  Remarque  sur  les  proportions.   (i43). 
Studnicha{F.-J.).  —  Cari  Friedrich  Gauss.  A  l'occasion  du  ccd- 
tcnairc  de  sa  naissance.  (145-174)- 
luirodacUon.   Tie  d«   Gbdu.  CarMUre    de  G«m>.  TniTmui  maihénuili'iua  >• 


i 


Kolisiha  [K.).  —  Sur  les  travaux  et  les  inventions  de  Gauss  ron- 
cernant  la  Géodésie.  (174-183). 

Seydler  (^.)-  —  Sur  les  travaux  astronomiques  de  Gauss.  Surin 
travaux  de  Physique  de  Gauss.  (i84'i9ti). 

Studnicka  [F.-J.).  —  Gaussiana.  (197-aoo). 

Pâneh  [A.).  —  Sur  les  triangles  rationnels.  (235-345). 

Hoza  (F.  —  Quelques  propnél<5s  des  polyèdres  réguliers  convno, 
à  l'usage  des  élèves  de  l'enseignement  moyen.  (245-257). 

Zakradntk  [K.].  —  Transformation  des  coordonnées  rectangu- 
laires. (257-263). 

(inus  {(r.).  —  Sur  la  détermination  de  l'inclinaison  magnétiqai-' 
(a63-a66). 
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Machov^ec  {F.). —  Démonstration  simple  de  deux  propositions  sur 
les  triangles  dont  les  sommets  sont  situés  sur  trois  droites  con- 
courant en  un  même  point.  (266-269). 

Strnad  [A.).  —  Sur  les  triangles  et  les  quadrilatères.  (269-273). 

Simerha  (/^.).  —  La  règle  conjointe  relative  aux  congruences  de 
nombres.  (274-277)' 

Pastorcek  (J.-M.).  —  Contribution  à  l'évaluation  du  carré  d*un 
nombre.  (277-278). 

Pelnâr  (M.).  —  Sur  les  sommes  des  m*^"**  puissances  des  nombres 
de  la  série  naturelle.  (279-280). 

Tome  Vil;  1878. 

Hromàdko  {F.),  —  Biographie  d'Alexandre  Vol  ta,  d'après  Arago. 
(1-8  et  49-59). 

Hejzlar  [Fr,).  —  Logarithmes  hyperboliques.  Aperçu  historique. 

(8-I9)- 

Seydler  {A.).  —  Revue  des  progrès  récents  de  l'Astronomie.  (20- 
3o,  55-77,  157-168  et  20i-2i3). 

II.  Le  Soleil.  —  1.  Aperça  historique.  2.  Obsenrttions  télesoopiques  sur  le  disque 
du  Soleil.  3.  Observations  télescopiques  sur  le  bord  du  Soleil.  4.  Obsenratlons  spec- 
troscopiques  sur  le  disque  du  Soleil. 

Studnicha  (iP.-/.).  —  Remarque  sur  la  théorie  des  déterminants. 

(3i-33). 

Houdek  {Fr\).  —  Remarques  sur  quelques  appareils  de  Physique. 
(33-43,  i3o-i36  et  176-182). 

I.  Modèle  des  balances  décimales  de  Neumann.  2.  Appareil  pour  l'expérience 
d'Archimède.  3.  Appareil  à  ondes  do  Mach.  4.  Appareil  à  ondes  de  Wheatstone. 
5.  Double  machine  électrique  de  Poggendorff.  6.  Machine  électrique  de  Holtx.  7.  Ma- 
chine électrique  à  disques  dé  caoutchouc. 

8.  Électromoteur  de  Martin  Egger.  9.  Appareil  de  Lippich  pour  la  chute  des  graTes. 
10.  Modèle  de  machine  à  Tapeur  à  cylindre  de  verre. 

II.  Batterie  à  hélice  de  Smee.  12.  Photomètre  de  Zenger.  13.  Électroscope  de 
Mach.  14.  Appareil  de  Mach  pour  la  réfraction  et  la  réflexion  de  la  lumière. 

Hajnis  [Lad,).  —  Quelques  mots  sur  la  démonstration  de  cette 


SB 

nsannioi),  t^we  la  eauso  du  mouvement  se  irouve  en  dehors  de  Ij 
musc  mobile.  (43-47)- 
Pane/i  {À.)-  —  Sur  l'cspéraucc  matliémauque  et  morali;  (s' ir- 
liclc).  (78.gii. 

Zafuadnik  (K.).  —  Sur  U  liaison  eniro  les  critériums  de  ton?»- 
gcticu  des  séries  infinies.  (91-ioa). 
Critiriam»  iId  Ciachy,  'In  Rubo,  de  Giu«,  de  SchlBmikti,  de  Sbm,  d'Ofkw. 

Otlslrïil  (J.)-  —  Nouvi;lIv  méthode  (x>ur  i-alculcr  les  racincsii 
équations  numéritiues  du  second  degré.  (loa-i  i3). 

Kotàhilt  {yf.)-  —  LcfoliumdeDoflcartcs.  (i  i3-iai  et  iJHi-ii-\. 

1  et  3.  Diir»rcntni  forniM  itii  l'équitloo  du  follnm.  3.  iDterprêtalion  Jaqi» 
lion*  pnicvdfiitOT.  i.  Si^cantr*  du  follum. 

h.  "ttni^tiU-  'lu  rolluni.  0.  TJorinalo  et  d^nloppdE.  7-  Tinijenle,  nomlt,  1^ 
lun^uUi  i>l  •ous-norm*)*.  H.  DiipendaniB  outre  la  oerclo  <tt  le  rotiom.  U.  Caniinr- 
lion  du  roliuDii 

Alachovcc  (F.).  —  Sur  l'usage  de  <^uel<ju(>s  théorèmes  de  liGw- 
inétrie  de  position  dans  la  Plauîmétrie  et  la  OfMiinétrie  desaip- 
tive.  (i3i-i3o). 

Zahradnik  [K.].  —  Sur  quelques  courbes  dérivant  des  si-ition' 
cooiqucs.  (168-173]. 

Pltùil  (/.)■  —  Contribution  physique  h  la  théorie  des  quaniil" 
imaginaires.  (173-17J}. 

Zdrnhal  [^41.).  —  Démonstration  d'un  tliéorèine  sur  les  coefi- 
cîents  binomiaux  ;'i  l'aide  du  Calcul  des  probabilités,  (175-176)- 

Hromâfiko  {Fr.).  —  François  Bacon  de  Vcrulani,  rc  forma  leur  fe 

Sciences.  (iSS-igS). 
Studnîlha  (F.-J.).  —  La  Voie  lactée  (igo-aoi). 

Proc/tâzka  (  lî.).  —  Sur  la  projection  stéréographique  des  surfjm 
du  second  degré  en  général,  (3i3-3i8). 

Odslilil  (J.)-  —  Nouvelle  méthode  pour  calculer  les  racines  réelle 
des  équations  numériques  du  troisième  degré.  (ai8-a3j). 

•Snnda  {Fr.).  —  Contribution  .i  la  détermination  graphique  J» 
puissances.  (aSS-a^S). 
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Filcik  (/.).  —  Construction  graphique  des  logarithmes.  (243-i45). 

Zahradnih  (K,).  —  Contribution  à  la  Trigonométrie.  (^45-248). 

Zahradnih  {KX  —  Sur  la  Géométrie  analytique  du  plan.  (248- 

252)    (*). 


THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS,  ediled  by  W.- Allen  Witworth, 
C.  Tatlor,  W.-J.  Lewis,  R.  Penoleburt,  J.-W.-L.  Glaishbr.  London  and 
Cambridge,  Macmillan  and  C*  ('). 

Tome  VII;  1877-1878. 

IVwen  [TV,-D.),  — Sur  les  harmoniques  sphériques.  (1-12,  i3i- 
i36). 

«  L'objet  que  l'auteur  a  en  Tue  dans  ces  articles  est  de  donner  une  méthode  pour 
déduire,  de  ce  qui  est  connu  sous  le  nom  d'harmonique  zonale  de  degré  quelconque, 
l'harmonique  la  plus  générale  du  même  degré. 

»  La  méthode  ayant  été  suggérée  par  la  manière  dont  ce  sujet  a  été  traité  par 
Clerk  Maxwell,  et  les  résultats  établis  ayant  un  rapport  intime  avec  ceux  qui  sont 
contenus  dans  l'OuTrage  de  cet  auteur,  Electricity  and  Magnetisntf  on  s'est  servi 
ici  autant  que  possible  de  la  même  notation.  » 

Rajleigh  (lord).  —  Sur  la  course  irrégulière  d'une  balle  de  paume. 

(•4). 

Caylcy  (v/.).  — Note  sur  un  système  d'équations  algébriques.  (17). 

Russcll  {TV.-1I,''L,).  —  Sur  l'apparition  des  transcendantes  d'ordre 
I       supérieur  dans  certains  problèmes  de  Mécanique  (18-21,  i36- 
139). 

L'auteur  s'occupe  des  problèmes  de  Mécanique  dans  lesquels  intenriennent  des 
fonctions  elliptiques  ou  hyperelliptiques.  Citons,  par  exemple,  le  suivant  :  Un  tube 
infiniment  petit  ayant  la  forme  d'un  cercle  peut  tourner  autour  d'un  de  ses  dia- 
mètres qui  est  vertical.  Il  contient  un  point  matériel  :  déterminer  le  mouvement. 

Tajlor  [H ,'M,).  —  Sur  certaines  séries  de  Trigonométrie.  (22). 

I 
t 

(  '  )  Ces  deux  volumes  contiennent,  en  outre,  des  énoncés  de  questions  à  résoudre, 
et  des  comptes  rendus  bibliographiques. 
(•)  Voir  Bulletin,  1„  338. 

Bull,  des  Sciences  mafli.,  2*  Série,  t.  II.  (Juillet  1878.)  R.7 


;4  SECONDE  PARTrE. 


li-f^ralcs  SUT  formel 
rllîptiqaes.  (a4)- 
Cayley  {y^-)-  —  l'.\rtup\r  il'ap|ili(-atiou  Jl-  la  tlicorit;  des  rontiiui» 

J.  (,7). 


où  \  <Mt  un  poljrni^mr  ilu  qiiulriAinr  i*^rf^  à  (fwflïcfaDts  r««l«.  l'ilInMn  mUa 
firupoM  ils  Tnin-  caiiliallre  In  ruriuulcui  i)ui  [iHrinvtUnt  de  ealcnlrr  x  *b  Enn) 
Ar  M,  t\  il  obliiinl  cra  rrirmiiJra  t-n  mnidiiaut  riii(iV[;ralp  ellipticiue  à  la  tarv> 

Lamb  (//.)•  —  Sur  le  potentiel  d'un  cylindre  elliptîqmr.  j  33 1. 

L'aiiloiir  rUblil  In  lien  uiilm  iliiK  •Iviiicuittralloiiia  iliflnnrnlcs    du  r«1cbn  Ui 


iViVfffl  (ir.-O.).  —  Sur  d«  mt-tliodos   spéciales   (i'inlcrpolsûw- 

(33). 
f.mnh  [//.).  —  Note  sur  un  ihcorèmc  d'Hydrodynamique.  (4i}. 
Giaisher  (f.-lf'.-L.).  —Sur  le  produit  1  '  .q*.3".  ,,/("  (43). 

EipTeiïion  iiiprochM  Jn  en  prnJuil  pour  n  lr«s-|ranil. 
Cfiji'-^  {^.).  —  Sur  les  fonctions  3  triples.  {48). 
Martin  [^rt.).  — -  Calcul  de  la  racini^  cubique  de  2.  (5o). 

Gray  {P.)-  —  Vérification  et  extension  do  la  valeur  trouver  pow 
la  racine  cubique  de  2.  (>>i). 

U.  Grn;  ut  conniltra  lîi  cbilTrei  de  pins. 

AoTES  de  Mathémaliqucs.  (  57-69,  i  lâ-iaa, 


i56-i;j9,  187-19»! 


Maniion  (  P.)  :  Sur  quelques  i^qiinlion»  nlBêLriqiie»,  Sur  une  série  di^rootin»'.- 
Johnton  {H'.-lt'aolur'i  )  -,  Sur  la  ilélernilnalion  Aa  ligne  d'un  terme  quelcaoqM  t* 
déterminiinL  —  Cro/icr{J.-lH.)  :  Sommotion  J'uno  série.  —  Gmrtr  (ff.-B',);  W"" 

lion  (l'un?  éq nation    cubique.    Sur    la    llHiorie  des  enTeloppes.  Carlft  :ia* 

mémo  sujet.  —  Tonner  {H.-H'.-l.lojd):  Thëorinie d'Arilliniptique Ad»wa(W- 

Sur  une  clasao  d'intèip'ales  définies.  —  Glaiiher  ( /../f '.•/..)  i  Tfaénrênie  nt><i( il* 
diiïérance  entre  les  lummes  ilei  diriaenri  pair»  el  impain  d'un  nombre.  S«q^ 
quM  fracUoni  continue*.  —  Rgjleigh  :  D^nionslntion  simple  dun  théorcm"  e* 
carnant  In  potentiel.  —  Cajley  (  A.)  :  Une  idonlil^- 

Carity  {A.)  :  Sur  deui  roiieliona  ([nRdriqqea  li^es  entre  cites.  —  l.m-a,  lU\- 
Sur  le  .levploppemenl  en  séries.  -  ff»Aa«  {H.-U.-II.)  :  Sur  un  tbeorfmr  i*  il» 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  yS 

drigues.  —  Nit^en  (C,)  :  Démonstration  des  principes  de  la  composition  des  couples 
en  Statique.  —  Gledsher  (J.-W.-L.)  :  Développement  déduit  de  la  série  de  La- 
grange.  —  Nanson  {E,'V.)  :  Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  sur  les  dé- 
terminants fonctionnels.  —  Croker  {J^'M.)  :  Démonstration  de  la  formule  qui 
donne  i*  -+-  ti'-h  3*H-  . . .  n-n'.  —  Verdon  (il.)  :  Développement  des  produits  de  co- 
sinus et  de  sinus.  —  Cajrlejr  {A,)  :  Une  identité  trigonométrique.  Extrait  d'une 
lettre. 

Wilkinson  {M.-M.-U.)  :  Une  identité  en  fonctions  elliptiques.  —  Tanner  (H.- fF.- 
Llojd)  :  Note  sur  le  calcul  fonctionnel.  Note  sur  l'Arithmétique.  —  Cayley  (^.)  : 
Not(^  sur  la  méthode  des  dériyations  d'Arbogast. 

Cayley  {A^  :  Un  problème  de  partition.  —  Mansion  (P.)  :  Nouvelle  démonstra- 
tion de  la  propriété  fondamentale  des  équations  différentielles  linéaires.  —  Hart 
{Henry)  :  Sur  le  paradoxe  cinématique  de  Sylvester.  —  Kempe  (A,~B.)  :  Théorème 
de  Cinématique.  —  Glaisher  {J.'ff'.'L.)  :  Note  d'Arithmétique. 

Itawson{Rob.).  —  Sur  des  équations  de  Riccati  liées  entre  elles* 

(69). 

Tliomson  {J,-J,).  —  Sur  la  décomposition  du  produit  de  deux 
sommes  de  huit  carrés  en  une  somme  de  huit  carrés.  (73). 

{wlaisher  [J.-TF'.-L.).  —  Séries  et  produits  pour  exprimer  n  et  les 
puissances  de  tt.  (75). 

Mansion  (P.).  —  Sur  un  théorème  arithmétique  du  professeur 
H.-J.-S.  Smith.  (81). 

Lucas  [Ed.),  —  Sur  le  développement  de  i — - — |    en  série.  (8a). 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  les  sommations  successives  de 

!"•  4- a"* -4- 3*"  4- . . . -4- x^. 

(84}. 

Drach[S.'M.).  —  Racines  cubiques  des  nombres  premiers  avec 
3i  décimales.  (86). 

Tableau  s*étcndant  depuis  ^jusqu'à  y^iaj. 

Tanner  [H.-'TV.'Llojd.].  —  Sur  certaines  équations  aux  différen- 
tielles partielles  du  second  ordre,  qui  ont  une  intégrale  première 
générale.  (89). 

Cajley  (^.).  —  Projet  d'un  intégrateur  mécanique  pour  le  calcul 
dcf(\djt:  -h  Yrfr  )  le  long  d*un  chemin  arbitraire.  (9a). 

^dams  [J,'C.),  —  Sur  une  démonstration  simple  du  théorème  de 
Lambert.  (97). 

R.7. 


I 


SECONDE  PAItTie. 

\nhrim  (V/.).  —  Sur  U  «iirfnce  <1l*  l'onde,  (loo). 

tif  thcorimn  d^montr*  Mt  la  ■nhrant  :  •  Le*  plana  |i«rB)tnlM  «m  r'"**'^*' 
Ho^lii-ra  coupent  la  *ur(iue  lulnnl  des  quBrtlquoa  tricJrruUitn  -. 

Glaisher  (J .-JV. •!..).  —  Stir  d«  longues  succession*  de  nonbn 
iMia^iMK*.  (roa>to(i,  i^i-i^(>). 

Tanner  (f/.-ff^.-Lloyd).  —  Haie  sur  une  équation  diflL-reolirlt. 

(,.,7). 

.Vamon  {K.-J.).  —  Sur  les  L^uations  liiicaïrcs  aux  diircrvDbdlci 
partR'lIes  du  preiiùcrr  onli-c.  (i  1 1). 

/^tidestlorf{C.).  —  Thi^orÂmcde  CîiiûinatK|uc.  (ia5). 

f-uir  lo  Mùnoiraac  M.  Llnuln.'.  0«llfi,f>.  II,. 
l'tmdldhuiy  [R-)-  —  Sur  les  lentilles  équivalait  1rs.  (lao)- 
Liicas  [Éd.)-  —  Sur  le»  nouibivs  d'Eulcr.  (iS^). 

J7itwi.ion  (7.-7.).  —  Extcnsinn   de  la    mvtliodu   do»   dèrlvatii» 
d'Arbogast.  (  t4^)- 

Glaisher  (J.-TF'.-L.).  —  Sur  uinr  foniiult;  rclaiive  aUK  luiKtÛ» 
rlliptiqucs.  ^^^^^H 

frU'^ilh  {W.-.J.).  --  La  :i(;u4-factorîcllc-  _\.  (»4j).  ^^^^ 

Taylor  (H.-AI.) .  —  Sur  le  porisme  de  l'anneau  de  cercles  londal 
deux  cercles.  (i48). 

KUioU  [E.-B.].  —  Théorènie  sur  les  aires,  renfermant  cWnii 

Holditch,  avec  son  analc^ue  pour  les  trois  dioieusions.  (i5o). 
Glaisher  [J.-W.-L.).  —  Sur  une  classe  de  déterminams.  (i6o)- 

Kempe  {J.-B.).   —  Noie   sur  le  ihéorème   de   Cinématiqne  Jc 
M.  Leudesdorf.  (i(ij). 


Taylor  {W.-W.).  —Sur l'anneau  de  cereles  touchant  dcuxcerdo. 
et  sur  des  porismcs  analogues,  (1(17)- 

Ca;)ley  [A.).  —  Formules  renfermant  les  racines  septièmaJ» 
l'uniié.  {177). 

iVrtw.ïon  [K.-J.].  —  Motc  surrilydrodynainique.  (iSa). 
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Lucas  [Ed.).  — Sur  rinterprétation  d'un  passage  dos  œuvres  de 
Mersenne.  (i85). 


ATTI  DELLA  R.   ACCADEMIA  DKI  LiNCEI.   In-^T  (M* 

2*  Série. 
Tome  ni;  1875-1876. 

Ricci)  {^4.).  —  Sur  les  courbes  parcourues  par  les  poussières  élec- 
trisées.  ( 48-54 ^  i  ?'•)• 

Brioschi  [F.).  —  Sur  la  condition  pour  la  décomposition  d'une 
cubique  en  une  conique  et  une  droite.  (89-90). 

Brioschi  [F,).  —  Sur  les  conditions  qui  doivent  être  vériflées  par 
les  paramètres  d'une  courbe  du  quatrième  ordrc^  pour  que  celte 
courbe  soit  une  conique  double.  (91-92). 

^rmenantc  (^.).  —  Génération  des  connexes  de  second  ordre 
et  de  seconde  classe.  (laS-iaS). 

Dini  {U.).  —  Sur  une  fonction  analogue  si  celle  de  Gnnîn.  (129- 

,37). 

Ascoli  (G.).  —  Note  sur  la  série  \    u^z*^.  (iSô-iSg). 

o 

Casorati  [F.).  —  Nouvelle  théorie  des  solutions  singulières  des 
équations  diilérentielles  du  premier  ordre  et  du  second  degré 
entre  deux  variables.  (160-167). 

Goi^i  (O.).  —  Sur  les  méthodes  proposées  en  1689  par  Boiiaven- 
tiira  Ca^alieF'i  pour  obtenir  directement  le  logarithme  de  la 
somme  ou  de  la  différence  de  deux  nombres  dont  les  loga- 
rithmes sont  donnés,  et  pour  résoudre  au  moyen  des  fonctions 
circulaires  les  équationS4du  second  degré.  (173-178). 

Cerriiti  (  /^.  ).  —  Sur  les  mouvements  non  périodiques  d'un  sys- 
tème de  points  matériels.  (244'^49)- 


'}  \\)\r  UullcttH.  I„  ly. 
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Brioschi  [F.),  —  Sur  une  propriété  des  triangles   tritangcnts  à 
une  surface  cubique.  (207-259). 

D'Ovidio  [E.).  —  Quelques  propriétés  métriques  des  complexes 
et  des  congruences  linéaires  en  Géométrie  projective.  (260-268)- 

Cremona  (L.).  —  Mémoire  sur  la  correspondance  entre  la  théorie 
des  systèmes  de  droites  et  la  théorie  des  surfaces.  (285-3o2). 

Minich  {S.'R.)>  —  Sur  Temploi  analytique  des  différences  entre 
les  racines  dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  (3o3-3 52). 

5  I.  Équations  élémentaires.  —  J  II.  Application  de  la  méthode  au  calcul  des 
fonctions  symétriques  des  racines  et  au  développement  de  l'équation  aux  carré» 
des  différences.  —  $  111.  Autre  méthode  plus  expéditive  pour  ohtenir  de  proche  eo 
proche  toute  équation  aux  carrés  de»  différences.  —  J  IV.  Sur  les  fonctiont  élé- 
mentaires des  coefficients  d*nne  équation  quelconque,  aux  différences  qvi  sont 
invariahles  par  rapport  aux  racines  de  Téquation  primitive.  —  §  V.  Nouvelles  ob- 
servationt  sur  les  théories  du  J  IV,  d'où  Ton  peut  déduire  d'autres  procédés  plu» 
faciles.  —  §  VI.  Application  aux  fonctions  cycliques  ordinaires  et  à  d'autres  fonc- 
tions des  différences  des  racines  d'une  équation  donnée.  —  J  Vil.  Autres  exemple» 
simples  d'applications.  Produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines  d'une 
équation  du  cinquième  degré.  —  §  VIII.  Vérifications  du  résultat  précédent.  Nou- 
Teau  mode  de  recherche  des  équations  aux  carrés  des  différences. 

lyOs^idio  {£.).  —  Sur  les  réseaux  de  complexes  linéaires  dans  la 
Géométrie  projective.  (56i-58i). 

D'Oi^idio  (E')'  —  Les  séries  triples  et  quadruples  de  complexes 
linéaires  dans  la  Géométrie  métrico-projective.  (723-746). 

Respighi  {L,),  —  Observations  du  diamètre  solaire  faites  à  l'Ob- 
servatoire du  Capitole.  Deuxième  Note.  (878-895). 

3*  Série. 
Tome  I;  1876- 1877. 

Respighi  {L,).  —  Sur  la  latitude  de  TObservatoire  Royal  du  Capi- 
tole.  Deuxième  Mémoire.  (3-32). 

L'auteur  troure  pour  résultat  l\i^bVZyfbî. 

Roitl  [Ant,),  —  La  vitesse  théorique  du  son  et  la  vitesse  molécu- 
laire des  gaz.  (39-45). 

Smith  [H.'J.'S.].  —  Mémoire  sur  les  équations  modulaires.  (i36- 
149;  fr.). 
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Keller  (Fil.).  —  Sur  la  dlrectiou  de  la  pesanteur  à  la  station 
Barberinî,  sur  le  moût  Mario.  (162-173). 

Cerruti  [F.)*  —  Sur  les  petites  oscillations  d'un  corps  rigide  en- 
tièrement libre.  (.345-37o). 

Uzielli  (G.).  —  Études  de  cristallographie  théorique.  (427-480). 

Introduction. —  I.  Hypothèse  des  indices  entiers.  Généralités.  Relations  Irigono- 
métriques  entre  cinq  directions  dans  l'espace  (points  de  la  sphère).  Relations 
algébriques  correspondantes.  Plans  et  Eones  orthogonaux  dans  les  polyèdres  cris- 
tallins. Résumé  de  la  I*"*  Partie.  —  II.  Hypothèse  de  la  superposition  ou  de  la  sy- 
métrie. Généralités.  Théorèmes  dépendants  de  l'hypothèse  de  la  superposition  ou 
de  la  symétrie.  Corrélations  entre  la  loi  des  indices  entiers  et  la  loi  de  superpo- 
sition ou  de  symétrie.  Division  rationnelle  des  polyèdres  cristallins  en  sept  systèmes, 
fondée  sur  les  deux  hypothèses  de  la  rationnalité  des  indices  et  de  la  symétrie  des 
faces. —  III.  Corrélation  entre  la  symétrie  géométrique  et  la  symétrie  physique  dans 
les  corps  cristallins.  —  IV.  Hypothèse  de  la  réductibilité  de  tous  les  systèmes  à  un 
f)'Stème  orthogonal  et  au  monométrique*  —  V.  Sur  la  réduction  empirique  de  tous 
les  types  cristallins  à  un  type  orthogotiaL  Possibilité  empirique  d'une  telle  réduc- 
tion. Improbabilité  de  la  réduction  théorique  d'un  type  cristallin  à  un  type  d'un 
autre  système.  Réduction  empirique  d'un  cristal  quelconque  k  un  type  orthogonal. 
Applications. 

Notes.  —  I.  Sur  les  valeurs  que  peut  avoir  un  angle  quand  il  est  une  partie  ali- 
quote  de  la  circonférence,  et  que  le  carré  de  son  cosinus  est  rationnel.  —  II.  Sur 
les  plans  de  6ymétrie  binaire.  —  111.  Résolution  en  nombres  entiers  de  quelques 
équations  indéterminées  du  second  degré.  Applications  au  système  monométrique. 
—  IV.  Théorèmes  sur  les  fractions  continues. 

Beltrami  (£*.)•  —  Sur  la  détermination  expérimentale  de  la  den- 
sité électrique  à  la  surface  des  corps  conducteurs.  (49i-î>02). 

De  Paolis  [li.  ).  —  Les  transformations  planes  doubles.  (5ii-544)« 

I.  Transformations  d'ordre  n  et  de  genre  p.  —  §1.  Généralités,  courbe  double, 
courbe  limite.  Singularités  des  courbes  correspondantes  aux  courbes  du  plan  simple. 
§  2.  Rcsonu  des  courbes  correspondantes  aux  droites  du  plan  double.  §  3.  Séries 
des  courbes  correspondantes  aux  droites  du  plan  simple.  §  4.  Courbes  fondamen- 
tales. §  5.  Propriétés  de  la  courbe  limite  et  de  la  courbe  double.  Singularités  des 
rouHjes  correspondantes  aux  courbes  du  plan  double.  §  G.  Les  points  doubles  du 
plan  simple.  §  7.  Sur  quelques  lieux  et  enveloppes  relatifs  à  P  et  P'. 

II.  Transformations  d'ordre  n  et  de  genre  o,  i.  $  1.  Transformations  générales  de 
[enreo,i.  Courbes  et  points  fondamentaux  de  P'.  Courbe  double.  $2.  Construc- 
tion des  points  conjoints.  §  3.  La  transformation  double  /i  =  3,  p=zo.  $  4.  La 
transformation  double />s=o,  n  =  3.  $  5.  La  transformation  double /yssi,  /i  =  3. 
§  G.  Ri'solution  des  équations  (G),  (7)  par  les  transformations  des  dix  premiers 
ordres.  §  7.  Les  transformations  rationnelles  appliquées  au  plan  simple  et  au  plan 
«loiihic. 

III.  Transformations  d* ordre  n  et  de  genre  p'^x.  §  1.  Méthode  pour  trouver  la 
position  spéciale  des  points   fondamentaux.  La  transformation  ^  =  3, /<  =  f  ;  une 
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transformation  /»=  a,  //  .=  5.  §  2.  Une  transformation  n  =:  b,  p  =  3,  et  uue  trans* 
formation  /i  =s  6,  p  =  3. 

Battaglini  (G.).  —  Sur  le  mouvement  suivant  une  ligne  du  se- 
cond ordre.  (63 1-638). 

Feronese  (G.).  —  Nouveaux  théorèmes  sur  Thexagramme  mys- 
tique. (649-703). 

Saviotti  {C).  —  Sur  quelques  points  de  Statique  graphique. 
(704-740,  II  pi.). 

«  Le  Mémoire  se  divise  en  trois  Parties  :  la  première  concerne  des  questions  qui 
ont  une  importance  pratique,  et  où  la  multiplication  des  exemples  peut  être  utile 
pour  ceux  qui  s'appliquent  à  cette  étude.  La  deuxième  a  le  mérite  d'un  exercice  très- 
Tarie  et  étendu  à  une  théorie  vraiment  importante  et  qui  devrait  devenir  familière 
aux  ingénieurs.  La  troisième  Partie  enfin  offre  des  exemples  intéressants,  même 
au  point  de  vue  géométrique,  puisqu'elle  rappelle  diverses  propriétés  des  (uniques 
pour  les  appliquer  à  un  but  mécanique.  La  nombreuse  collection  de  planches,  exé- 
cutées avec  soin  et  netteté,  augmente  la  valeur  et  surtout  l'utilité  de  ce  travail.  Bien 
que  le  Mémoire  soit  de  nature  plutôt  didactique  que  scientifique,  on  ne  peut  re- 
fuser à  l'auteur  le  mérite  do  l'invention,  à  cause  du  grand  nombre  de  solutions 
originales  et  de  constructions  nouvelles  qu'il  donne  des  divers  problèmes,  outre  le 
mérite  incontestable  du  soin  avec  lequel  le  travail  a  été  conduit.  »  ( Battaglisii ). 

Gauler o  (G.).  —  Des  turbines.  (741-750). 

Respighi  [L.).  —  Observations  du  diamètre  solaire,  faites  à  l'Ob- 
servatoire Royal  du  Capitole,  en  1876.  (751-761). 

Roiti  [Ant.  ).  —  Sur  la  propagation  du  son  dans  la  théorie  actuelle 
Aqs  fluides  aériformes.  (762-777). 

Bellavitis  (G.).  —  Sur  la  résolution  des  congrurnces  numériques 
et  sur  les  Tables  qui  donnent  les  logarithmes  [indices)  des 
entiers  par  rapport  aux  divers  modides.  (778-800). 

On  peut,  comme  Gauss  l'a  montré,  remplacer  le  Canon  arithmeticus  de  Jacobi 
par  une  Table  des  périodes  dans  la  réduction  en  déciniules  des  fractions  qui  ont 
pour  dénominateurs  les  divers  modules.  Quelle  que  suit  la  base  du  système  de 
numération  adopte,  le  nombre  total  des  chiffres  des  fractions  périodiques  ne  varie 
pas.  11  y  a  lieu,  pour  cette  raison,  de  préférer  au  système  décimal  le  système  bi- 
naire. C'est  à  l'aide  de  cette  remarque  que  M.  Bellavitis  a  calculé  sa  Table  d'indices 
jusqu'au  module  premier  383,  et  pour  d'autres  modules  supérieurs.  Il  y  a  joint  les 
Tables  relatives  au  module  356  et  à  quelques  modules  entiers  inia(jfnaires. 

Crernona  [L.),  —  Théorèmes  stéréométriques,  desquels  on  déduit 
les  propriétés  de  riicxagraminc  de  Pascal.  (851-874). 

D'O^idio  (^.  )•  —  Les   fonctions  métriques    fondaiiienlalos  dans 
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les  espaces  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions  et  de  cour- 
bure constante.  {929-986). 

Une  'variétéj  ou  espace  an  —  i  dimensions,  est  constituée  par  l'ensemble  de  n 
▼ariables,  chaque  élément  ou  point  simple  étant  individualisé  (déterminé  d'une 
façon  unique)  par  les  rapports  de  /i  —  i  de  ces  variables  à  la  /i'**^;  les  quantités 
proportionnelles  aux  valeurs  x,,  x,,  . . .,  x^^  ou^^,;^,,  .  .^^Xh  ^^  ces  variables  seront 
dites  les  coordonnées  homogènes  du  point  x  ou  jr.  Si  l'on  considère  r  points  x, 
jr',  . . . ,  x*— *  (r  </*)  de  cet  espace,  tous  les  points  },x-\-X' x'  -^  ...  -f-  jf-* x'-*,  c'est- 
à-dire  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  de  la  forme 

jix, -f- /'y, -H . . . -t- /'-' jTj  ', 

AX^  -i-  À ' x',  -t-  .  .  .  -H  A  ""  J:        , 


constituent  un  espace  à  r  —  1  dimensions  :  un  tel  espace  sera  dit  un  r  point,  ou 
point  ropi*  de  Tespace  à  n —  1  dimensions  ;  un  point  simple  appartient  à  ce  r  point,  si 
ses  coordonnées  peuvent  être  exprimées  par  les  formules  ci-dessut  :  on  aperçoit  de 
suite  que  les  coordonnées  de  tout  point  simple,  appartenant  à  un  r  point,  satisfont 
k  n  — r  relatidns  linéaires  distinctes,  et  réciproquement:  ainsi  les  coordonnées  d'un 
n  —  I  point  satisfont  à  une  équation  linéaire  ;  il  convient  donc  d'appeler/y/oA  ou  pleut 
simple  un  n  —  i  point;  par  analogie,  un  n  —  r  point  sera  un  r  plan,  un  ;i — a 
point,  ou  un  j  plan  sera  une  droite.  On  voit  aussi  que  un  r  point  et  un  r'  point 
ont  un  h  point  commun  quand  r-^r'  =  n  -^  k^  et  n'ont,  en  général,  aucun  point 
commun  quand  r-^ r' ^n^  il  est  inutile  d'insister  sur  les  questions  analogues 
relatives  aux  multiplans,  précédemment  définis  d'après  les  multipoints.  Quant  aux 
coordonnées  d'un  r  point  Individualisé  par  les  r  points  simples  x,  x',  . . .,  Jf'\  ce 
sont  les  déterminants  d'ordre  r  tirés  de  la  matrice 

X|  ...      x^ 


•   •   •  •  •  • 


r-i  r-i 


l'analogie  de  cette  notion  et  de  celle  des  coordonnées  pluckériennes  d'une  droite, 
dans  l'espace  ordinaire,  est  évidente;  ces  coordonnées  satisfont  à  certaines  re- 
lations quadratiques.  On  obtiendra  d'une  façon  analogue  les  coordonnées  d'un 
r  plan.  M.  Cayley  (*)  a  donné  le  nom  ^'absolu  de  l'espace  à  #1 —  l  dimensions  un 
espace  à  //  —  i  dimensions,  constitué  par  tous  les  points  du  premier  espace  qui  sa- 
tisfont à  une  certaine  équation  quadratique 

]S<iiy  Xj.r-=  o. 

La  considération  de  la  forme  adjointe  conduit  simplement  à  la  notion  des  multi- 
points conjugués.  Si  l'on  considère  deux  points  simples  x^y^  en  écrivant  qu'un 
point  Jlx-H/A^  de   la   droite   qui  les  joint  appartient  à  l'absolu,  on  obtient  une 

équation  quadratique  en  —  ;  le  quotient  des  deux  racines  est  le  rapport  anharmo- 


(^  '  )  Sixth  Mcmoir  upon  Quantics,  {Phil.  T'/a/ix.,  iSây.) 
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nique  des  deux  points  x,jr  et  des  deux  points  où  la  droite  xr  rencontre  l'absoln  : 
le  logarithnie  de  ce  rapport,  divisé  par  — =9  est  la  distance  des  deux  poimu.  Les  deux 

points  sont  orthogonaux  si  cette  dktanee  est  égale  à  -;  les  points  de  l'absola  doi' 

▼ent  être  regardés  comme  orthogonaux  à  eux-mêmes,  et  comme  étant  à  nne  dis- 
tance infinie  de  toat  point  de  Fespaee  proposé  k  r  —  1  dimensions. 

M.  D'Oridio  définit  ensuite  l'orthogonalité  simple,  double,  parfaite  entre  deux 
ronltipoints,  puis  \euT  perpendicularité  simple,  double;  M  détermine  le  nombre  et 
les  propriétés  des  droites  perpendiculaires  à  la  fois  à  deux  multipoints  donnés  et 
traite  de  la  projection  d'un  multipoint  sur  un  multipoint. 

La  notion  des  diverses  distances  entre  deux  multipoints  le  conduit  à  celles  de 
leur  moment  et  de  leur  comoment,  c'est-à-dire  du  produit  des  sinus  et  des  cosinus 
de  ces  distances;  et  ces  notions  reçoivent  ensuite  une  nouvelle  extension. 

Les  roultiplans  donnent  lieu  à  des  recherches  analogues. 

Vampleur  d'un  groupe  de  points  et  de  plans  est  une  conception  analogue  à  celle 
de  surface  ou  de  volume,  étendue  à  l'espace  kn  —  i  dimensions  :  ce  nouveau  concept 
conduit  à  une  série  de  théorèmes  qui  peuvent  être  regardés  comme  la  générali- 
sation des  plus  importantes  propositions  de  Trigonométrie  plane  ou  sphérique  et  de 
la  tétraédrométrie. 

Enfin,  après  avoir  étudié  le  parallélisme  des  divers  ordres  des  multipoints, 
l'auteur  termine  en  discutant  le  cas  important  où  le  discriminant  de  Tabaolu  est 
nul;  c'est  le  cas  où  rentre,  pour  1  =  4»  l'espace  euclidien. 

liespighi  [L.),  —  Sur  les  observations  spectroscopîques  du  bord 
et  des  protubérances  du  Soleil,  faites  à  l'Observatoire  Royal  du 
Capitole.  (laji-iSii,  6 pi.). 


Transiwti.  —  Tome  I;  1876-1877. 

Brioschi  [F.).  —  Sur   quelques   résultats  récents    obtenus    par 
M.  Klein  dans  la  résolution  des  équations  du  cinquième  degré. 

(3i-34). 

.Smith  [H.-J.St,).  —  Sur  les   intégrales   elliptiques    complètes. 

(4M4;fr.). 

Smith  (Il.-J.'St.).  —  Sur  les  équations  modulaires.  (68-69-,  fr. ). 

Dini  {U.).  —  Sur  une  classe  de  lonctions  iinics  et  continues  qui 
n'ont  jamais  de  dérivée.  (70-72,  i3o-i33). 

Hirsl  [T.^Avcher).  —  Sur  la  corrélation  de  deux  plans.    (86- 
92;  i'r.). 

Bertini  {E.),  —  Nouvelle  propriété  des  courbes  d'ordre  n  à  point 
(//— 2)-uple.  (c)a-95). 
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Narducci  {E,).  —  Sur  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  alexan- 
drine,  contenant  les  apices  de  Boèce  sans  abaque,  et  avec  une 
valeur  de  position.  (129). 

Tous  les  historiens  des  Mathématiques  ont  cru  jusqu'ici  que  les  cbifires  appelés 
apices  de  Boèce,  qui  ont  une  forme  analogue  à  la  forme  indienne,  n'avaient  été 
employés  qu'isolément  dans  les  colonnes  de  l'abaque.  Mais  il  résulte  d'un  codes 
de  la  bibliothèque  alezandrine,  du  xii*  siècle,  que  ces  apices  ont  été  employés  sans 
abaque,  sans  zéro  et  avec  une  valeur  de  position.  L'exemple  qu'offre  ce  manuscrit 
est  le  seul  connu. 

Betti  (£*.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  système  d'un  nombre  quel- 
conque de  points.  (lag-iSo). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  «  L'intégration  des  équations  du  mouvement  d'un 
système  de  n  points,  qui  s'attirent  ou  se  repoussent  mutuellement  en  vertu  de 
forces,  fonctions  de  leurs  seules  distances,  peut  se  réduire  à  l'intégration  de3/i  —  G 
équations  différentielles  du  second  ordre  entre  un  pareil  nombre  de  distances' 
mutuelles,  avec  une  variable  indépendante,  laquelle,  une  fois  les  intégrations  effec- 
tuées, se  détermine  en  fonction  du  temps  au  moyen  d'une  quadrature.  Les  dis- 
tances mutuelles  des  points  étant  déterminées  en  fonction  du  temps,  on  en  peut 
déduire,  par  une  seule  quadrature,  le  mouvement  du  système  proposé  par  rapport 
à  un  plan  invariable  de  direction,  et  à  une  droite  de  direction  fix»  dans  ce  plan. 

Cerruti  (  /^.  ).  —  Considérations  sur  les  chaleurs  spéci6ques.  (i36- 

141). 

Bespighi  (Z.  ).  —  Sur  les  recherches  de  la  planète  Vulcain.  (i53- 
i54). 

De  Gasparis  [A,  ).  —  Sur  la  valeur  du  paramètre  dans  les  orbites 
elliptiques  ou  paraboliques.  (165-169,  246-247). 

Roiti  {A,).  —  Sur  les  rapports  qui  ont  lieu  entre  la  vitesse  molé- 
culaire des  gaz  et  la  vitesse  théorique  du  son.  (171-173). 

Casorati  [F,),  —  Recherches  sur  les  équations  diflerentielles  à 
primitive  générale  algébrique.  (iSS-iSg). 

Keller  (F.  ).  —  Sur  la  détermination  de  la  composante  horizontale 
du  magnétisme  terrestre,  faite  à  la  station  magnétique  de 
S.  Pietro  in  Vincoli.  (2i3-2i6). 

Caporali  [E,'U,),  —  Théorème  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre.  —  Théorème  sur  les  faisceaux  de  courbes  du  troisième 
ordre.  (aSô). 

I^  première  Partie  concerne  les  systèmes  de  trois  points  conjugués  par  rapport 
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à  une  courbe  de  troisième  ordre,  c'est-à-dire  tels  que  deux  quelconques  d'entre  eux 
soient  conjugués  par  rapport  à  la  conique  polaire  du  troisième.  On  exprime  que 
trois  points  sont  conjugués  au  moyen  d'une  seule  condition.  Ces  trois  points  peu- 
Tent  être  situés  sur  une  droite  :  tels  sont  les  trois  points  d'intersection  de  la  cubique 
et  d'une  droite  quelconque.  Plu>ieurs  des  propriétés  énoncées  par  M.  Caporali  ont 
leurs  analogues  dans  la  théorie  des  coniques,  par  exemple  celle-ci  :  Les  points  d'in- 
tersection des  diagonales  d'un  quadrilatère,  dont  les  quatre  sommets  sont  situés 
sur  une  cubique,  sont  conjugués  par  rapport  à  cette  cubique.  L'auteur  s'occupe 
aussi  de  systèmes  de  quatre  points  conjugués;  ils  sont  tels  que  trois  quelconques 
d* entre  eux  soient  conjugués. 

Dans  la  seconde  Partie,  M.  Caporali  considère  un  faisceau  de  cubiques.  Les  co- 
niques polaires  d'un  point  quelconque  ont  quatre  points  communs  qui,  lorsque  le 
premier  point  décrit  une  droite,  décrivent  une  courbe  du  quatrième  ordre  :  l'en- 
semble des  courbes  du  quatrième  ordre  qui  correspondent  aux  diverses  droites  du 
plan  forme  un  réseau.  La  jacobienne  J  est  le  lieu  d'un  point  dont  les  coniques 
polaires  se  touchent;  lorsque  ce  point  décrit  la  courbe  J,  le  point  do  contact  des 
coniques  polaires  décrit  une  courbe  H,  et  les  deux  autres  points  communs  à  ces 
coniques,  une  courbe  K.  L'autenr  donne  diverses  propriétés  des  courbes  J,  K,  H. 


Tbb  LONDON,  EDINBURGH,  and  DUBLLN  PHILOSOPHICAL  magazine  and 
Journal  op  Science.  Conducted  by  sir  Robert  Kane,  sir  William  Thomson 

and  William  Francis.  —  London,  in-S**  ('). 

* 

Tome  XLV  (4'  Série);  janvier-juin  1873. 

Mayer  [A. -M.).  —  Sur  un  pyromètre  acoustique.  (18-22). 

Moon  (fl.).  — Sur  la  déGnition  de  rintensité  dans  les  théories  de 
la  lumière  et  du  son.  (38-4o,  36 1-365). 

Stolétof  [A,),  —  Sur  Je  pouvoir  magnétique  du  fer  doux.  (40-57). 

y  OIT  Bulletin,  IV,  126. 

Majer  [A, -M.),  —  Sur  la  détermination  expérimentale  de  Tiuten- 
site  relative  des  sons,  et  sur  la  mesure  des  pouvoirs  de  diverses 
substances  de  réfléchir  et  de  transmettre  les  vibrations  sonores. 

(90-97)- 

Todhunter  (7.).  —  Note  sur  Thistoire  de  certaines  formules  de  Tri- 
gonométrie sphérique.  (98-100). 

Sur  la  découverte  des  formules  connues  sous  le  nom  àe.  formules  de  Gauss.  On 
(')  Voir  Dulleiin,  I,,   ij3-i/|G. 
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les  troure  pour  la  première  fois  dans  un  article  de  Dclambre,  inséré  dans  la  60/1- 
naissatice  des  Temps  pour  Tannée  1809,  imprimée  en  1807.  On  a  généralement 
adopté  une  date  fautive,  d'après  la  première  réclamation  de  Delambre,  qui  renvoie 
par  erreur  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  l'année  1808. 

Moon  {H')'  —  Sur  la  loi  de  la  pression  des  gaz.  (100-104). 

Heaviside  (O.).  —  Sur  la  meilleure  disposition  du  pont  de  Wlieat- 
stone  pour  mesurer  une  résistance  donnée  avec  un  galvanomètre 
et  une  batterie  donnés.  (114-120). 

Everett.  —  Sur  la  théorie  optique  du  mirage.  (161-172,  248-260). 

Bosanquet  [R.-H.-M,)  —  Correction  au  Mémoire  «  Sur  une  dé- 
termination de  la  relation  entre  Ténergie  et  l'intensité  apparente 
des  sons  de  différentes  hauteurs  ».  (173-175). 

Voir  Philos.  Magaz.,  XLIV,  38i;  Bulletin,  I„  i/|6. 

I/opkinson  (/.).  —  De  Teflel  du  frottement  intérieur  sur  la  réson- 
nance.  (176-182). 

Glaisher  [J.^TV.-L,),  —  Sur  Tirrationnalité  arithmétique. 
(191-198). 

On  admet  ordinairement  que  les  valeurs  des  transcendantes  données  approxima- 
tivement par  les  Tables  numériques  sont,  en  général,  irrationnelles.  M.  Glaisher 
en  donne  pour  la  première  fois  la  démonstration. 

Noble.  —  Sur  la  pression  nécessaire  pour  imprimer  une  rotation 
aux  projectiles  des  armes  rayées.  (204-21 5). 

Bosanquet  [R.-H.^M.).  —  Note  sur  la  mesure  de  l'intensité  dans 
les  théories  de  la  lumière  et  du  son.  (2i5-2i8). 

Salisburj  (le  marquis  de).  —  Sur  les  lignes  spectrales  de  basse 
température.  (241-245). 

Ileaviside  (O.).  —  Sur  une  méthode  avantageuse  d'employer  le 
galvanomètre  différentiel  pour  la  mesure  des  petites  résistances. 

(045-348). 

Scliwendler  {LX  —  Sur  les  galvanomètres  différentiels.  (268-273). 
Glashan  [J.-C).  —  Sur  la  distillation  fractionnelle.  (273-276). 
Sundell[A.'F.).  — Sur  Finduction  galvanique.  (283-296). 
Dav^is  (.Y. -5.).  —  Théorie  mathématique  des  vibrations  qu'éprou- 
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wcnt  les  métani^  échanfles  mis  en  contact  avec  nu  corps  froid. 
(apfi-SoS). 

Tlionuon  (sir  TWS).  —  Sor  les  corpuscules  nitramondains  de  Le 
Sage,  et  sur  le  mouYement  des  corps  rigides  dans  un  liquide  cir- 
culant sans  rotation  à  travers  les  perforations  de  ces  corps  ou 
dans  un  solide  6xe.  (3a  1-343 )• 

Hudson  [H,).  — Sur  rintensitéde  la  lumière,  etc.  (359-36i). 

Bierens  de  Haan  {D.).  —  Sur  quelques  anciennes  Tables  logaritli- 
miqucs.  (371-376). 

Glaisher  {J.'TF'.''L.).  —  Sur  les  anciennes  Tables  logarithmiques 
et  leurs  calculateurs.  (376-382). 

Struit  [J.'Tf,).  — Sur  la  loi  des  pressions  des  gaz.  (438-439). 

Muîr  (77i.).  —  La  première  extension  du  mot  aire  au  cas  d'un 
contour  plan  qui  se  coupe  lui-même.  (450-4^4  )• 

Cette  extension,  attribuée  à  A.  De  Morgan,  remonte  en  réalité  à  nn  Mémoire  de 
A.-L.-Fr.  Meister,  publié  dans  les  Conunentaircs  de  Gôttingne  pour  1769-70,  et 
intitulé  :  De  génère  figurarum  pUuuuiun  et  inde  pendentibms  earum  afeetùmîhms. 

Tome  XLVI;  juillet-décembre  1873. 

Clausius  (/{.).  —  Sur  les  relations  entre  les  quantités  caractéristi- 
ques qui  se  rencontrent  dans  les  mouvements  autour  d*un  centre. 

(|-2J). 

Traduit  des  yachrichten  der  Kônigl,  Gesellschaft  der  Wiss,  zu  Gôttingen,  1872. 
Voir  Bulletin^  IX,  ^79. 

TValeîin  (  W,-H,)  —  Sur  les  unitats  négatifs  et  fractionnaires. 

(36-4i). 

Glaisher  [J.-TV.-L.),  —  Sur  la  forme  des  cellules  des  abeilles. 

(lo3-I22). 
Historique  des  recherches  mathématiques  auxquelles  cette  question  a  donné  lieu. 

Moon  (^.).  —  Sur  l'intégration  de  réqualion  exacte  représentant 
la  trausmissiou,  suivant  une  direction,  du  son  dans  l'air,  et  dé- 
duite de  la  théorie  ordinaire.  (i22-i3o). 
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Jtowland  [H.-A,).  —  Sur  la  perméabilité  magnétique  et  le  maxi- 
mum de  magnétisme  du  fer,  de  l'acier  et  du  nickel.  (140-159). 

Challis,  —  Sur  les  objections  récemment  faites  aux  principes  reçus 
de  l'Hydrodynamique.  (iSp-iôS). 

Rajleigh  (lord)  [J.-W,  Strutt].  —  Sur  les  lignes  nodales  d'une 
pi aque  carrée .  (  1 66- 171). 

Moon  (/?.)•  —  ^^^  '^  mesure  du  travail  dans  la  théorie  de  l'éner- 
gie. (219-221). 

Airy  [J.'B.).  —  Expériences  sur  le  pouvoir  directeur  de  gros  ai- 
mants d'acier,  des  barres  de  fer  doux  aimanté  et  des  solénoïdes, 
dans  leur  action  sur  de  petits  aimants  extérieurs.  (221-231). 

Stuart  («/.).  —  Recherches  sur  l'attraction  d'un  solénoïde  sur  une 
petite  masse  magnétique.  (23i-236). 

Clausius  (/{.).  —  Sur  un  nouveau  théorème  de  Mécanique,  relatif 
aux  mouvements  stationnai res.  (236-244?  266-276). 

Moon  (/{.).  —  Réponses  à  quelques  remarques  de  M.  Challis  : 
((  Sur  les  objections  récemment  faites  aux  principes  reçus  de 
l'Hydrodynamique  ».  (247-250). 

Nichols  (R.-C.).  —  Sur  la  détermination  de  la  chaleur  spécifique 
des  gaz  et  des  vapeurs  sous  volume  constant.  (289-290,  36i-363). 

Zollner  [F.).  —  Sur  la  température  et  la  constitution  physique  du 
Soleil.  (290-304,  343-356). 

Birt  (  TF.'R,),  — Sur  la  libration  de  la  Lune.  (3o5-3o8). 

Challis.  —  Sur  les  principes  reçus  de  l'Hydrodynamique,  en  ré- 
ponse à  M.  Moon,  (309-312). 

Reynolds  (O.).  —  Sur  l'action  du  sable  insufflé  pour  couper  les 
matières  dures.  (337-343). 

Rajleigh  (lord).  —  Sur  les  vibrations  des  systèmes  approximative- 
ment simples.  ( 357-36 1). 

Challis,  —  Sur  l'intégration  des  équations  dilférentielles  par  les 
facteurs  et  par  la  diflérentiatioii,  avec  application  au  calcul  des 
variations.  (388-398). 
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SâfyiC-)-  —  Sur  le  |>rlnci]>e  >lynainî(|ue  lic  lltimillon  cnTlicniH- 
djiiainii|ai:.  (436-434  )■ 

Rayleif^h  (lord).  —  Sur  ti^  n>ndi-s  foiiil.imfiilniix  drit  «T!>tciDnti- 
hraiit».  {434). 

Zt^nf;er  (C/i.-f'.\.  —  Sur  im  nouveau  «jx^i-iroscopc.  (  439-44S^- 

Muon  [H.).  —  lli-plique  aux  houvcIIrs  remarques  de  M.  Ctia^' 
"  Sur  losprinpipe»  reçus  di-rilydrodytminïqm*  ».  (446-430. 

Max<A.-en  {J.-Cltrh).  —  I)is<oiii-s  sur  les  molf.^ules.  (  i58-46*(  ' 

//r«miW<-  {<)■]■  — Sur  I«  galvaitoinclrc  difrtli-i-iitîcl.  (  469-471I- 

Tiimit  XI.VIl  ;  junvier.juin  1P74, 

C/ia/ln.  —  1'lii'orîc  df  la  sourrc  du  magtictîsiiiu  icm-sirc.  {i^-m), 

Brou ffh  (U.S.).  —  Sur  Ir  pout  du  Wlicalslont-.  (aa-îjj). 

Cha/Hs.  —  Suite  de  la  dîseussion  dct   prïiici[>c*s  analTtianc*  & 
rilydrodynaniî(]Uc,  en  réjxHwe  k  M.  Muon.  (a5-a8).  1 

Sundell  (yi.-P.).  —  Sur  les  forces  électromutricG  cl  tJicrtii»^B- 
tri({ue  de  quelques  alliages  métalliques  en  coiiLart  avec  le  i-iiî<rr- 

(a8-48). 

Jîayleigfi  (lord).  —  Sur  la  fabricaliou  cl  la  tlii-orie  des  réseaux  Je 
dinVaction.  (8i-i)3,  igS-aoj). 

lleaviside  (O.).  —  Sur  le  pont  de  VVlicatsloue.  (  93-q4). 

Croit  (/.),  —  Sur  les  courants  de  l'Océan.  —  III'  Partie  :  Surli 
cause  physique  des  couranis  del'Océan.  (g4-iaa,  168-100), 

Pickcring  [Edw  -C .).  —  Mesures  de  la  polarisation  de  la  lumim 
réllécliie  par  le  ciel  et  par  une  ou  plusieurs    plaques  de  verre. 

Aîoon  {ii-)-  —  Remarques  sur  les  principes  analytiques  de  la  Mé- 
canique, en  réponse  à  iM.  Challis.  (i43-i45). 

Challis.  —  Tliéorie  des  effets  produits  par  le  brouillard  et  la  n- 
peur<li-  l'atmosplière  sur  l'intensité  du  son.  (377~»8i). 
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Moon  (Ji.).  —  Sur  la  mesure  du  travail  dans  la  théorie  de  Téuer- 

gio.   (2()I-294). 

3Iuir  {7ff.^\  —  Sur  les  formes  de  fractions  continues  de  Syivcster 
et  d'autres  pour  la  quadrature  du  cercle-  (33i-334)- 

Hesse  [F,- G.).  —  Solution  directe  d'un  problème  de  Géométrie. 

(354-357). 

Démontrer  qu'un  triangle  dont  deux  bissectrices  sont  égales  est  isoscèle. 

Herschel  (capitaine  J.),  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  calendrier 
au  moyen  de  laquelle  on  peut  trouver  aisément  Tun  des  quatre 
éléments  d*une  date  (Tannée,  le  mois,  le  quantième  du  mois 
ou  le  jour  de  la  semaine),  quand  les  trois  autres  sont  donnés 
(357-358). 

Carpenter  [W.-ïi.].  —  Sur  la  cause  physique  des  courants  de 
rOcéan.  (359-362). 

Rajlcigh  (lord).  —  Contribution  à  la  théorie  des  résonnateurs. 
(419-426). 

Croll  (J.).  —  Sur  la  cause  physique  des  courants  de  TOcéan. 

(434-43;). 

fwlaisher  [J.-TV.'L.),  —  Vérification  d'une  identité  relative  aux 
transcendantes  elliptiques.  (437-444)- 

11  s'agit  de  l'identité 


<.-x'-t- 


00  0» 


Cayley  ^_/.  ).    —  Sur   la    théorie   mathématique   des  isomères. 

('444-447  )• 

Tome  XLVUI;  juillet-décembre  1874. 

Clausius  {/{.).  — Sur  les  différentes  formules  du  viriel.  (i-i  i). 
Pariais  [F,'P.).  —  Sur  le  planimèlre  d'Amsler.  (ii-i3). 

IFriglit  A,-lf  ,\,  —Sur  la  polarisation  de  la  lumière  zodiacale. 

(13-21). 

/?«//.  des  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  II.  (Juillet  i»;».)  Ti.S 
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Schilling  (baron  N.),  —  Les  courants  constants  de  l'air  et  de  la 
mer^  essai  pour  les  ramener  à  une  cause  commune.  (2 1-38, 
97-11 1,  166-180). 

Mallet  {!(-).  —  Halentissement  de  ]a  rotation  de  la  Terre  dû  aai 
marées.  (38-40- 

Glaisher  [L-JF^-L.).  —  Nouvelle  formule  concernant  les  intc^jrales 
déiiuies.  (53-55). 

Croohes  {ff.),  —  Sur  l'attraction  et  la  répulsion  accompagnant  h 
radiation.  (Si-gj). 

O'Kinealy  (/.).  —  Le  théorème  de  Fourîer.  (pS-gj). 

Schwendler  {L.).  —  Sur  la  théorie  générale  de  la  double  télégra- 
phie. (117-138). 

Challis.  —  La  théorie  hydrodynamique  de  l'action  d'une  bobine 
galvanique  sur  un  petit  aimant  extérieur.  (180-200,  35o-363) 
430.445). 

Stolctof{^'ï,).  —  Sur  le  pouvoir  magnétique  des  diverses  masses  de 
fer.  (2oo-ao3). 

Tylor  (.'/.).  —  Sur  les  marées  elles  ondes.  Thc5oric  de  la  réflexion. 
(•204-219). 

Jî(7}  IfH^/t  (lord).  —  Sur  les  vibrations  des  systcincs  approximatif 
renient  simples.  ('i,")8-262). 

Davis  (Tf^-S.).  —  Sur  une  ni(Hliod(»  simple  de  inetlro  en  évidence 
les  ])rin(ipaux  plu-nonirnes  du  mouvement  ondulatoire  au  moven 
de;  eordcs  lle\il>l('s.  (26*2-266). 

Mayrr  (^^.-M.). —  flcclicrclies  d'Acouslicpie.  j\*^  V.  (266-274). 

Millier  (J.-J.).  —  Sur  nn  ])rincipe  de  Mécanique  résultant  delà 
lliéorid  du  mouvement  de  llamilton.  (274-295). 

OKincaly  (J,).  —  Sur  nne  nouvelle  formule  pour  les  intésnles 

délinics.  (295-296). 

Rowliiiid  [  Il .-.I .].  —  Sur  la  perméabilité  magnétiqaia  tf  b 

mum  (]('  mai^nélisme  du  nickel  et  du  cobalt.  (3 


k>  »  -.  * 
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Hchiisler    {-^■)-   —  Espéricnces  sur  les  vibrations   éteclrlquus. 

(34o-35o}. 

Thomson  (sir  William).  —  Sur  les  perturbations  du  compas  pro- 
duites par  le  roulis  du  navire.  (363-36g). 

Heynolds  {O.j.  —  Sur   les  forces  supcrlicieUes   produites  par  la 

coiiiiiimiication  de  la  chaleur.  (389-391). 
Hajleigh  (lord).  — Un  théorème  de  S Uti que.  (45a-45f>). 
Glaisher  {J.-  W.-L.).  —  Sur  le  problème  des  huit  reines.  (457-467). 

Lovering  (J.).  —  L'état  mathématique  et  philosophique  des  Sciences 
physiques.  (493-507). 

Bosant/uet  [R.-H.-M.).  —  Sur  le  tempérament  ou  la  division  de 
l'octave.  (5o7-5ii), 

Shaipe  {S.).  — Sur  les  comètes  et  leurs  queues.  (5ia-5i3}. 

Tome  XLIX;  janvier-juin  1673. 

Smyth  (Piazzij.  —  Le  carbone  et  l 'hydrocarbone  dans  le  spcctro- 
scope  moderne.  (34-33). 

Gallon  {Fr.).  —  La  Statistique  par  comparaison,  avec  des  remar- 
ques sur  la  loi  de  fi-équence  de  l'erreur.  (33-46)- 

Herschel  [j4.-S.).  —  Sur  le  spectre  de  l'aurore  boréale.  (65-71). 

Souty  [E.].  —  Eludes  sur  le  magnétisme.  (81-98,  186-206). 

Boianquel  (Jt.-H.-A/.).  —  Sur  la  théorie  mathématique  de  l'orgue 
à  cordes  de  M.  Baillie  Hamilton.  (98-104)- 

Watt.t  { W.'M.).  —  Le  rarbonc  fit  l 'hydrocarbone  dans  le  speclro- 

scopc  modurne.  (to4-io(i). 
^■iltfield  (J.).  —  Note  surle  spectre  du  carbone.  (106-108), 

Scfnvfndler  {L.].  ■ — Sur  la  théorie  générale  de  la  double  télégra- 

pliio.  (Suite).  (io8-ta6). 
Cochle  (sli-  /.).  —  Sui-!«s  formes  primait-es.  (i34-l4--')- 

A  |irnpu«  ilu  l'railr  ilo  Rirulv  ■  C)o  Vifftteiitiat  Eçiuilioni  •,  pU|{(>  Jitl,  i-l  •  it'p- 
/ilrmeiit  >,  pa(M>  184  et  ityi. 


Jiayhi^h  ()<ir<ll  — Sur  le  tra%u!l  .jm-  l'un  |>c-iit^^ 
mélange  de»  gas.  (3ii-3i9). 

Tf'nlcnn  {U'-H.).  —  Sur  r»niuii(.ii.   111.    Les    uitita 
sant^os  ft  de»  racines.  (34(>'3:*ii.  ^_ 

Mayer  (-■/•)■    —    Rochi^rlifs  sur  l'Acoustique.  ^^| 

Fostfv  (G.-C).  —  Sur  les  m^tliodcs  graplii<|iii>9  pour  n 
tains  (iroblvmcs  simples  d'ôlcctricité.  (368-377). 

Muon  (/(.)■  —  Heinarques  tout'Iiani  le  Môinnïrc  de  IJrr 
lacuaSLTvationdu  la  forint'.  (377-38J). 

/■o««-  (C.-f.)  cl  Lodf;c  (O.-J.).  —  Sur  ie  lluv  d't-Icc 
unesurfaci- cuiidutMrit^fplatiuet  unilbrmv.  /"  Partie 


Tomu  L;  juillet-décembre  1873. 
Sidams  [Tf.-G.)-  —  ^oQvoau  polarîscopc.  (i3-i' 

(îlashitn  (J.-C-).  —  Sitr  le  iiiouveniunt  d'utie  partïcnla 
repos  vers  un  cenlrc  d'altraulion-,  ibroc  00    (dïslwice)' 

Clausius  (Ji-).  —  Sur  le  ilicWème  de  Tt^rgal  moyen,  cl 
eatioii  aux  iiiouvemeiits  moléculaires  des  ga». 
igi-aoo). 


«k,... 
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sances  et  (les  racines^  leurs  développements,  avec  applications. 

(117-122). 

Rowlnnd  [H, -A.),  —  Note  sur  la  détermination  par  Kohlransch 
de  la  valeur  absolue  de  Tunité  en  mercure  de  la  résistance  élec- 
trique de  Siemens.  (i6i-i63). 

Bosanqnet  (R.-H.-M:).  —  Sur  le  tempérament  ou  la  division  de 
r octave.  ]N°  II.  (164-178). 

iMerriman  [Mansjield).  —  Sur  la  flexion  des  sommiers  continus. 

Tliomson  (sir  TV.),  —  Sur  une  erreur  relevée  dans  la  théorie  des 
marées  de  Laplace.  (227-24^1). 

Croll  (/.).  —  VériGcation  faite  par  le  Challenger  des  théories  de 
la  circulation  océanique  par  les  vents  ou  par  la  gravitation. 
(242-2J0). 

Chase  (P.'E.).  —  Activité  cosmique  de  la  lumière.  (25o-a53). 

liovvland  [H,- A,).  —  Etudes  sur  la  distribution  magnétique. 
1'^''  Partie  :  Distribution  linéaire.  (2J7-277,  348-367). 

Airj'  (sir  G.-B.),  —  Sur  un  point  controversé  de  la  théorie  des 
marées  de  Laplace.  (277-279). 

Thomson  (sir  TV,),  —  Note  sur  les  oscillations  de  première  espèce 
dans  la  théorie  des  marées  de  Laplace.  (279-284)- 

Croll  [J.),  —  La  théorie  de  la  circulation  océanique  parles  vents. 
Examen  des  objections.  (286-290). 

Guthrie  {Fr,),  —  Sur  les  ondes  liquides  stationnaires.  (290-302, 

377-388). 

Kcrr  (/.).  —  Nouvelle  relation  entre  Télectricité  et  la  lumière  : 
milieux  biréfringents  diélectrisés.  (337-348,  446*4 78)- 

Lodge  (0,'J,),  —  Sur  les  nœuds  et  les  boucles  dans  leurs  rapports 
a>ec  les  formules  chimiques.  (367-376). 

Tliomson  (sir  TV,).  —  Intégration  générale  de  Téquation  des  ma- 
rées de  Laplace.  (388-4o2). 


1,4  SECONDE  PARTIE. 

('arpenter  [H'.-B.].   —  Renuniucs  wir  le»   «    *éi-illcaitou»  •  4 

M.C'ro//.  (4o3-4<»4)- 
Stoli!tof(j4.). —  Sur  la  détermina  lion  par  KohIraast:Ii  deUvika 

atmolut-  (le  l'unité  en  mercure  de  U  rcsUtancc  électrique  dr  S» 

mens.  (4o4'io6). 

Darwin  {G.).  —  Sur  leï  mappemondes.  ( 43 1-434)- 

Coklc  (sir/.).  ^Sur  une  miicoïdc  difle^c■lti4^l](•.  (44<^44*)|' 

Scfiwendler  (£.).  —  Sur  la  lliéorii.-  générale  df  la  double  tiîlcjn 

pliie.  {^uiie).  (458-475). 
Foster  (G.-C.)  vt  Loilgo  {O.).  --Sur  le  Ihix  d  elcetrieitr  (Utuu 

surface  eoiiduclrice  plaiiu  el  uniforme,  //f  Ptirtier.  (475-4^! 
CroU  (•/.}.  —  XouvcUea  remarques  au  sujet  de  la  w  vcriGcatioa- 

(489-4ï)i)- 

Bananijuct  [R.-U.-M.).  —  Sur  la  polaiisalîoii  de   In  luoiirfvJ 
Ciel.  (497-531). 

Tf^alean  (W.-fl.).  —  Sur  l'unitalion.  V.  Quelques  applicttiou < 
développements  delà  formule  géucrale.  {5ai-Ja-). 

Ctlaiaher  [J.-if'.-L.).  —  Sur  quelques  idetiLïiés  déduites  dcsfo 
mules  rclaiivcs  aux  fonctions  ellipliques.  (5,39-543). 

Challis.  —  Sur  les  principes  uiallu-'uiatiques  de  la  ihéorie  des  du 
rées  de  Laplace.(/î44~^4S)- 

Tomo  I  (5'  Sûrie);  janvier-juin  1876. 

Szlly  (C).  —  La  sctoiiile  proposition  de  la  Théorie  iuécânii)uct 
laehak-nr,  déduite  de  la  première.  (ia-Si). 

ileaviside  (O.).  — Sur  la  double  télégrapliic.  (32-43). 

Glfiisher  {J.-Jf'.-L.).  — Sur  la  n^prési-nlalion  d'un  liottd>re  iofU 

comme  Bomuic  de  quatre  carrés,  et  comme  somme  d'uil  cairf  ' 

de  deux  nomliros  triangulaires.  (44-49)- 

Burburjr  [S.-H.).  —  Sur  la  seconde  lot  do  la  TIiertnodvDamiqi 
dans  ses  rapports  avcr  la  théorie  cinématique  dos  \ 
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Clausius  (/f.).  —  Sur  une  nouvelle  loi  fondamentale  de  rélectro- 
dynamique.  (69-ji). 

Cotlerill  [J.-ff.).  —  Sur  la  distribution  de  Ténergie  dans  une 
masse  de  liquide  eu  état  de  mouvement  stationnairc.  {108-1 11). 

Stonej  [G.-Johnstone).  — Sur  le  radiomètre  de  CrookeS;  (i  77-1 81, 
3o5-3i3). 

Ferrel  [W-)-  —  Sur  un  point  controversé  de  la  théorie  des  marées 
deLaplace.  (182-187). 

Fromme  {C).  — Sur  le  magnétisme  des  barres  d'acier.  (i88-ao4) 
a93-3o5). 

Clausius  (/î.).  —  Sur  la  relation  de  la  loi  fondamentale  de  l'élec- 
trodynamique  avec  le  principe  de  la  conservation  de  Ténergie, 
et  sur  la  simplification  de  cette  loi.  (218-221). 

Taylor  (  H. -M,).  —  Sur  les  valeurs  relatives  des  pièces  aux  échecs. 
(221-229). 

Rajleigh  (lord).  — Sur  les  ondes.  (257-279). 

Bailj  (  TV.),  —  Nouvelle  disposition  du  micromètre  du  spectroscope 
automatique  (  3 1 4-3 1 5  ) . 

Chase  (F.'E,).  —  ((  Au  commencement  ».  I.  Masse  et  position. 
(3i5-3i9). 

Sabine  (/^).  —  Sur  une  méthode  pour  la  mesure  des  intervalles 
de  temps  très-petits.  (337-346). 

Nichols  (R,'C.).  —  Sur  la  preuve  de  la  seconde  loi  de  la  Thermo- 
dynamique. (369-373). 

Lodge  [0,-J.).  —  Sur  quelques  problèmes  se  rattachant  au  flux 
de  Télectricité  dans  un  plan.  (373-389). 

Browne  (C-Orde).  —  Sur  la  détermination  de  la  longitude  du 
Caire,  faite  à  Greenwich  par  l'échange  de  signaux  télégraphiques. 
(390-395). 

^    Challis.  —  Th^rie  du  radiomètre  de  M .  Crookes .  (  395-397  ) . 
KiTom^  {R')*  —  Sur  là  moniuince  simoltanée  de  deux  notes. 


^' 


</^  SECONDE  PARTIE. 

Pieijct  H,  .  —  Application  de  la  Tliéorie  mecuiqiiir  de  la  cLailevr 
a  Véiade  de»  liquide*  «olaliU.  Relations  simples  «nlre  les  cka- 
leors  latentes,  les  pr>ids  atomiques  el  les  tensions  des  y  ape^u^r^ 

C'/tase   P.'E.  .  —  Sur  riirpothêse  nâ>u]ajre.  D.  Action  aust^^efie. 


'^fpy-^îo  , 


Sdiwendler  (L.;,  —  Stir  la  théorie  générale  de  la  double  lâ^ra- 
phie.  (Suite,,  <  ^^6-54^), 

WaUnn  ^  TV.'H.  .  —  Sur  l'unilation.  \~I.  Qudqnes  ap^icatioss 
<ft  dé%cloppements  de  la  formule  générale.  ^ Suite).    34^^49  - 

Tome  D:  joillet-^iéoeiDbre  1876. 

Jiofarujuel  ^  R.'ll.-^I.].  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  polariscope, 
et  son  application  â  l'observation  du  ciel.  (20-28}. 

('Iiaxe  ( P.'Es).  —  Sur  l'hypotlièsc  nébulaire.  EU.  !Xotre  étoile 
binaire  et  sirs  ^at^'Ilites.  (29-36).  IV.  Corrélation  de  force  cen- 
trale. (198-202;. 

Tjodffc  iO.'J.).  —  Sur  quelques  problèmes  se  rattachant  au  flux  de 
Télectricité  dans  un  plan.  (Suite).  (37-47)- 

Karruhaw  (Rcv.  S,).  —  Quelques  remarques  sur  l'intégration  finîo 
des  équations  linéaires  aux  difTércnticIlcs  partielles  à  coenicients 
constants.  (47'4î))- 

Aloon  l  H.'j,  —  Quelques  nouvelles  remarques  sur  le  Mémoire  de 
ibflitilioltz  sur  la  conservation  de  la  force,  et  sur  la  manière  plus 
moderne  de  présenter  sa  théorie.  (1  i4-i23). 

Hcui^iside  (()>).  — Sur  Textra-courant.  (i35-i45). 

Challis.  —  Discussion  supplémentaire  de  la  théorie  hydrodyna- 
mique des  forces  attractives  et  répulsives.  (172-191). 

(ilaisher  [J.'TF'.-L,  ).  —  Aotc  concernant  une  diilérentiation  mul- 
tiple d'une  certaine  expression.  (208-21 1,  J22-524). 

(Jro/l  (./.).  —  Sur  la  transformation  de  la  fjravité.  (241-254). 
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Szily  {C),  —  Sur  la  signification  dynamique  des  (juantités  qui 

se  présentent  dans  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  (a54-i6p). 

Sylvester    [J.-J.).    —   Noie    sur  les  ■  harmoniques  sphérïques. 

{391-307). 

Ketteler  (£*■)■  —  Essai  d'une  théorie  de  la  dispersion  (anomale) 
de  la  lumière  dans  des  milieux  simplement  ou  doublement  ré- 
fringents. (33a-343,  4i4*43^>  5o8-jiaa)., 

fValenn  (W.-H.).  —  Sur  les  restes  de  la  division  en  Arithmé- 
tique. (343-35a). 

Lodge  [O.-J.).  —  Sur  un  moyen  d'illustrer  mécaniquement  le 
passage  de  l'électricité  à  travers  les  métaux,  les  électroljtes  et  les 
diélectriques,  conformément  à  la  théorie  de  Maxwell.  (353-374)- 

Challis.  —  Explications  théoriques  de  phénomènes  nouveaux  du 
radiomètre.  (374-379}. 

Rayleigh  (lord).  —  Sur  la  résistance  des  fluides.  (43o-44>)* 

ïtayleigk{\orà.).  — Notes  sur  l'Hydrodynamique.  (44i'447)- 

Foret.  —  \ote  &\iv\es  seiches  des  lacs  suisses.  (447'449)> 

f^an  der  Mensbrugghe  (G.).  —  S nr  l'application  de  la  Thermo- 
dynamique à  l'étude  des  variations  de  l'énergie  potentielle  des 
surfaces  liquides.  Conséquences  diverses.  (45o-458). 

Mayer  {^.-if.).  —  Recherches  d'Acoustique.  (5oo-5o7). 

Lodge  [O.-J.).  —  Sur  une  illustration  mécanique  des  phénomènes 
thermo-électriques.  (5a4-543)- 

Tome  III;  janvier-juin  1877, 

Muir  (Th.).  —  Théorème  sur  les  continuants.  (i37-i38). 
Voir  BulUlIn,  l„  98. 
%  Darwin  [G. -H.).  —  Sur  une  explication  proposée  de  l'obliquité 
(les  axes  des  planètes  sur  leurs  orbites.  (188-193), 

Chase  {P.-E.).  —  Sur  l'hypothèse  nébulaire.  V.  Nœuds  âv  IVtli.T. 
(.03-..1). 

lluU.  dft  Seir-Htrt  mail..   ••  Si^Hr.  t.  II.  <  Aullt  |K;H  . 
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f/eavisidtf  {O.).  —  Sur  In  ra))iditi;  de»  signaux  n  travers  drs  rimiil 
b^rgrapliiqucs  liét<^rogèiics.  (311-3311). 

JVivtfii  ((',}.  —  Sur  la  lliroric  iriin  tolûlr'  élastique  îin|Kiifai:«D« 

hrtinogi'inî.  (341-260), 
Eftnis  (J-)-  —  Priiicipr*  pliyiiiu*^  pi  inailiëuiati<|ii(>s  de  U  thàn 

n^buUiri-.  (aCi-aji). 
tiiuaiii/iiPt  [H.'lf.-M.):  —  Noies  sur  la  théorie  du  aon.  laji-ajî 

34S-349.4rMa4). 
Challi.f.  — Théorie;  de  l'aclion  du  radiomètrv  â  paJctU's  crmun 

brillu[it«>  aur  les  deux  faros.  (a^S-aSi). 

Trowbriitge  (>/■)-  —  Sur  li^n  umrbîUons  anoulaîrvs  lifBÎ^ 
{açjo-agâ). 

Kpii-  (J.).  — Sitr  U  routioii  do  plan  de  poUrisatioo  par  itHeàa 
sur  le  {>àl«  d'un  aimant. 

Kttdgu  (O.-J.).  —  R«!jxiiiM!  au  professeur  v/venan'**,*.  (349-35]}. 

Âfuir  (/A.)-  — Extension  d'un  théorèmcsiir  les  coDtinuants, (tf 
une  applicatiou  imporlaiiti? .  (36'o-366). 

ffich  (ff^.-H.).  —  Sur  quelques  effets  do  la  dissociation  sur  lr 

propriétés  physiques  des  gai,  (4"i-4i8)- 
Preslon  [S.-T.).  —  Le  uiode  de  propagation  du  son,  et  la  cWi 

tion  physique  déterminant  sa  vitesse,  fondée  sur  la  théorie  ont 

liquedesgaz.  (44'-453). 
Rayleigh  (lord).  —  Observation  d'Acoustique .  (4jfi-4*>4)- 

Tome  IV;  jiiillet-di'cemtjre  1H77. 

Darwin  [G.-H.).  —  Sur  les  mesures  fautives  des  quantités  m 
riables,  et  sur  la  manière  de  traiter  les  observatîous  météonh 
giqucs.  (i-i4)- 

Heat  [J.-M.).  —  Sur  la  production  de  la  chaleur  par  l'acttondi 
namique  dans  la  compression  des  gaz.  (i4-i8). 

Smith  (/I.'J.-S.).  —  Sur  les  conditions  de  perpendicularilé d» 
un  système  parallélépîpédal.  (18-af)). 
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Bosanquet  [R.-H.-M.).  —  Notes  sur  la  théorie  du  son.  [Suite). 
(aS-Sg,  i25-i36,  216-222). 

F^an  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  Tapplication  de  la  Thermo- 
dynamique à  l'étude  des  variations  de  l'énergie  potentielle  des 
surfaces  liquides.  [Suite),  (4o-48). 

Thompson  [S.-P.).  —  Sur  l'aberration  chromatique  de  l'œil  dans 
ses  rapports  avec  la  perception  de  la  distance.  (48-60). 

TTiompson  [S.-P.).  —  Note  sur  un  curieux  effet  de  l'absorption  de 
la  lumière.  (61-62). 

Burbury  [S.-ff>).  —  Sur  l'action  à  distance  dans  les  diélectriques. 

(62-67). 

Bailj  (^.)-  —  Nouveau  mouvement  automatique  pour  le  spectiH)- 
scope.  (100-104). 

Brough  (72.-4$.).  —  Sur  un  cas  d'éclair,  avec  une  évaluation  du 
potentiel  et  de  la  quantité  de  la  décharge  en  mesure  absolue. 
(io5-iio). 

Preston  [S. -T.).  —  Sur  la  nature  de  ce  qu'on  nomme  communé- 
ment le  Wrfe.  (110-114). 

Sjlvester  [J.-J.).  —  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Taylor. 
(i36-i4o). 

Hicks  [W.^M.).  —  Sur  quelques  effets  de  la  dissociation  sur  les 
propriétés  physiques  des  gaz.  [Suite).  (174-184). 

Preston  [S. -T.).  —  Sur  quelques  conditions  dynamiques  appli- 
cables à  la  théorie  de  la  gravitation  de  Le  Sage.  (206-21 3, 
364-375). 

Earnshaw  [S.).  —  Les  intégrales  finies  de  certaines  équations  aux 
différentielles  partielles  qui  se  présentent  dans  les  recherches 
physiques.  (2i3-2i5). 

Stonej  [G.'J.).  —  Sur  la  nature  de  ce  qu'on  nomme  communé- 
ment le  vide.  (222-223). 

Brough  [R.'S.).  —  Sur  le  diamètre  du  fil  qu'il  faut  employer  pour 
entourer  un  électro-aimant,  afin  de  produire  l'efTet  magnétique 
maximum.  (9.53-257). 


ia«  SECONDE  PARTIE. 

Citant  [P.-E.).  -^Swr  riiyimllièiie  iit^bulatro.  \  I,  Momt'iit  rt  (vit 
vive.  (atji-agS). 

Cinrke  (colonel  yf.-fi.}.  — Sur  une  correction  de»  lititaclaoba^ 
véc».  (3oa-3«j). 

fValenn  [Tf.-If.].  —  Sur  l'unilatioii.  VII.  RcmarqQes  pratiquo 
»ur  rciic  opt5ration,  avec  exemple».  (SyS-S^jj). 

Gtmltionr  (J.-ff.).  —  Sur  quelques  jtoints  se  rattacliani  aux^é- 
incnU  chimiques  constïtuunts  ilu  Hyutôme  solniru.  (S^^-^SS). 

Stoney  (G.-J.).  —  Sur  la  péiiélrBtJon  civ  la  chaleur  à  travers  I» 
couohi'i  de  gaz.  (434*44^1- 

lîrough  (li.'S.). —  Déduction  iliOoriquc de  la  mcillctirr  rc-siiunct 
(l'un  réccpU'ur  lélégrapliique.  (449"453). 

Clnusiits  (H.).  —  Sur  un  lliéor^uic  glanerai  (.-niiceruaiil  l'intlanct 
t'Ieclrique  (4Ô4-4J8). 

Clarhc  (,/.-/f.),  —  Sur  l<;  polciilii.-t  d'un  ellipsoïde  eu  u«  poinl 
cxK-ricur.  [4J8-46f). 

Tome  V;  ianvier-jiiin  i8;8, 

'Jlionuon  ("'■}.  —  Sur  les  propriétés  therrao-t*! astiques,  tliermo- 
uiagnétiques  et  pyro-éiee triques  de  la  matière.  (4-27). 

fVeber  [H. -F.).  —  Mesuras  absolues  élccLromaguétiques  ft  calori- 
métriques ;  valeur  absolue  de  l'unité  .de  résistance  de  Siemen* 
eu  mesure  élcetrumagnctique ,'  reJaCioit  entre  iu  travail  d'na 
courant  et  le  développement  de  chaleur  dans  les  courants  galva- 
niques stationn  aires,  et  valeurs  absolues  de  quelques  forces  hj- 
dro-électromotrices  en  mesure  électro magnétique.  (  Comparaim 
résumée  desrésullatsd'une  série  de  recherches).  (3o-43,  137-139, 
'8y-.97}. 

C'ioIl{J.).  —  l-a  tliéuric  <ii:  la  gravitation  de  Le  Sage.  (45-46). 

Cajlt^r  (-4.).  —  Ue  la  distribution  électrique  sur  deux  surfaces 
sphériques.  (54-6oK 
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u4itken  (/.).  —  Compte  rendu  de  certaines  expériences  sur  la  rigi- 
dité produite  par  la  force  centrifuge.  (8i-io5). 

Lodge  (O.'J.).  —  Sur  une  méthode  pour  mesurer  la  conductibi- 
lité thermale  absolue  des  cristaux  et  d'autres  substances  rares. 

(110-117). 

Preston  [S. -T.),  —  Application  de  la  théorie  cinétique  des  gaz  à 
la  gravitation,  (i  17-127). 

Kerr  (^.).  —  Sur  la  réflexion  de  la  lumière  polarisée  sur  la  surface 
équaloriale  d'un  aimant.  (161-179). 

Sjlvester  [J.-J.).  —  Démonstration  du  théorème  des  invariants 
non  démontré  jusqu'ici.  (  1 78- 188). 

Walenn  [W.-H.),  —  Sur  Tunitation.  VIII.  Remarques  pratiques 
sur  ce  sujet,  avec  des  exemples.  (214-218). 

^jrton  (  W,'E.)  et  Perry  (/.).  -^Expériences  sur  la  conductibilité 
thermique  de  la  pierre,  fondées  sur  la  Théorie  de  la  Chaleur 
de  Fourier.  (241-267). 

Chase  (P.-JE*.).  — Sur  l'hypothèse  nébulaire.  VIT.  Ondulation. 
(292-297).  Vin.  Critériums.  (362-367). 

Preston  (S. -T.).  —  Comparaison  de  la  théorie  cinétique  de  la  gra- 
vitation avec  les  phénomènes  de  la  cohésion  et  de  l'action  chi- 
mique, avec  les  importantes  inductions  qui  s  y  rattachent  con- 
cernant l'existence  de  réservoirs  de  mouvement  dans  l'espace. 

(297.311). 

Helmholtz,  —  Sur  les  courants  galvaniques  causés  par  des  dififé- 
rences  de  concentration.  Inductions  tirées  de  la  Théorie  méca- 
nique de  la  chaleur.  (348-358). 

Cliallis.  —  Explications  théoriques  des  actions  du  radiomètre,  de 
Tothéoscope  et  du  téléphone  (452-457). 


I02  SECONDE  PAETIE. 


ATTI  Dox*  AccâJKSU  Pootiticu  mc*  Ncon  Lcicn.  Iii-i*  v')- 

Tome  XJUA;  i 875-1 876. 


Secchi  (leP,  A.).  —  De  quelques  faits  relatifs  à  Foriçime  db  la 
grèie.  (1-7)- 

Azzarelli  (M.),  —  Courbure  des  surfaces.  (i6-3a). 

Exposition  élémeetaire  de  U  théorie  de  Ganss^  saÎTie  d'excaples. 

Armellini  (T.).  —  Résolution  de  quelques  problèmes  de  (^omo- 
nique.  (33-4o)- 

Ferrari  (le  P.  St.).  —  Sur  le  radiant  des  étoiles  filantes  de  la  pé- 
riode d'août.  (45-53,  i  pi.). 

Berlelli  (le  P.  7^.).  —  Résumé  des  observations  microsismiques, 
faites  au  Collège  alla  Querce  de  Florence,  et  des  principales  ré- 
flexions théorico-expérimentales  déduites  de  ces  observations,  de 
l'année  1870  à  Tannée  1875.  (83-iio,  250-297). 

Secchi  (le  P.  A.).  —  Sur  les  protubérances  et  les  tacbes  solaires. 
(i4*  article).  (1  i3-i2i,  i  pi.). 

Azzarelli  (M,).  —  Quelques  problèmes  sur  le  tétraèdre.  ( 1 26-a 1 7). 

Berlin  (L.-E.).  —  Méthode  nouvelle  pour  établir  la  formide  de  la 
hauteur  métacentrique.  (218-220^  fr.). 

De  Rossi-Re  (/^.).  —  Sur  la  construction  par  points  des  sections 
coniques  au  moyeu  de  la  planaltimétrie.  (240-245,  i  pl.)- 

Secchi  (le  P.).  —  Note  sur  un  ancien  dessin  du  Soleil,  donné  par  le 
P.  Kircher.  (253-254). 

Secchi  (le  P.). —  Sur  quelques  ouvrages  hydrauliques  antiques, 
retrouvés  dans  la  campagne  de  Rome.  (299-336). 

Azzarelli  {M.).  —  RcctiGcation  de  certaines  lignes  qui  résultent 
de  rintcrscction  de  surfaces  du  second  ordre,  et  quadratures  de 
certaines  portions  de  ces  surfaces.  (337-365). 

(•)  Voir  Bulletin,  l„  i5. 
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^rmellini  {T.).  —  Nouvelle  méthode  pour  la  détermination  de  la 
température  du  Soleil.  {370-373). 

Ferrari  (le  P.).  —  Sur  la  relation  entre  les  maxima  et  les  minima 
des  taches  solaires  et  les  perturbations  magnétiques  extraordi- 
naires. (374-386,  469-47^)- 

De  Rossi  (M.-S.).  —  Notice  biographique  sur  le  professeur  Fin-- 
cenzo  Diorio.  (4oa-4o5). 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  la  vitesse  du  vent  observée  au  Collège  Ro- 
main. (43 1-449)* 

Denza  (le  P.  //•.).  — Observations  de  la  déclinaison  magnétique, 
faites  à  l'occasion  des  éclipses  de  Soleil  du  9-10  octobre  1874,  du 
5  avril  et  du  29  septembre  1875.  ( 476-5 1 5). 

Tome  XXX;  1876-1877. 

Azzarelli  [M.).  —  Sur  certaines  lignes  tracées  sur  le  cylindre 
droit  à  base  circulaire.  (i-44)- 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  protubérances  et  les  taches  solaires,  ob- 
servées en  1876.  (i5* article).  (5i-63). 

^zzarelli  {M,).  —  Méthode  générale  pour  construire  par  points 
les  lignes  du  second  ordre.  (64-68). 

DeRossi  [M. -S.).  —  Notices  et  observations  sur  la  chute  de  pierres 
qui  a  eu  lieu  à  Supino,  le  4  septembre  1875.  (8o-85). 

Secchi  (le  P.).  —  Remarques  sur  la  Communication  précédente. 
(86-87). 

Secchi  (le  P.).  —  La  nouvelle  étoile  du  Cygne.  (pi-gS).  —  La  co- 
mète de  Borrelly.  (95-96). 

Armellini  [T.).  —  Sur  quelques  relations  entre  le  système  plané- 
taire et  les  systèmes  satellitaires.  (i43-i58). 

S  1.  Formules  des  distances.  §  2.  Loi  des  distances  des  satellites.  $  3.  Comparai- 
son du  système  planétaire  et  des  systèmes  satellitaires.  §  4.  Analogies  secondaires. 

Foglini  (le  P.  Giacomo),  —  Coordonnées  trilinéaires,  et  leur  ap- 
plication à  la  ligne  droite  et  aux  courbes  du  second  ordre  en 
général.  (159-aio). 


io4  SECONDE  PARTIE. 

Pépin  (le  P.  Th.),  —  Nouvelles  formules  pour  réduire  à  un 
carré  la  valeur  d'un  polynôme  rationnel  du  quatrième  degré. 

(211-237;  fr.). 

Sur  U  réiolation  en  nombres  rationnels  de  l'équation 

Ferrari  (le  P.).  —  Sur  la  relation  entre  les  maxima  et  les  minima 
des  taches  solaires  et  les  perturbations  magnétiques  extraordi- 
naires. (251-261). 

Desimoni  {€.).  —  Remarques  et  questions  sur  les  cartographes 
italiens  et  leurs  travaux  manuscrits,  spécialement  nautiques. 
I.  Cartographes  vénitiens.  (262-276). 

1.  Marine  Sanuto.  2.  Les  Piziganf,  1367-1373. 

Secchi  (le  P.).  —  Questions  sur  Saturne.  (281-289). 

1.  L'anneau  nébuleux  est-il  ou  non  séparé  de  Tanneau  voisin?  —  2.  L'anneau 
nébuleux  est-il  également  transparent  dans  toute  sa  largeur?  —  3.  Combien  de* 
subdivisions  a  l'anneau  extérieur  ?  —  4.  La  division  cassinienne  est-elle  absolument 
noire,  ou  seulement  nébuleuse?  —  5.  Combien  de  divisions  a  l'anneau  moyen  B?  — 
6.  Quelle  est  la  gradation  de  lumière  dans  les  anneaux?  —  7.  Quelle  est  la  véri- 
table forme  de  l'ombre  de  la  planète  sur  l'anneau  ?  —  8.  Les  anneaux  sont-ils  dans 
le  même  plan  ou  dans  des  plans  différents?  —  9.  La  lumière  de  l'anneau  considérée 
circulai  rement  est-elle  uniforme?  —  iU.  Que  dire  des  dentelures  observées  sur  In 
bord  interne  de  l'anneau?  —  11.  L'anneau  est-il  dans  le  plan  de  l'équateur  de 
Saturne  ? 

Azzarelli  [M,),  — Note  sur  l'application  des  discriminants  à  la 
Géométrie.  (290-302). 

Boncompagni  {B.).  —  Sur  un  document  inédit  relatif  à  Nicolas 
Copernic.  (341-397). 

Acte  d'un  notaire  de  Ferrare  attestant  que,  dans  cette  ville,  Copernic  a  été  reçu, 
le  3i  mai  i5o3,  docteur  en  droit  canon. 

Ferrari  (le  P.).  —  Résumé  des  recherches  sur  la  relation  entre  les 
maxima  et  les  minima  des  taches  solaires  et  les  perturbations 
magnétiques  extraordinaires.  (465-482). 
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ANNALES  DES  MINES,  ou  Recueil  de  Mémoires  sur  l'exploitation  des 

MINES  et  sur  les  ScIENGES    ET  LES  ARTS  QUI  8*Y  RATTACHENT,   rédigées  par 

les  Ingénieurs  des  Mines,  et  publiées  par  autorisation  du  Ministre  des  Tra- 
vaux publics.  —  Paris,  Dunod  ('  ). 

Tome  X;  1877,  2*"  semestre. 

Mallard  {Fr.).  —  Explication  des  phénomènes  optiques  anomaux 
que  présentent  un  grand  nomt)re  de  substances  cristallisées. 
(60-196,  3  pl.)« 

Massieu,  —  Mémoire  sur  la  locomotive  à  adhérence  totale  et  à 
essieux  convergents  de  M.  Rarchaert.  (213-413)  4  p'-)- 

Harchaert.  —  Note  sur  la  locomotive  à  adhérence  totale  et  à  essieux 
convergents.  (4 13-4^7 )• 

Tome  XI;  1877,  ^"  semestre. 

Ledoux  (Ch.),  —  De  la  condensation  de  la  vapeur  à  l'intérieur  des 
cylindres  des  machines.  (486-549)  i  pi*)* 

Exposé  d'une  méthode  permettant  de  calculer  avec  une  approximation  suffisante 
dans  la  pratique,  et  pour  des  admissions  telles  que  la  pression  finale  de  la  détente 
ne  dépasse  pas  le  triple  de  la  contre-pression  : 

I**  Le  poids  réel  du  mélange  de  vapeur  et  d'eau  fournis  par  la  chaudière  à  chaque 
coup  de  piston,  quand  on  connaît  la  proportion  d'eau  entraînée  avec  la  vapeur  ; 

a*  La  proportion  d'eau  entraînée  quand  on  connaît  le  poids  total  d'eau  fourni 
pour  l'alimentation  : 

3**  La  consommation  en  calories  pour  un  travail  déterminé,  c'est-à-dire  la  véritable 
mesure  industrielle  de  l'utilisation  de  la  vapeur  ; 

4**  S'il  s'agit  d'une  locomotive,  la  quantité  d'eau  réellement  vaporisée  par  la  chau- 
dière pendant  un  temps  donné,  et  la  puissance  de  traction  qui  en  résulte  pour  la 
machine  à  une  vitesse  déterminée. 

L'indicateur  Deprez,  qui  donne  la  courbe  moyenne  résultant  d'un  certain  nombre 
de  coups  de  piston  successifs,  parait  devoir  être  très-utilement  appliqué  dans  les 
recherches  de  cette  nature. 

Tome  XII;  1877,  a*  semestre. 
Herdner  (^.).  —  Etude  de  machines  d'extraction.  (5-65,  3  pi.). 

Etude  sur  les  distributions  par  tiroirs  dans  les  machines  d'extraction,  et  en  par- 

(')  \ OIT  Bulletin,  I„  Si;. 

HuU.  des  Sciences,  2«  Série,  t.  11.  (Août  1878.)  R .  lO 
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ticulier  sur  le  système  de  M.  L.  Guinotte,  précédée  d*une  théorie  géométrique  da 
mouvement  des  tiroirs. 

Michel  Lévj  i^')'  —  ^^  remploi  du  microscope  polarisant  à  lu- 
mière parallèle.  (892-471^3  pi.). 

Étude  théorique  ot  pratique  de  l'emploi  de  cet  instrument  pour  la  détermination 
des  eMpéces  minérales  en  plaques  minces. 

H.  B. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  ('). 

5*  Série.  Tome  VI;  1876. 
Kleitz  {€,).  —  Stabilité  des  poutres  continues.  (ii5-i49). 

La  méthode  employée  jusqu'à  présent  pour  les  calculs  de  stabilité  des  poutres 
continues  est  fondée  sur  l'hypothèse  que  le  moment  d'inertie  est  constant  dans  toute 
l'étendue  de  ces  poutres.  Or,  cette  hypothèse  étant  tout  à  fait  en  désaccord  avec  la 
réalité,  ces  calculs  présentent  une  incertitude  qui  n*existe  pas  pour  les  poutres  dis- 
continues. Il  est  cependant  facile  d'établir  l'équilibre  statique  pour  ces  deux  genres 
de  poutres. 

L'auteur  discute  le  degré  d'exactitude  des  hypothèses  précédemment  admises,  et 
compare  ses  résultats  avec  ceux  de  M.  Bresse.  Au  fond,  il  y  a  identité  entre  les  équa- 
tions ;  elles  ne  diffèrent  que  par  la  forme. 

Un  tableau  spécial  permet  de  calculer  plus  exactement  les  moments  de  Qexion, 
en  ayant  égard  à  la  rariation  du  moment  d'inertie. 

De  PerrodiL  — Théorie  de  la  stabilité  des  voûtes.  (178-222). 

En  admettant  à  l'insertion  ce  Mémoire,  qui  fait  suite  à  un  autre  publié  en  1873 
(t.  H),  la  Commission  des  Annales  m  cru  devoir  formuler  explicitement  quelques 
réserves.  L'application  à  des  voûtes  en  maçonnerie  de  formules  établies  pour 
des  arcs  métalliques  est,  à  ses  yeux,  un  procédé  d'une  justesse  très-contestable,  et 
qui  serait  d'ailleurs  d'un  usage  plus  pénible  que  les  méthodes  graphiques  habituel- 
lement employées.  En  outre,  elle  ne  pense  pas  qu'on  puisse  admeltre  un  projet  de 
Yoûte  dans  lequel  la  pression  atteint  les  deux  tiers  do  la  pression  d'écrasement 
instantané  des  métaux. 

Fouret  (G.).  —  Détermination  graphique  des  moments  de  Oexion 
d'une  poutre  a  plusieurs  travées  solidaires.  (473-495  ). 

Les  procédés  géométriques,  exposés  déjà  par  l'auteur  dans  les  Comptes  rendus 
(i**  mars  1870)  pour  la  détermination  des  moments  fléchissants  sur  les  appuis  d'une 
poufre  droite,  présentent  sur  les  méthodes  de  calculs  le  double  avantage  d'être  plus 

(')  \o\T  Bulletin,  XI,  a.lg. 
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.  expédilifs,  et  de  donner  lieu  à  des  moyens  de  vérification  fort  simples.  Deux  mé- 
thodes sont  successivement  décrites  :  une  première  méthode  de  fausse  position, 
moitié  arithmétique,  moitié  graphique,  et  une  deuxième  méthode  directe,  purement 
géométrique.  Cette  dernière  est  la  plus  avantageuse. 

L'auteur  généralise  et  étend  cette  méthode  graphique,  et  indique  la  méthode  à 
suivre  pour  appliquer  le  théorème  dit  des  trois  moments  au  cas  où  les  appuis  sont 
à  des  niveaux  peu  difl*érents,  et  où  les  travées  supportent  des  charges  distribuées 
d'une  manière  quelconque. 

Collignon  {£.).  — Note  sur  quelques  travaux  récents,  relatifs  a  la 
théorie  des  voûtes.  (539-544)* 

Cette  Note  a  été  reproduite  dans  le  n^  25  (année  187^)  du  Mémorial  de  l'Officier 
du  Génie. 

Tome  VI;  1876. 
^Uard  {£•)-  —  Intensité  et  portée  des  phares.  (5-i  17). 

Étude  intéressante  et  remarquable  des  conditions  théoriques  et  pratiques  de 
fonctionnement  des  appareils  d'éclairage  des  phares,  de  la  transparence  de  l'air, 
des  modifications  qu'elle  éprouve,  et  de  la  portée  optique  qui  correspond  à  l'inten- 
sité lumineuse. 

Trois  extraits  de  ce  Mémoire,  relatifs  à  la  transparence  des  flammes  et  de  l'at- 
mosphère, et  à  la  visibilité  des  feux  scintillants,  ont  reçu  l'approbation  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  qui  les  a  fait  insérer  au  Recueil  des  Savants  étrangers, 

Rcsal  (H.).  —  Notice  sur  la  n^achine   à   détente  variable  de 
M.  Corliss.  (177-190). 

Cette  Notice  a  pour  objet  d'attirer  l'attention  des  ingénieurs  et  des  industriels  sur 
une  machine  qui,  par  ses  qualités,  est  appelée  à  rendre  de  grands  services. 

Les  diagrammes  relevés  au  moyen  de  l'indicateur  de  Watt  difl*èrent  très-peu  des 
diagrammes  théoriques  résultant  de  la  loi  de  Mariotte,  ce  qu'il  faut  peut-être  attri- 
buer à  ce  que  les  cylindres  sont  munis  de  chemises  de  vapeur. 

Le  rendement  observé  sur  ces  machines  a  atteint  0,90  et  même  0,98.  C'est  un 
résultat  inespéré,  qui  permet  de  les  considérer  comme  réalisant  la  perfection. 

Brune,  —  Résistance  des  cylindres,  des  sphères  et  des  plaques  cir- 
culaires. (227-252). 

La  théorie  des  cylindres  et  des  sphères  pressés  nornSalement  à  été  donnée,  pour 
la  première  fois,  par  Lamé,  comme  application  delà  théorie  mathématique  de  l'élas- 
ticité de  Poisson  et  Cauchy  ;  celle  de  la  plaque  circulaire  a  été  donnée  par  Poisson, 
et  depuis  par  Kirchhofi*.  Navier  avait  eu  le  premier  l'idée  de  suivre  une  méthode 
plus  élémentaire  et  plus  simple  pour  la  théorie  de  la  plaque,  mais  il  avait  traité  le 
cas  général  d'un  profil  quelconque.  Beaucoup  plus  récemment,  M.  Resal  a  étudié 
le  même  problème  pour  les  plar|ues  circulaires,  courbes  ou  planes,  chargées  uni- 
formément et  normalement;  mais  sa  méthode  diffère  de  celle  de  l'auteur,  et  los 
résultats  ne  sont  pas  tout  h  fait  concordants  avec  ceux  du  présent  Mémoire. 
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Lavoinne.  —  Sonrx^tc  balistique  de  Shaw.  (  5  ■  i-SaS). 
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canon  en  acier.  Se  trourant  bruaquement  comprimé,  cet  air  est  amené  à  une  tem- 
pérature capable  de  déterminer  l'inflammation  d'une  cartouche  de  poudre  de  mine, 
dont  l'explosion  relère  le  mouton  à  une  certaine  hauteur,  à  laquelle  il  est  retenu 
par  on  frein,  puis  ensuite  abandonné  à  lui-même. 

Une  étude  théorique  du  fonctionnement  de  cette  ingénieuse  machine  confirme  les 
résultats  obtenus  déjà  par  l'expérience,  qui  démontre  l'avantage  d'une  explosion 
lente  et  de  l'emploi  de  gros  moutons  pour  le  battage  des  pilots. 

Collignon  {£.).  —  Note  sur  les  Leçons  de  Statique  graphique  de 
M.  A.  Favaro.  (557-570). 

Cet  article  est,  en  réalité,  un  compte  rendu  bibliographique  d'un  OuTrage  de 
M.  A.  Fayaro,  qui  vient  d'obtenir  à  l'étranger,  et  qui  obtiendra  bientôt  en  France, 
un  légitime  succès. 

Les  Leçons  de  Statique  graphique  sont  divisées  en  trois  Parties.  La  première. 
Intitulée  Géométrie  de  position,  est,  sous  une  forme  élémentaire,  un  Traité  de 
Géométrie  projective  qui  n'occupe  pas  moins  des  deux  cinquièmes  du  volume 
entier. 

La  deuxième  Partie  a  pour  objet  le  Calcul  graphique,  les  principes  de  la  Géomé- 
trie anamorphique ,  et  la  solution  de  divers  problèmes  que  rencontrent  les  in- 
génieurs. 

La  troisième  et  dernière  Partie  est  la  Statique  graphique,  et  constitue  l'objet 
principal  de  cet  Ouvrage,  qui  se  termine  par  la  recherche  graphique  des  baryoentres 
et  des  moments  d'inertie.  » 


^  Tome  Vni;  1877. 

Brune  {£,),  —  Influence  delà  position  des  tirants  sur  la  résistance 
^    des  arcs  circulaires.  (loS-iai,  3  fig*)* 

Un  tirant  peut  annuler  la  poussée  d'un  are,  s'il  est  relié  à  deux  points  à  égale 

■F  distance  des  extrémités.  Si  lo  surhaussement  a  été  choisi  convenablement,  la  pres- 

wêK  sion  maximum  et  par  suite  le  volume  de  matière  exigé  pour  l'arc  peuvent  être 

^  réduits,  dans  certains  cas,  de  plus  de  moitié;  en  même  temps,  la  flèche  devient 

cinq  fois  plus  petite. 

A  cette  question  non  encore  étudiée,  l'auteur  a  ajouté  celle  des  arcs  outre-passés, 

^  qui  permettent  de  supprimer  la  poussée  sans  employer  de  tirants  ni  de  salK>ts  de 

glissement. 

è^leitz,  —  Note  sur  la  théorie  du  mouvement  non  permanent  des 
*  liquides  et  sur  son  application  à  la  propagation  des  crues  des 
^,    rivières.  (iSS-ipti,  i  pi.). 

^  Se  plaçant  à  un  point  de  vue  tout  spécial,  l'auteur  a  voulu  énoncer  certains 
principes  qu'il  est  utile  de  connaître  dans  les  applications  de  l'Hydraulique.  Dans 
^  la  présente  Note,  il  s'est  proposé  surtout  d'expliquer  comment  on  doit  entendre  la 
propagation  des  crues  des  cours  d'eau,  et  quelles  sont  les  expressions  exactes  des 
.  •  "Vitesses  de  propagation  de  débits  égaux  ou  de  sections  égales,  et  celles  des  vitesses 
"^e  propagation  des  débits  et  des  sections  maxima.  Il  compare  enfin  les  résultats  de 
,  ^«es  recherches  avec  ceux  d'un  Mémoire  de  M.  Boussinesq  sur  la  théorie  des  eaux 

^m  Bull,  des  Sciences  math.,  a*  Série,  t.  Il    (Septembre  1878.)        R  .  1 1 
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courantes,  et  éroit  pouvoir  affirmer  que  ses  propres  formules  conviennent  plus 
spécialement  aux  liquides  réels  de  l'Hydraulique.  L'étude  théorique  offre  déjà  de 
grandes  difficultés,  mais  ses  conclusions  et  ses  hypothèses  ne  sauraient  s'appliquer 
en  toute  rigueur  aux  masses  liquides  des  fleuves  et  rivières. 

Pelletreau,  —  Résistance  des  murs  qui  supportent  une  poussée^ 
dV'au.  (ii58-290,  i  pi.). 

Suite  du  Mémoire  dont  il  a  été  déjà  question.  L'auteur  examine  ici  les  modi6ca- 
tions  que  peut  subir  le  profil,  si  l'on  tient  compte  de  la  réaction  des  flancs  de  la 
vallée. 

Bresse,  —  Détermination  graphique  des   moments   flécliissauts. 
(3ao-328,  I  pi.)- 

Dans  l'excollent  Ouvrage  qu'il  a  publié  sous  le  titre  de  la  Statique  graphique  et 
ses  applications  aux  constructions,  M.  Maurice  Lévy  indique  un  moyen  de  déter- 
miner géométriquement  les  moments  fléchissants  dus  à  l'action  d'un  certain  nombre 
de  poids  isolé»,  sur  une  poutre  à  deux  appuis  simples.  Ce  moyen,  très-simple  et 
élégant,  fonde  sur  l'emploi  du  polygone  funiculaire,  exige  la  recherche  préalable 
des  réactions  des  appuis,  et  oblige  à  recommencer  à  nouveau  cette  même  recherche, 
ainsi  que  la  construction  du  polygone  funiculaire,  si  les  poids  viennent  à  si* 
déplacer. 

L'auteur  se  propose  de  montrer  que  ces  inconvénients  peuvent  être  évités,  et 
que  la  construction  d'un  polygone  funiculaire  unique  peut  fournir  les  moments 
fléchissants  et  les  réactions  des  appuis,  pour  une  poutre  à  deux  appuis  simple>, 
pendant  le  passage  d'un  convoi  de  poids  isolés  circulant  très-lentement. 

Cette  construction,  ainsi  que  l'a  reconnu  l'auteur,  s'accorde  avec  une  construc- 
tion donnée  dans  la  Statique  graphique  de  M.  Culmann. 

Dupuj.  —  Appareil  destiné  à  mesurer  directement  le  travail  du 
1er.  (38i-4io,  ii  (ig.,  4  pi)- 

Il  y  a  grand  intérêt  à  trouver  un  moyen  de  déterminer  le  travail  du  fer  dans 
chacune  des  pièces  d'un  pont  métallique,  ne  sorait-ce  que  pour  dissiper  l'inquié- 
tude qui  doit  rester  dans  l'esprit  des  constructeurs,  même  après  les  épreuves,  en 
raison  même  de  la  nature  des  limites  admises  dans  la  pratique.  Un  appareil  très- 
simple,  formé  d'un  levier  actionnant  une  aiguille,  une  extrémité  du  levier  et  le 
pivot  de  l'aiguille  étant  fixés  à  la  pièce  de  for  dont  on  veut  étudier  la  déformation, 
permet  d'étudier  avec  facilité  les  actions  qui  s'opèrent  au  sein  d'une  construction 
en  fer.  L'appareil  a  été  essayé,  d'une  manière  très-concluante,  sur  une  poutro 
d'expérience  et  sur  deux  ponts  métalliques  récemment  construits. 

Pelletreau.  —  Stabilité  des  murs   qui   supportent   une   poussée 
d'eau.  (480-539,  I  pi.). 

Suite  des  articles  déjà  publiés  dans  les  Annales. 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  de  la  stabilité  des  murs  de  barrage,  fondés  sur 
roches,  mais  ayant  le  couronnement  au-dessus  du  plan  d'eau. 

Le  point  de  départ  est  le  profil  théorique  d'un  mur  dont  le  couronnement  est 
situé  au  niveau  du  plan  d'eau  d'amont.  Alors  la  couronne  a  une  épaisseur  nulh*. 
Lorsqu'il   existe  un   couronnement,   il    ajoute   à    la   stabilité   du    barrage   et    peut 
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assurer,  en  même  temps,  raméDagement  d'une  voie  de  communication.  L'auteur 
examine  s'il  y  a  avantage  à  se  servir  ainsi  du  couronnement  ou  à  traiter  les  deux 
Ouvrages  isolément.  Son  Mémoire  se  subdivise  dans  les  principaux  articles  suivants  : 

Influence  de  l'épaisseur  en  couronne,  quand  le  couronnement  reste  au  niveau  du 
plan  d'eau.  Calcul  de  la  partie  courbe  du  profil.  Modification  des  zones  du  mur  par 
suite  de  l'épaisseur  en  couronne.  Courbe  de  l'écrasement.  Courbe  des  premiers 
passages.  Courbe  des  deuxièmes  passages.  Surélévation  du  couronnement.  Variation 
de  la  partie  rectangulaire  du  profil. 

Il  est  terminé  par  un  examen  approfondi  du  cas  des  murs  fondés  sur  le  rocher 
et  pouvant  avoir  leur  couronnement  au-dessous  du  plan  d'eau. 

Kleitz.  —  Calculs  de  stabilité  des  travëes  métalliques.  (549-601, 
lafig.). 

Nota  sur  la  substitution,  dans  les  calculs  de  stabilité,  des  travées  métalliques 
supportant  des  voies  de  terre,  des  surcharges  uniformément  réparties  k  celles  qui 
résultent  du  passage  des  plus  lourdes  voitures. 

H.  B. 


NOUVELLE  CORRESPONDANCE  MATHÉMATIQUE,  rédigée  par  E.  Catalan, 
avec  la  collaboralion  de  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard,  Neubbrg  et  Éd. 
Lucas  (*). 

Tome  III;  1877. 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  Temploi,  dans  la  Géomélrie,  d'un  nouveau 
principe  des  signes.  (Fîn^  voir  t.  H,  p.  384)-  (8-5). 

Applications  à  la  Géométrie  élémentaire  et  à  la  Trigonométrie  sphérique   du 
principe  nouveau.  (  Voir  Bulletin,  !,,  176.) 

Brocard  (//•).  —  Roulettes  de  coniques.  (Suite,  voir  t.  II,  p.  373). 
(6.i3). 

Lieu  du  centre  ou  des  sommets  d'une  conique  à  centre  qui  roule,  sans  glisser, 
sur  une  droite. 

Mansion  [P.).  —  Identité  de  la  transformation  linéaire  avec  la 
transformation  projective.  (14-20). 

D'après  Salmon  et  Chasles.  Les  coordonnées  des  pointa  circulaires  à  l'infini  sont 

<?*«*,  <?*?*',  e=*^r',  i=}J  —  1,  Kjfi,y  étant  les  angles  des  côtés  du  triangle  de  référence, 
avec  une  direction  fixe. 

Catalan  (E.).  —  École  Polytechnique.  Concours  de  1876.  Se- 
conde composition  de  Mathématiques.  (  9.7-29). 

(')  Voir  ttiiUetin^  1,,  p.  vîGy. 
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Brocard  (H.).  —  Roulettes  de  coniques.  (Fin,  voir  t.  III,  p.  i3). 
(38-4o). 

Lieu  du  sommet  d'une  parabole  ou,  en  général,  d'un  point  d'une  conique  qui 
roule,  sans  glisser,  sur  une  droite. 

Ghjsens  [E.),  —  Sur  Taire  de  rellipsoïde.  (4o-44)* 

SimpliOcation  de  la  méthode  d^  M,  K.  Gitalan. 

Le  Paige  {€.).   —  Sur  une  équation    aux  différences    finies. 

(45-47). 

Lucas  [É.).  —  Sur  le  théorème  de  StiefeL  (47-48). 

Brocard  [H,), —  Propriété  du  triangle.  (65-69,  io6-iio,  187- 

Lucas  [Ed.),  —  Sur  la  généralisation  de  deux  théorèmes  dus  à 
MM.  Hermite  et  Catalan.  (69-73). 

Démonstration,  au  moyen  des  formules  symboliques,  des  théorèmes  de  MM.  Ca- 
talan (Mélanges  mathématiques f  p.  127),  t.  StAVLÔX  {Journal de  C relie ^i.  XXI,  p.  373), 
Hermite  {Ibid.,  t.  LXXXI,  p.  gS). 

Mister.  —  Sur  la  démonstration  du  théorème  de  Taylor.  (73-77). 

Mansion  (P.).  —  Démonstration  du  tautochronisme  de  la  cycloïde 
et  du  théorème  de  Neumann,  d'après  le  Traité  d'Huygens,  in- 
titulé :  Horologium  oscillatorium.  (77-81). 

Analyse  de  la  deuxième  Partie  de  cet  Ouvrage  célèbre.  Déduction  du  théorème  de 
Neumann  {Math.  Ann,,  t.  I,  p.  607^508)  delà  proposition  XXllI  de  Huygcns. 

Roche  [E.).  —  Note  sur  la  formule  barométrique  de  Laplace. 
(97-1  o5). 

Dans  une  atmosphère  fictive  où  la  pression  est  partout  la  même,  la  hauteur  de 
la  colonne  barométrique  ira  en  croissant  à  mesure  que  l'on  s'élèvera,  parce  que  1c 
poids  de  cette  colonne  diminue  quand  on  s'éloigne  du  centre  de  la  Terre.  Il  en 
sera  de  même  dans  une  atmosphère  où  la  pression  irait  en  diminuant  avec  une 
grande  lenteur.  Or,  Laplace,  pour  établir/ sa  formule,  n'ayant  pas  tenu  compte  des 
variations  de  la  température,  a  supposé  implicitement  que  l'atmosphère  réelle  était 
telle  que  la  pression  de  l'air  y  décroit  rapidement  d'abord,  puis  d'une  manière  de 
plus  en  plus  lente.  Sa  formule  conduit  donc  à  cette  conséquence,  signalée  par 
Babinet  :  pour  une  certaine  altitude  du  baromètre,  élevé  indéfiniment  dans  l'at- 
mosphère terrestre,  la  colonne  mercurielie  doit  cesser  de  baisser  et  même  reprendre 
une  marche  ascensionnelle.  D'autres  hypothèses  que  celles  de  Laplace  peuvent 
conduire  à  des  résultats  plus  singuliers  encore.  Naturellement,  ces  conséquenccA 
d'hypothèses,  non  réalisées  dans  la  nature,  ne  prouvent  rien  pour  notre  atmosphère 
réelle. 
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Catalan  (L\)  —  Sur  divers  Articles  de  M.  Maiision.  (i  lo-i  i5). 

Sur  le  développement  de  arc  tangx,  pour  x  =  i  {voir  N,  C,  Jkf,  t.  II,  p.  io4).  — 
Sur  un  théorème  relatif  à  l'intégration  d'une  série  non  convergente  pour  la  limite 
supérieure  de  l'intégration  (Storv,  Cours  dAnafyte,  1857,  t.  II,  p.  35g).  —  Sur  la 

proposition  :  si  arc  tangx  =  y— T,  il  en  est  de  même  de  arc  tang(xH-^).  —  Sur  la 
terminologie  relative  aux  espaces  à  n  dimensions. 

De  Coatpont.  —  Sur  un  problème  de  M.  Busschop.  (i  16-117). 

Partager  un  carré  en  segments  qui  puissent  constituer  n  segments  égaux. 

De  TUlj.  —  Solution  de  la  question  suivante  :  «  Étant  donné  un 
cylindre  de  révolution  indéfini,  construire  la  génératrice  qui 
passe  par  un  point  A,  pris  sur  la  surface  ». 

De  K  et  L  comme  centres,  décrivons,  avec  trois  rayons  r,,  r^,  r,,  six  courbes  sphéri- 
ques  se  coupant  en  six  points  C,,  D,,  C„  D„  C„  D„  situés  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  KL,  sur  une  ellipse  dont  on  saura  trouver,  en  la  transportant  dans  un  plan, 
le  petit  axe,  en  grandeur  et  en  position.  On  peut  trouver  les  extrémités  C  et  D  de 
ce  petit  axe  sur  le  cylindre  :  CD  est,  d'ailleurs,  un  diamètre  du  cylindre.  Les 
courbes  sphériquQS  décrites  de  C  et  D  comme  centres  et  passant  par  A  se  coupent  en 
un  second  point  situé  sur  la  génératrice  demandée.  • 

Kempe  [A.-B.).  —  Sur  la  production  du  mouvement  rectilignc 
exact  au  moyen  de  tiges  articulées.  Traduit  de  l'anglais  par 
V.  Lignine.  (129-139,  177-186). 

Traduction  d'un  Mémoire  publié  dans  lea  Proceediags  of  the  Rojal  Society^  n"  63, 
1875,  p.  565-567,  avec  une  Note  complémentaire  sur  le  Quadruplane^  dont  il  a  déjà 
été  parlé,  iV.  C.  M,^  t.  Il,  p.  i33-i34. 

Brocard  {H.).  —  Notes  sur  divers  Articles  de  la  Nouvelle  Cor^ 
respondance,  (i39-i40' 

Le  Paige  (C).    —  Sur   la    multiplication    des    déterminants. 

(141-144). 

Gelin.  —  Sur  le  théorème  de  Nicomaque.  (i44)' 

Gelin,  —  Note  sur  la  question  220.  (i45)- 

De  Longchamps  (G.).  —  Note  sur  la  série  harmonique.  (i45-i46). 

Fréson  (/.).  —  Théorèmes  sur  les  transversales.  (  1 46-1 47)- 

Neuberg  (/.).  —  Extraits  analytiques.  (i47-i49)« 

Sur  divers  théorèmes  relatifs  à  n  tangentes  à  une  parabole,  dus  à  M.  Ritcbie. 

Catalan  (E,),  —  Variétés.  L'enseignement  des  Mathématiques 
élémentaires  eu  Belgique.  (149-157). 
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Bibliographie.  —  Lettres  inédites  de  Joseph-Louis  Lagrahge  à 
Léonard  EiTLER.  (iSS-iSp). 

Réalis  (5.).  —  Sur  quelques  questions  proposées  dans  la  iVbu- 
scelle  Correspondance.  (  i  gî- 1 94  )  • 

Ghjsens  (E.  ).  —  Sur  une  propriété  des  lignes  algébriques  planes. 
(194-197)- 

Démonstration  directe  d'un  cas  particulier  d'un  théorème  de  LiouTille.  {Jourmal 
lie  Liou¥iiIe  (r*  série,  t.  IX,  p.  35o). 

Mansion  {P-)-  —  Sur  la  théorie  des  séries,  k  propos  d'un  Arliclc 
de  M.  Catalan.  (197-204). 

Réponse  aux  critiques  de  M.  Catalan.  La  série  C  (x*  —  x*"  —  x*"+*),conTePcenle 

I 
pour  X  positif  et  <:^  i,  a  pour  intégrale  la  série  des  intégrales  de  ses  termes.  La 
série  des  intégrales  est  convergente  pour  x  =  i,  mais  n'est  pas  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  série  quand  x,  étant  plus  petit  que  i,  tend  vers  i. 

De  Coatpont.  —  Sur  la  Géométrie  de  la  règle.  (aoS-aoS). 

On  peut,  au  moyen  d'une  règle  permettant  de  tracer  deux  droites  parallèles, 
faire  toutes  les  constructions  que  Ton  effectue  ordinairement  avec  la  règle  et  le 
compas. 

Mansion  (-P.).  —  Extraits  analytiques.  (208-209). 

f^an  Triclit  (^.  )î  S.  J.  —  Extrait  d'une  lettre.  (209-210). 

Les  lentilles  polies  par  Huygens,  qui  se  trouvent  au  collège  de  Notre-Dame  de  la 
Paix,  à  Namur,  sont  signées  C.  Hujrgens,  Chr,  Hugenius  (sans  h). 

Lucas  [Ed.).  —  De  l'application  des  systèmes  de  coordonnées  tri- 
circulaires  et  tétrasphériques  à  l'étude  des  figures  anallagma- 
tiques  (suite).  (225-23o). 

Voir  N.  C.  3/,  t.  Il,  p.  Q25,  267,  289. 

Transformation  des  coordonnées  tricirculaires  et  tétrasphériques. 

Brocard  [H,),  —  Note  sur  la  cardioïdc.  (23 1-234,  4*^^-4 *o)- 

Reiss,  —  Théorie  du  Solitaire,  librement  traduit  de  l'allemand  par 
M.  Cil.  Ruclionnel.  (234-241,  263-2()8,  289-9.94 )• 

Voir  Journal  de  Crelle,  t.  LIV,  p.  34'|-379. 

Catalan  [E,),  —  Sur  la  représentation  géométri(|iu'  des  ionclioiih 
elliptiques.  (241-242). 
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MaimoH  (P.)-  —  Kxtraits  analytiques.  (a43-247). 

Voir   CtTLET,  Mesiengtr  «f  lllatkematUt,    i8;5, 


Lucas  {Ed.).  —  De  l'applicalion  des  systèmes  de  coordonnées  tri- 
eirculaires  et  tétraspliériques  à  l'étude  des  figures  anallagina- 
tiqucs  (suite).  (aSy-aGS). 

TouM  anollaf^atiqiie  du  quatritmc  ordrfl  pouède,  |Kinr  ehieuD  de  (ei  quttre  crr- 
cl«  d'inieriion,  iiii  «eiil  tricycle  ■vlopoUire  trirecUDgle,  etc. 

Biucaid  (//.).  —  Position  limite  d'une  série  de  points  du  plan. 
(369-270). 

Breton  (Ph.).  —  Question  sur  les  doubles  systèmes  de  coniques 
orthogonales.  (370-272). 

Catalan  (£"-)-  —  Quelques  questions  d'examens.  (272-275). 
Catalan  {£■)■  —  Sur  deux  théorèmes  de  Sturm.  (ngS-^gg). 
Réponse  à  !■  réplique  de  M.  Miniion,  relatiTO  k  l'inUgration  dei  •ériea. 
Breton  (Ph.).  —  Aperçu  de  questions  sur  les  faisceaux  de  sur- 
faces du  deuxième  ordre.  (299-306,  337-34o). 

De  Longchamps  (G.).  —  Note  de  Géométrie.  (3io-3i2,34o-347)- 
mljaci  par  H.  J.  Keuberg.  (Voir 

Laisant  (■'^•)-  —  Un  commentateur  du  marquis  de  l'Hospîtal. 

(3ia-3.4). 
Laisant  (-4.)  et  Catalan  {£.).  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de 

cercle.  (347-349)- 

Brocard  {H.).  — École  Normale.  Concours  de  1877.  Composition 
eu  mathématiques.  (349*356). 

Lucas  {Éd.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  numériques  simple- 
ment {lériodiques.  (369>376,  ^ai'^o']). 

Cfl  imporlanl  MvnioÏFi-  cnnliciit  I»  [>riiici|»-i  rnndmiiriiUui  d'iiDu  Ihvoria  Ji>» 
fiiactioni  niimPriqum  ihnptmicnl  yérlodiqim,  analcjura  aux  foiictioua  clmilairt». 
I.  Offimlioni.  Soient  a.  i  1m  »clnn  da  <'  =  l'j  —  «J,  P  «1  Q  (il*nt  dii  nopibn.-. 
entier*  pF«mi''r>enlFr  cm.  poiilih  on  neB"'"'».  l'o«""  «"=•'  — *.  a"' =  a  =  P' —  iQ. 

«•  — A- 
V,— — —^,  V.  =  «"t^A",   Ln  raneltirna  namt^riiu*)  t;,,  V,  iloni 
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à  trois  espèces  de  suites  nomériques,  selon  qae  les  racines  a,  b  sont  réelles  et  en- 
tières,  réelles  et  incommensurables  ou  imaginaires.  Exemples:  i*a=3,*^=i; 
U  ,  y  donnent  des  séries  considérées  par  Fermât.  3*P  =  i,  Q=: —  i;U  donne  une 
suite  de  Flbonacci.  3*  P  =  2,  Q=s~  i;  U    donne  une  suite  remarquable  que  l'on 

peut  appeler  série  de  Pell.  4"  Si  P  =  1 ,  Q  =  1 ,  Uj,  =  o,  Uj,^,  =  Uj^^^,  =  ( —  i)".  — 
II.  Relations  avec  les  fonctions  circulaires  ou  hyperboliques.  On  a 

V,  =  aQ'îcos(^'/^),     V^=^U,  =  aQ'îsin(^/^).     i  =  f=^i. 

A  chaque  formule  relatire  aux  fonctions  circulaires  en  correspond  une  telative  à 
U^,  y,.  AiDsi  la  formule  sinixs  a  stnjrcosx  donne  U,,  =  U^  V„,  etc.  —  III.  Bêla- 
tiens  de  récurrence.  On  troure  aisément 

U-F(l]*)  =  U"F(PU  — Q),    V-F(V«)  =  V*F(PV  — Q). 

La  dernière  formule  est  symbolique.  F  désigne  une  fonction  algébrique  entière,  et 
l'on  suppose  que  les  exposants  de  U  et  de  y  sont  remplacés  par  des  indices  quand 
les  calculs  ont  été  effectués.  On  trouye  ainsi,  en  particulier,  pour  la  série  de  Fi- 
bonacci  :  U'^^'s  U"(Udbi)'.  Au  moyen  d'un  artifice  de  calcul  très-simple,  qui  con- 
siste à  remplacer  a  par  a^,  b  par  If  dans  l'équation  x*  =  (tf4'6)<x'—  ab^  on  irouve 
encore 

IV.ite/ar/oiiim«c/ei</^r<-rmiffaiirf.DeségalitésU,— PUt  =  0,  U,  —  PU,-+-QU,  =  o,etc., 
on  tire  U^^i,  exprimé  par  un  déterminant  à  n  colonnes.  De  même  pour  y,.  —  y.  Be- 
lotions  avec  les  fractions  continues.  On  troure  immédiatement,  en  fraction  continue, 

les  rapports  (U^^.,  :  U.),  (U^+r  •  ^nr)'  P""i  P***  '®*  propriétés  des  réduites, 


uAr-u^_.u^,  =  Q-'-'^u^   u,,,-(rul  =  u,u 


î«^-r» 


et  des  formules  analogues  pour  la  fonction  y.  —  yi.  Développements  en  série  de 
fonctions.  On  a  identiquement 

u.    u,   Vu,  «./        \^.    u.-.y 

ou 


u,H,.^Hî 5 ÎL__      _ 


7 


relation  qui  donne  divers  développements  remarquables.  On  peut  trouver,  de 
même,  une  suite  pour  le  rapport  (U,^^  :  y^+k^)  et  le  rapport  inverse.  Pour  A  =  00  , 
ces  suites  donnent  en  série  le  développement  de  ^A  et  [  i  :^A  )• 

Manslon  (P.).  —  Résolution  d'un  système  de  n  équations  à  n  in- 
connues, dont  une  est  du  second  degré,  tandis  que  les  autres  sont 
linéaires.  (376-i58i). 

Le  procède  est  une  simplification   de  celui  de   ycrsiuys  {Archives  de  Grunert, 
t.  LX,  p.  138-137).  '^  consiste  à  remplacer  l'équation  du  deuxième  degré  homo- 
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ti         gène  à  If  -h  i  ÎDConoues,  «„  jt?  -+-  2^,,  Jf, x,  -f-  «„jr;  -+-...  =  o,  par  n  -h  1  équations 
I         de  la  forme 

h 

«.1*1  -h  a^^x^  -+-...  -ha^,,+,  Jr»^.,  -t-  A^,  X,  -f- . . .  -h  A^X^  =  o.     (/>  =  i,  a, . .  .,«-|- 1); 

les  équations  du  premier  degré  étant 
'  A|,'i"'"\-'a-+-----HA^,,x^.».,  =0,    (y  =  i,a,...,it  — 1), 

on  ajoute  une  équation  auxiliaire  linéaire,  compatible  ayec  les  précédentes, 

I  Si  les  racines  sont  égales,  X.  s=  o,  et  cette  dernière  équation  est  superflue.  Dans  le 

*  cas  général,  les  valeurs  des  inconnues  sont  proportionnelles  aux  mineurs  relatifs 
aux  éléments  de  la  dernière  ligne  du  déterminant  des  (3/1 +  1)  équations  précé- 
dentes. On  trouTe  ces  valeurs  sous  une  forme  simple  pour  x\,  a'i,  en  supposant,  ce 
qui  est  permis,  A^^  =  o,  sauf  pour  r  =  i,  r  =1  k, 

Dubois  [E.).   —  Note  sur  les   cercles  tangents  à   troîs  cercles 
donnés.  (38i-384). 

Prolh  {F,).  —  Note  sur  une  question  d'Arithmologie.  (4 1 1-4' 2). 

Lucas  (  Ed,).  —  Problèmes  sur  la  Géométrie  des  quinconces  dans  le 
plan  et  dans  l'espace.  (4i2'4i3). 

CORRESPORDANCE.   (  20,  49?  8l,    I  l8,    iSp,  QOp,    «47»    ^^^'i   3l5, 

384,  4i3). 

Questions  résolues.  —  (a3,  49»  83,  119,  162,   211,  249,  278, 
3i9,  356,  386,  4»7)- 

Questions  proposées.  —  (29,  63,  94,   128,  174,  223,  255,  286, 
33$,  366,  397,  43i). 

Rectifications  et  Remarques.  —  (a38,  336,  4oo). 

Errata.  —  (64,  96,  368).  P.  Mansion. 


^n9* 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  rédigées  par  BfM.  Gbrono  et  Ch. 
Brissb  (•'). 

a*  série.  —  Tome  XVI;  1877. 

Fauve.  —  Théorie  des  indices.  (5-i8,  160-176,  193-aii,  249-208, 
289-302,  467-469,  5o8-52i,  541-562). 

Nous  espérions  (voir  Bulletin,  r*  série,  t.- XI,  p.  i25)  i>ouvoir  rendre  compte  de 
(•)  Voir  Bulletin,  i*  série,  t.  I,  a*  Partie,  p.  281. 


k  pniianief  BiniAFMnniu  prapn*i«aa»i 
■lu'an  Militiiit  MlU  Tflla  oD  en  pourtmit  lr*avei 
t.  Olla  ulutU  Ml,  rn  qunlqne  *ari>.  le  ConpIéHiOBt 
Vaarrlln  Àanaltt,  i*  (èrlr.  I.  XIV,  ift;j.  p.  487). 


[.auront  [II.)-   —    NoU*  sur  un   tht-urV^mu    ft 
tht'orî*;  dus  courbiïs.  (-j6-a6^. 


fon^juu 


d'ordn'  n,  lot  ordaimc»  luDl  «gai»,  linii  >|ur>  Ipi 
■  punr  objet  il*  ilonner  de  crtte  prafioiiliuii  une  1 

Compositions  ËcniTEs  doiim-es  Ji  Itxrolu  Centrale  (  lu 

1876).  ËtioiuH's.  (a8-3ol. 

Oesboves  (-^-)-  —  Itibliograpliic  :  Questions  do  Trigoi 

tiligne^  par  A.  Dl-sIwvcs ;  3*  édition.  (3o-3a).  ^^ 

Moret-Blanv.  —  Extrait  d'uni-  Lettre.  (  32-33  ).^H 


tlenm-ais{G.^^ 


—  Solution  du  la  question   1  t^Ç).  (33- 
il  relitirc  au  ilrplaccmnDt  d'un  angte  coiislanl,  a 


Pelliisier.  —  Solutinn  des  (jufstiuiis  1  i63  el  i  164.  (3' 

Il  l'anil  dr  propriétéi  Je»  Irariiromiatiani  biquidratirtui's. 

l'iiiva:.  —  Solution  du  Is  <]uc5tion  1184.  (4^-45). 

Siirfsre    Uii  bbcoihI  ordre  paivaul  |)nr  trois   drctlCB  |k| 
nani  a  une  lurTsce  reniée. 

(ipiiese  (H.-  Tf.  ).  —  Solution  de  la  quoi 
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^ndreieifslij,  —  Sur  une  méthode  de  variation  des  paramètres 
dans  les  intégrales  indéfinies.  (61*75). 

L'auteur  s'est  proposé  d'appliquer  aux  paramètres  des  intégrales  indéfinies  Jes 
principes  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  D'une  intégrale  connue,  on  ar- 
rive ainsi  à  en  déduire  d'autres,  en  général  plus  compliquées. 

Consulter,  sur  les  questions  de  cette  nature,  les  Mémoires  suivants  de  M.  Liou- 
ville,  cités  par  M.  Andreievsky  :  ^ur  la  détermination  des  intégrales  dont  la  "valeur 
est  algébrique  {Journal  de  V École  Polytechnique^  deux  MémoireS|  XXI P  cafaier); 
un  Mémoire  sur  l'intégration  d'une  classe jde  fonctions  transcendantes  {^Journal  de 
C relie,  t.  XIII,  p.  gS). 

Concours  généiial  de  1876.  —  Énoncés.  (75-78). 

Laurent  {H.).  —  Théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques. 

(78-96,  2ii-2i5,  361-369,  38d-4o6,  433-45o,  48i-495). 

M.  Laurent  s'est  proposé  de  présenter  aux  lecteurs'  des  Nouvelles  Annales  une 
théorie  des  fonctions  elliptiques  résumant  leurs  propriétés  les  plus  importantes  et 
leurs  principales  applications  à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique.  C'est  une  tenta- 
tive à  laquelle  on  ne  peut  qu'applaudir;  mais  il  est  peut-être  regrettable  que  l'on 
fractionne  en  autant  d'articles  la  publication  d'une  théorie  importante,  à  ce  point 
que  la  fin  est  encore  loin  d'être  publiée  aujourd'hui.  Voici  le  sommaire  de  ce  qui  a 
paru  jusqu'à  présent  : 

Notions  préliminaires.  —  Intégrales  prises  entre  des  limites  itaiagintiires.  —  Cas  où 
le  théorème  de  Cauchy  tombe  en  défaut. —  Calcul  des  résidus.  ~  Application  des  prin- 
cipes précédents  à  la  recherche  des  intégrales  définies.  —  Quelques  propriétés  des 
fonctions.  —  Théorèmes  de  Cauchy  et  de  Laurent.  —  Remarque  concernant  les 
fonctions  périodiques.  —  Notions  sur  les  fonctions  algébriques.  —  DiscfVission  de  la 

fonction  ^x  —  a.  — Discussion  de  la  fonction  ^A  (  x — «/)(x — ^;C — cj...(x — /;. 

—  Études  des  premières  transcendantes  que  l'on  rencontre  dans  le  Calcul  intégral. 

—  Des  divers  chemins  que  peut  suivre  la  variable  dans  la  recherche  des  intégrales 
des  fonctions  algébriques.  —  Des  intégrales  elliptiques.  —  Réduction  des  inté- 
grales elliptiques  à  des  types  simples.  —  Des  transcendantes  de  Legendre  et  de 

Jacobi.  —  Étude  de  l'intégrale    /  '  ^ •  —  ^^«d«  «' 

discussion  de  la  fonction  sin  am  x,  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques. 

—  Thi'^orème  de  M.  Hermite.  —  Remarques  relatives  aux  produits  infinis.  —  Sur 
les  fonctions  auxiliaires  de  Jacobi.  —  Considérations  nouvelles  sur  les  fonctions 
auxiliaires  de  Jacobi.  —  Des  fonctions  du  premier  ordre.  —  Des  fonctioiis  du  se- 
cond ordre.  —  Résolution  des  équations  6,  6|,  H,  H|  =  o.  —  Nouvelles  définitions 
des  fonctions  8,  H,  8^,  H,.  —  Sur  une  formule  de  Cauchy;  nouvelles  expressions 
de  8,  IL  8,,  H,  en  produits.  —  Relations  algébriques  entre  8,  H,  6,,  H,. 

Kesal  {H')'  —  Solution  élémentaire  du  problème  général  des  bra- 
cliîstoclirones.  (97-104). 

Dans  cet  article,  M.  Resal  établit  directement,  par  des  considérations  géomé- 
triques, les  principales  propriétés  des  brachistochrones  considérées  à  un  point  de 
vue  général.  {Voir  un  Mémoire  de  M.  Roger,  Journal  de  Mathématiques  pures  et  a/*- 
ftliquêrs,  t.  XllI,  i"  série). 
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Rouché  (  Eug,  ) .  —  Sur  rëlimination.  (  i  o5- 1 1 3  ) . 

L'auteur  démontre  trois  théorèmes  noureaux  et  intéressants,  sur  les  racines  com- 
munes à  deux  équations,  par  la  considération  des  déterminants. 

Rouquet  (  ^.  ).  —  Note  sur  les  vraies  valeurs  des  expressions  de  la 
forme  ^.  (  ii3-ii6). 

Le  but  de  cet  Article  est  de  donner  un  énoncé  plus  exact  et  moins  ^néral  que 
l'énoncé  habituel,  et  d'en  présenter  une  démonstration  complètement  rigoureuse, 
en  se  bornant  au  cas  des  fonctions  réelles  qui  ont  des  dérivées. 

Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Victoe-Amédée  Le  Besgue. 
(n6-ia8). 

Cette  intéressante  Notice  biographique,  communiquée  par  M.  Hoûel,  estsuiyie  d'un 
Catalogue  des  travaux  de  Le  Besgue,  comprenant  1 34  Mémoires  ou  Notes. 

Académie  royale  des  Sciences  de  Turin.  —  Programme  du  prix 
Bressa.  (lap-iSi). 

Bergeron  [J.-^P.-A.).  —  Bibliographie  :  Eléments  de  Géométrie 
descriptive,  par  F.-J.-C.  Du  volume  des  segments  de  l'ellip- 
soïde et  des  hyperboloïdes,  en  fonction  de  la  hauteur  et  de  la 
section  équidistantes  de  deux  bases  parallèles,  par  le  frère 
Gabriel-Marie.  (iSa-iSy). 

Publications  récentes.  [iZ^j-i/ii). 

1.  Isei  cartelli  diMatcmatica  disfida,  di  LudoTico  Ferrari  e  Nicolô  Tartaglia;  Mi- 
lano,  1876.  —  2.  Cours  de  Mécanique  analytique,  par  Ph.  Gilbert;  Louvain  et  Paris, 
1877.  —  3.  Interpolation  and  adjustement  of  séries,  by  E.-L.  de  Forest;  New- 
Haven,  1876.  —  4.  Théorie  analytique  des  lignes  à  double  courbure,  par  Eugène 
Catalan;  Bruxelles,  1877.  ~  ^-  Note  sur  le  planimètre  polaire  de  M.  Amsler,  par 
C.-A.  Laisant;  Bordeaux,  1876.  —  6.  Théorèmes  sur  les  nombre  premiers;  théo« 
rèmes  sur  les  nombres;  sur  un  problème  d'Arithmétique;  par  C.-A.  Laisant;  Bor- 
deaux, 1876.  —  7.  BuUettino  di  Bibliografla  e  di  Storîa  délie  Scienze  matematicbe 
e  fisiche,  pubblicato  da  B.  Boncompagni;  Roma,  1876. 

Brocard  [H.], — Solution  de  la  question  18.  (i42-i43). 

Intersection  d'une  droite  et  d'une  conique  donnée  par  cinq  points. 

Questions  proposées,  \iii  à  12^3.  (i44)- 

Lalanne  {L.)^ —  Philosophie  des  Mathématiques  :  sur  un  nouvel 
exemple  de  la  réduction  des  démonstrations  à  leur  forme  la  plus 
simple  et  la  plus  directe.  (i45-i5i). 

L'exemple  en  question  n'est  autre  que  ce  théorème  de  Statique  :  «  Un  polyèdre 
quelconque  est  en  équilibre  lorsqu'il  n'est  soumis  qu'à  l'action  de  forces  appliquées 
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normalement  aux  faces,  en  leurs  centres  de  gravité,  et  respectivement  proportion- 
nelles aux  superficies  de  ces  faces  ».  La  démonstration  est  essentiellement  fondée  sur 
cette  proposition,  que  la  somme  des  projections  des  faces  d'un  polyèdre  sur  un  plan 
est  nulle. 

Gilbert  (Ph,).  —  Sur  un  problème  de  Mécanique  rationnelle. 
(i52-i56). 

Solution  de  la  question  de  Mécanique  rationnelle  proposée  an  Concours  d'agré- 
gation de  1876.  Une  solution  précédemment  publiée  n'était  pas  exacte. 

Lucas  [Éd.).  —  Sur  les  théorèmes  de  Binet  et  de  Staudt  concer- 
nant les  nombres  de  Bcrnoulll.  (157-160). 

Cette  question  se  rattache  à  celle  mentionnée  plus  haut  :  sur  la  somme  des  puis- 
sances semblables  des  nombres  entiers.  (Voir  Journal  de  Crelle,  t.  XXI,  p.  37a; 
jénnates  de  TortoUni,  i85a;  Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences,  t.  XXXIII, 
p.  gao,  i85i ,  pour  les  travaux  de  MM.  Clausen,  ▼.  Standt,  Cenoccbi,  Hermite  et  Binet). 

De  Comberousse  [Ch.).  —  J.-V.  Poncelet  :  Seconde  Partie  du 
Cours  de  Mécanique  appliquée  aux  machines,  publié  par  M.  X. 
Kretz.  (177-180). 

Article  bibliographique.  (^oi>,  pour  la  première  Partie,  nouvelles  Annales^  a*  série, 
t.  XUI,  p.  174). 

Freson  (/.  ).  —  Solution  de  la  question  de  Géométrie  analytique 
proposée  au  concours  d'admission  à  TEcole  Centrale^  1876, 
i**^  session.  (i8o-i8a). 

Lieux  géométriques  relatifs  à  des  paraboles  ayant  un  sommet  commun  et  un  point 
commun* 

Terrier,  —  Solution  de  la  question  de  Géométrie  proposée  au 
concours  d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire*,  1876.  (i83). 

Desgardins  (O.  ).  —  Solution  de  la  question  d'Algèbre  proposée 
au  concours  d'admission  à  l'Ecole  spéciale  militaire;  1876.  (i84)* 

Bourguet.  — (extrait  d'une  Lettre.  (i85). 

Énoncés  de  quatre  questions  d'Algèbre. 

Poujade,  —  Extrait  d'une  Lettre.  (185-187). 

Remarques  sur  ce  problème  :  «  Trou? er  le  lien  àm  aoMHMrtft  d«*  trkoflM  einooi^ 
scrits  à  un  ellipse  et  tels  que  les  hautenn  puaent  par  \m  poInU  de  eoatael  A 
côtés  opposés  •.  '' 

Publications   récentes.  — *  Lettres  înëdites  de  JotqjM 
grange  à  I^^onard  Euler;  Saint-Pétersbourg^  tSjfy. 
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Brocard  {H.).  —  Solution  de  la  question  ai.  (188-190). 

Propriété  de  la  circonférence  passant  par  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle. 

Brocard  [H,).  —  Solution  de  la  question  291.  (190- 191). 

Si  l'un  des  nombres  3"*+  i,3*-H'-f-i  estdi?isible  par  10,  l'autre  l'est  aussi  (met  r 
entiers  et  positifs). 

Questions  proposées,  1224  à  1228.  (191-192). 

Harkema  [C).  —  Sur  quelques  cas  de  séparation  des   variables 
dans  l'équation  M.dx  -f-  ^dy  -f-  o.  (2i5-2i8). 

Le  but  de  cette  Noie  est  de  montrer  comment  l'intégration  peut  être  facilitée, 
dans  certains  cas,  par  le  passage  aux  coordonnées  polaires. 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question   proposée  au  concours 
d'admission  à  l'Ecole  Normale  supérieure,  1876.  (218-224). 

Problème  relatif  à  des  paraboles  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires,  et  telles 
que  la  corde  des  contacts  passe  par  un  point  fixe. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  concours 
d'admission    à    TEcole    Centrale,    a*'    session,    octobre    1876. 

(224-226). 

Lieu  géométrique. 

Desboves.  —  Lettre.  (226-228). 

Sur  deux  théorèmes,  le  premier  relatif  à  certains  solides  de  révolution,  le  second 
exprimant  une  propriété  du  quadrilatère. 

Publications  hécentes.  (228-229). 

1.  Éléments  de  la  théorie  des  déterminauts,  par  G.  Dostor;  Paris,  1877.  —  2.  Sulle 
origini  del  metodo  dclle  equipollenze,  per  G.  BellaTitis  ;  Venezia.  —  3.  Tersa  parte 
délia  tredicesima  rivista  di  Giornali,  per  G.  Bellavitis;  1876. —  4.  Quartaed  ultima 
parte  délia  tredicesima  rivista  di  Giornali,  per  G.  Bellavitis;  1876.  —  5.  Thèses 
présentées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  par  D.  André  (Développements  en 
séries  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  puissances.  —  Terme  général  d'une  série 
déterminée  à  la  façon  des  séries  récurrentes)  ;  Paris.  1877.  —  6.  Mémoire  sur  les 
combinaisons  régulières  et  leurs  applications,  par  D.  André;  Paris,  18^6. 

Question  1177.  — Solution.  (23o-234). 

Résoudre  en  nombres  entiers  positifs  Téquation  1  -+-  u:-h  a'  -\-  x*  =  y*. 

Laisant  {A,),  —  Solution  de  la  question  1 220  (234-235). 

Centre  de  gravite  d'un  certain  nombre  de  points  mobiles  sur  des  circonférences. 

Jamel  (  V,).  —  Solution  de  la  question  i?.!u.  (235-'->.36). 

Propriété  du  tétriuMlro. 
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Jamet(y.).  — Solution  de  la  (question  ia^3.  (s36-a38). 

Propriété  de  deux  h;p«rbalm  équili(ér«>. 

Dessoudeix  [H.).  —  Soliilîon  Géométrique  de  la  question  1223. 

(a38-a39). 
QuESTioss  PROPOSÉES,  lasgà  1334-  (a3{^a4o}' 
Bighi  {^Ang.).  —  Nouveaux  théorèmes  de  Géométrie  projectîve. 

Cet  intëreuant  article,  eitnut  d'un  ippendlce  k  un  Mdmoire  lur  li  Tision  slé- 
recHcopiqua  {yuovo  Cimrnlo,  V  uric,  t.  XIV),  m  relatif  ■  Vhamologie  à  t/eux  aim, 
□u  hoiHologie  harmonique. 

BourguPt.  —  Solutioit  d'une  question  de  licence,    187a.   (aSS- 
a6o). 

L«z.    — Solutions  de  questious  proposées  par  M.  Bourguet.  (260- 
263). 

Propriétés  dei  n  orra  a  lus  au  i  eoniqura. 

Aforet- Blanc.  —   Solution  de  la  question  proposé*;  au  concours 
d'admission  à  l'École  Poiytfrhniqui',  1876.  (266-371). 

Plan  diaméirni  d'une  surfuce.  —  Coodilioni  do  réalité  drs  racines  de  l'êqualiDii 
3j'  —  Ifji'  —  lîj'  -I-  n  =  0.  —  Lieu  Béomélrïque  relalif  i  l'Iiyperbole  équilatére. 

Hebout  [Eug.).  —  Formation  d'un  cuLc  entier  qui   soit  égal  à  la 

somme  de  quatre  cubes  entiers.  (272-273). 
Lagout.  — 'Lettre.  (273-278). 

Il  s'agît  encore  de  la  Ta  ch)  met  rie.  Malgré  toute  IViiergie  que  met  M.  Lagout  > 
défendre  >■  prétendue  métfaode,  et  l'approbaliuD  ofHcielle  de  M.  Ciiriitopblr,  alors 
Hiniiire  dei  Traïaiix  publi»,  noua  croyons  que  l'auteur  Ironvera  peu  d'adbérenis 
parmi  les  géomètre*,  et  noui  conaidérans  lea  critiques  de  M.  Rejr  comme  absolument 
fondée*. 

PcBLICATIONS  RÉCENTES.   —  (ajS-aSi). 

I.  La  théorie  hugodédmale,  par  le  comte  Lêopold  Hugu  ;  Paris,  1877.  ~ 
3.  Traité  du  aUnontéUto,  par  J^P.-i.  Bmtaron. 

^scnn  .  —  .S-.liuioa  de  I.1  qu.i.lioti  1..6-.  ('.8t-.H0- 
Dv  m  un  SI  ration  d'une  idenliln  ali^briqoi'. 
iifrtrand  (-4.).  —  Solnlîon  di^  la  question  12-1.1,  (2S3-2851. 
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/><•  l'irieu  {J-)-  —  Soluiion  di;  la  question   i  anC  l'iHJ-i 


Iliaujr  (/'-]■  —  Démo  us  Ira  lion  analytique  du  quriqups  prcfifl»> 

g«n^ralc!(iIes>urtWMdu  itef-oiicl  «irdrv.  (3o3-3i  i). 

Callc  «tn>l«  a  pnur  piiiiil  do  ilnpAt  \»  troisiètoo  par*sratibo  du  Mphuîr  w» 

mnenphii'  {Mprreu  hiitori^ur)  iolitnlA  ;  Ltm  g^oimétriifiÊr  Ju  poiai  dt  rruBi 

tntii  fjaat   laugmu  tl'iim*  utrfaen  eu  uvottd  ti^r4.  tttiuj'rttii  A  irtiaam  ••* 


f/ioux  {y-)-  —  VrobIcuiK  dcMt^anitjue  ratiounclle,  soluiioni 
difi^e.  (3ia-;)i5). 
tl  l'agft  Ja  la  f]ue*lion  «lu  concnun  d'iSfégation  de  1 873. 

Jt/oretiu.   —  Solution  ilc  ([uttstions   proposées  par  M.  S. 

(3i5-3i8). 
Snr  certilnt  dâveloppeinrnti  alorlirlqnci. 

Mtiffat  (-^.)- — Solution  d'une  question  proposée  p«r  M.Bo» 
{3i8-3i9). 


RioiQM  de  réi]i»tii>ii  o 


CoMcovtts   i>'aumi8sion  îi  iTxîolc  spéciale   militaire.    187T.  iSio- 
3ai). 
Programme  des  compuiitioa*. 
Publications  récentes.  —  (3ai-3yu), 

I.Tcorîadei  fuochi  délie  eonicho,  per  F.  Piuni  ;  Napoli,  1877. 2.  Diiii(Blnit> 

geomelrirhe  délie  principalî  formole  di  Trigonometria,  per  F.  Pisaoî  -  IViimH.  i*;* 
3.  Formole  empiricho  per  l'iilmulici  tperi mentale,   per  .1.   Naiiani  •  PiUniM.''' 

RiBLiocnAPHii:.  —  (3a2-3c!4)- 

Trailé  d'AlQèbro  élénienuurr.  par  H.  Si|>iiol;  Paria,  ln-8',  333  p. 
CoBREsroNDAKCE.  —  (3a4-325), 

Gerono.  —  Sur  l'impossibilité  de  résoudre   *^n  nombres  cniiii 
l'équalioii  J-' ^^' -i-  ly.  (325-3a6). 

AIoret-Blanc. —  Solution  de  la  question  iauj(.  (32t>-33i), 
Lieux  e«Diiirlrii|uet  rrlalîfs  à  une  ramille  de  conriMa  plai 


id 
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Brunot  (Cit.).  —  Solution  de  la  question  laa^.  (332-333). 

Propriété  de  l>  parabole. 

Brunot  [Ch.).  —  Solution  de  la  question  1329.  (333-334)- 

Propriélé  de  l'équation  x'  —  ijx-t-r=  0. 
QuBSTiOKS  PROPOSÉES,  ta43à  124^-  (335-336). 

./imiguifs  {E-).  —  Génération  de  certaines  surfaces  par  leurs  lignes 
de  courbure.  (337-36o). 

Eo  prenant  un  lyalème  triplemeut  orthogonal,  et  utiliuiit  Isa  notitlons  d« 
HM.  Lamé  et  Darboni,  l'auteur  arrive  k  la  eoDSÏdération  de  aurracei  particnlUre* 
qu'il  appelle  ^roc^c&'^u;  fl  donne  un  certain  nombre  de  propriété!  géométriqne* 
de  cea  «urfacea. 

jénâré(D.).  —  Sur  les  chiffres  qui  terminent  les  puissances  des 
nombres  entiers.  (370-572). 

Démonatration  de  Iroli  théorëmea  d'Arithmétlqoe,  ■niquel*  eomipondent  Irai* 
théorémei  d'Algèbre. 

Jamet  {V.).  —  Sur  une  application  des  déterminants.  (372-373). 

VériOeatlon  d'une  identité. 
Rey  (C).  —  Lettre  :  encore  ta  Tachymétrie.  (373-376). 

Noua  n'ajouteron*  aucune  réfleifon  k  cellea qu'on  a  pu  lire  plu*  haut  aur  le  néms 
aujet.  M.  Re;  se  coalente  de  citer  lea  oioiret  de  H.  Lagout;  c'eat  une  excellente 
manière  d'édifler  le  lecteur  aur  la  laleur  de  la  Tachymétrie. 

Laisant.  —  Extrait  d'une  Içttre.  (36t)). 
Calcul  de^ r-:  par  logaritbmei. 

Toubin.  —  Extrait  d'une  lettre.  (377). 

Sur  le  problème  de  la  carte. 
Compositions  écrites  données  à  l'École  Polytechnique  en  1877. 

•  (377-38.).  _ 

Énoncé»  pour  le  concoun  d'admiBsibililc  et  le  cnncour*  d'admliilon. 

Moreau[C.).  —  Soluliou  de  la  question  454-  {38a-384)- 

Propriété  d'une  coarbe  du  troiai 

QvESTioHS  ritoposÉEs,  ia49  à  laSi.  (384)- 

Laisanl  (A.). —  Sur  leccutrc  de  gravité  d'un  polygootttf 

Uull.  4ei  Scieatei  math.  3'  Série,  t.  II.  {S<plembi*  t»;». 
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Lucas   [Ed.).    —   Sur  la  résolution   du  système    des    équations 
21^-  —  u^  =  iv^     et     2  v^  -I-  u^  ==  3-2^  en  nombres  entiers.  (409- 

416). 

L'auteur  arrives  la  solution  complète  par  des  formules  imaginées  par  lui  à  cet 
eflet.  Foir  aussi,  sur  le  même  sujet,  Nouvelles  Annales^  7*  série,  t.  XV,  p.  4^8  ; 
1876. 

Catalan. — Sur  une  question  proposée  par  M.  Bourguet.  (4i6-4ï8). 

11  s'agit  de  la  question  résolue  par  M.  MufTat  (p.  3i8)  ;  voir  plus  haut. 

Brisse  {Ch,),  — Note  sur  la  question  précédente.  (418-421). 

jimigues  {E.).  — Mémoire  sur  les  transformations  du  second  ordi*e 
dans  les  figures  planes.  (422-4^4?  45ï"466,  496"5o7i  529-541). 

Dans  ces  articles,  M.  Amigues,  reprenant  la  méthode  de  Magnuti  {Journal  de  Crelle, 
i83i),  en  déduit  un  certain  nombre  de  lois  géométriques,  particulièrement  en  ce 
qui  concerne  les  systèmes  de  coniques. 

CollnESPONDA^'CE.   {4'^'^)' 

PUBLICATIOMS   RÉCENTES.  (425-426). 

1.  Recueil  complémentaire  d'Eiercices  sur  le  Calcul  infinitésimal,  par  F.  Tisse- 
rand  ;  Paris,  1877.  —  2.  Recueil  d*£xercices  sur  la  Mécanique  rationnelle,  par  A.  de 
Saint-Germain  ;  Paris,  1877.  —  ^*  Cours  d'Algèbre  supérieure,  par  J.-A.  Serret  ; 
4*  édition,  t.  I**";  Paris,  1877. —  4.  Traité  de  Mécanique  générale,  par  H.  Resal  ;  Paris, 
1873,  1874,  1876.  —  5.  Traité  d'Algèbre  élémentaire,  par  E.  Laurernay  ;  Paris,  1877. 

Mémoires  rkcents.  —  (427-429)- 

Lucas  [Ed»),  —  Solution  de  la  question  1 180.  (429-432). 

l'-H  a'-h  ...  -t-«'  n'est  un  carré  que  si  n=  24. 

Questions  proposées,  i252  à  i254-  (432). 

Concours   d'agrégation    des  Sciences    mathématiques   de    1875. 
(469-472). 

Concours    d'agrégation    des   Sciences  mathématiques    de    1876. 
(472-476). 

Brocard  {H.).  —  Solution  de  la  question  58o.  (477-478). 

Résolution  d'un  système  d'équations  proposé  par  Lamé. 

niuillier  {L.),  Solution  de  la  question  i225.  (478-480). 

Problème  relatif  à  deux  coniques. 

Publications  récentes.  —  (48o). 


■ 
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I  1.  Recherches  sur  plusieurs  Ouvrages  de  LéoDard  de  Pise  et  sur  diverses  questions 

d'Arithmétique  supérieure,  par  Éd.  Lucas;  1877.  —  2.  Nuovo  metodo  dei  massimi 
e  minimi  délie  funzioni  primitive  ed  iiitegrali  ;  per  Luigi  Barbera.  —  3.  Principii 
elementari  sulle  probabilità,  per  G.-B.  Marsano  ;  Genova,  1876.  —  4.  lliéorie  des 
nombres  entiers  complexes  et  bicomplexe*,  par  A.  Benthem.  —  5.  Sur  un  Mémoire 
de  Daviet  de  Foncenex,  et  sur  les  Géométries  non  euclidiennes,  par  A.  Genocchi  ; 
Turin,  1877. 

.     Compagnon.  —  Bibliographie  :  questions  proposées  sur  les  Elé- 
ments de  Géométrie,  par  P. -F.  Compagnon^  '877.  (Sai-SaS). 

;ff 

Brunot  (Ch,).  —  Solution  de  la  question  12 10.  (SaS-SaS). 

*> 

Enveloppe  d'une  sphère  assujettie  à  certaines  conditions. 

..    Pisani  {F.).  —  Solution  de  la  question  ia42«  (5a5-527). 

Théorème  relatif  à  une  conique. 

^f    Lapierre  (/.).  —  Solution  de  la  question  ia44-  (527-528). 

Formule  de  Trigonométrie. 

Desboyes  (-^.).  —  Bibliographie  :  questions  d'Algèbre  élémentaire, 
par  A.  Desboves;  2®  édition.  (563-564).  A.  L. 


REVUE  D'ARTILLEUIE  ('). 

Tome  VIII  (avril-septembre  1876). 
De  Sparre  [M.].  —  Note  sur  le  tir  plongeant.  (122-127,  1  fig.). 

Cette  Note  se  divise  en  deux  Parties  :  substitution  du  cercle  osculateur  à  la  tra- 
jectoire dans  la  dernière  fraction  de  son  parcours;  autre  procédé  de  détermination, 
et  calcul  de  l'erreur  ainsi  produite  et  toujours  négligeable. 

f^allier  {E.).  —  Équation  empirique  de  la  trajectoire.  (219-232). 

L'équation  de  la  trajectoire,  dans  le  vide,  est 

Y  =x  tang  a 2 — *—  * 

^  ^  2»'*cos*a 

La  Commission  de  Gavrc  a  adopté  la  relation 

/ç'.r*     /  I        3  e    \ 
•.îcos'a  \v*       S  y    J 

(•)  Voir  Rutletin,  t.  XI.  p.  7ii. 
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et  l'École  d'Application  un  terme  de  plus, 

fk**       /a  I  \ 

°         a»f"co8*a  \         3  6  / 

c  désignant  le  coefficient  balistique. 

L'auteur  rappelle  les  difficultés  que  Ton  rencontre  pour  l'intégration,  surtout 
dans  la  dernière  équation,  et,  se  reportant  à  la  formule  deGavre,  il  a  cherché  si  Ton 
ne  pourrait  substituer,  avec  la  même  approximation,  une  formule  logarithmique, 
plus  avantageuse,  par  conséquent,  pour  le  calcul.  Il  propose  la  modification  sui- 
vante : 

j'  =  xtanga ? — 5-  10"*, 

"         av'cos'fti 

0»  étant  Tangle  de  chute,  m  un  coefficient  à  déterminer  pour  chaque  trajectoire. 

L'auteur  signale  et  démontre  les  avantages  marqués  de  cette  nouvelle  équation 
qu'il  applique  à  divers  exemples. 

Paschhiewitsch  (  W.).  —  Note  sur  un  système  de  bouches  à  feu 
de  gros  calibre.  (446''4^2i  ^  ^sO- 

Résumé  de  diverses  propositions  fondées  sur  des  considérations  théoriques  et 
accompagnées  d'assez  longs  calculs,  que  Tauteur  a  désiré  recommander  à  l'attention 
des  praticiens. 

Gautier  (-^.).  —  Sur  des  appareils  et  des  procédés  propres  a 
régler  le  tir  des  bouches  à  feu  dans  les  batteries  de  côte. 
(48i-5o2,  7  fig-)- 

La  nécessité,  bien  reconnue,  de  doter  les  batteries  d'appareils  de  détermination 
des  distances,  a  suggéré  l'invention  de  télémètres  généralement  simples  et  ingé- 
nieux, qui  répondent  avec  assez  de  précision  aux  nouvelles  exigences  du  tir  de 
l'artillerie.  Dans  le  télémètre  proposé  dans  ce  travail,  l'auteur  prend  pour  base  des 
mesures  des  angles  sous-tendus  la  hauteur  verticale  de  la  batterie  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer.  11  suppose  que  cette  hauteur  est  voisine  de  100  mètres. 

L'auteur  étudie  et  propose  ensuite  un  autre  dispositif  de  télémètre  pour  régler  le 
tir  des  projectiles  de  rupture  dans  les  batteries  rasantes. 

Jouart  (-^.).  —  L'artillerie  dans  Tattaque  et  la  défense  des  côtes. 
(416-445,  I  pi.;  5ii-53o,  I  pi.). 

Ces  deux  articles  sont  consacrés  à  l'analyse  des  idées  exposées  par  M.  de  Luca 
dans  une  Étude,  insérée  dans  la  Rivista  man'tima,  sur  l'action  de  l'artillerie  mo- 
derne dans  les  batailles  navales  et  dans  la  guerre  des  côtes. 

Le  second  article  renferme  plus  de  développements  théoriques  que  le  premier. 
On  peut  y  remarquer  l'étude  des  erreurs  sur  la  mesure  de  la  distance,  des  erreurs 
de  pointage,  et  de  la  probabilité  de  toucher  un  vaisseau  en  marche  par  le  tir  en 
bombes. 

Tome  IX  (octobre  1876-mars  1877). 

De  Sparre  (M,).  —  Note  sur  quelques  questions  relatives  au  tir 
en  brèche,  (i  18-127,  ^  ^S-)* 

Ce  travail  intéressant,  divisé  en  deux  Parties,  peut  se  résumer  dans  les  conclu- 
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sions  suivantes  :  Si,  pour  faire  brèche  par  le  tir  normal,  on  est  obligé  de  se  placer 
il  une  distance  X,  on  devra,  si  l'on  choisit  pour  plan  de  tir  un  plan  faisant  un 
angle  f  avec  le  plan  du  tir  normal  à  l'escarpe,  se  placer,  pour  faire  brèche  dans  les 

X 

mêmes  conditions,  à  une  distance  plus  grande • 

COSJ» 

Il  y  a  intérêt  à  donner  au  projectile  la  longueur  la  plus  grande  que  l'on  pourra. 
L'auteur  examine  les  conditions  du  tir,  à  faible  charge  et  à  petite  distance,  dans 
l'hypothèse  où  la  résistance  de  Tair  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 
L'équation  de  la  trajectoire  est 

^=xUngAi ^(  x-^-J_-c-»c«r L  ), 

2u\a.c\  uac  2ac/ 

dans  laquelle  tang&i  est  Tinclinaison  de  la  tangente,   -  le  coefficient   balistique, 

C 

s 
a  =  -t  «I  la  vitesse  horizontale  au  point  de  chute. 

D'autres  éléments  de  la  trajectoire  se  déduisent  des  fonctions  F(x)  et  F|(x)  étu» 
diées  par  les  généraux  Didion  et  Mayevski,  et  définies  par  les  équations 

P(^)= i »     I^i(«)  = • 


P'alller  {£.).  —  Étude  de  la  probabilité  du  tir.  (201-2:249  3  figO- 

Dans  la  première  Partie  de  cette  Étude,  l'auteur  rappelle  les  principes  du  Calcul 
des  probabilités  et  expose,  d'après  les  travaux  de  Laplace  et  de  Poisson,  les  résul- 
tats connus  aujourd'hui  sur  la  loi  de  répartition  des  points  de  chute  des  projectiles. 
Il  prouve  que  les  courbes  d'égale  probabilité  sont  des  ellipses  homothétiques. 

Dans  la  seconde  Partie,  il  essaye  de  montrer  comment,  à  l'aide  d'un  artifice  de 
calcul,  on  peut  simplifier  la  solution  des  problèmes  qui  se  présentent,  et  généra- 
liser les  résultats  obtenus  précédemment  dans  le  cas  de  l'égalité  entre  les  deux  dé- 
viations parallèles  aux  axes  d'un  rectangle. 

^stier  {€.).  —  Sur  le  mouvement  des  corps  pesants  dans  les  mi- 
lieux résistants.  (3i3-323,  I  fig-)- 

On  admettait,  autrefois,  que  l'angle  de  portée  maximum,  dans  l'air,  était  infé- 
rieur à  45  degrés,  à  cause  de  la  résistance  de  ce  fluide,  mais  sans  arriver  à  justifier 
complètement  ce  fait  d'expérience.  Récemment,  on  a  constaté  que,  pour  certains 
projectiles,  cet  angle  était  supérieur  à  4^  degrés. 

Si  Ton  pose 

la  trajectoire  balistique  a  pour  équations 

y  (c)  étant  V  accélération  de  la  résistance. 

Ces  équations  montrent,  la  première,  que  la  composante  u  va  constamment  en 
diminuant,  et  que,  sur  une  horizontale  rencontrant  la  trajectoire  en  deax  point», 
l'inclinaison  de  la  courbe  est  plus  grande  pour  la  branche  descendante. 

Rull.  des  Sciences  math.,  'i'  Série,  t.  II.  (Octobre  1878.)  R.  l3 
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L'auteur  démontre  ensuite,  avec  facilité,  lea  propositions  suivantes  : 

Quand  la  résistance  du  milieu  croit  proportionnellement  à  la  vitesse,  J  angle  de 
portée  maximum  est  l'angle  X  pour  lequel  Tangle  de  projection  et  l'angle  de  chute 
sont  complémentaires. 

Suivant  que  la  résistance  croit  plus  vite  ou  moins  vite  que  la  vitesse,  l'angle  de 
portée  maximum  est  supérieur  ou  inférieur  à  ).. 

Soit/(c)  =  ai^  l'accélération  de  la  résistance.  L'angle  de  portée  maximum  est 
toujours  inférieur  à  ^5  degrés  quand  n  est  égal  à  3  ou  plus  petit  que  3.  Si  n  est  su- 
périeur à  3,  l'angle  de  portée  maximum  peut  être  supérieur  à  4^  degrés  pour  les 
petites  valeurs  de  a. 

Pour  les  projectiles  oblongs  se  mouvant  dans  l'air,  la  résistance  croit  toujours 
plus  vite  que  le  carré  de  la  vitesse;  l'angle  de  portée  maximum  est  donc  toujours 
supérieur  à  Jl. 

L'exposant  n  se  rapproche,  en  général,  de  3  ;  cependant,  pour  certaines  vitesses 
comprises  entre  aSo*"  et  Sôo*"  par  seconde,  n  atteint  la  valeur  6.  On  conçoit  donc 
que,  dans  certaines  conditions  de  vitesse  initiale  et  pour  des  valeurs  très-petites  du 
coefficient  a  (c'est  le  cas  des  gros  projectiles),  l'angle  de  plus  grande  portée  puisse 
être  supérieur  à  4^  degrés,  même  en  supposant  la  densité  de  l'air  constante  dans 
toutes  les  couches  traversées  par  le  projectile. 

Joiiart  (-^.  ).  —  Emploi  des  Tables  de  tir  pour  le  tir  indirect. 
(55o-574,  a  pi.). 

D'après  un  travail  de  M.  Wuicb. 

La  méthode  développée  dans  ce  travail  est  purement  graphique  et  connue  sous  le 
nom  général  de  Méthode  des  courbes  de  niveau. 


Tome  X  (avril-septembre  1877.). 

Bréger  (P.).  —  Quelques  réflexions  sur  les  ellipses  d'égale  pro- 
babUité.  (82-86). 

Revendication  de  priorité,  à  propos  des  résultats  obtenus  dans  la  recherche  de  la 
probabilité  d'atteindre  des  ellipses  d'égale  probabilité.  L'auteur  discute  ensuite,  de 
très-près,  les  conditions  dans  lesquelles  les  mathématiciens  ont  établi  les  proba- 
bilités du  tir,  et  il  conclut  en  ces  termes  :  n  11  est  impossible  d'établir  aujourd'hui 
la  loi  de  dispersion  des  projectiles  autour  du  point  d'impact  moyen,  sans  faire  au 
moins  trois  hypothèses,  et  l'une  des  moindres  conséquences  de  cet  état  de  choses 
est  que  la  forme  des  courbes  d'<^ale  probabilité  nous  est  complètement  inconnue. 
Est-ce  à  dire  qu'il  faille  renoncer  à  l'emploi  du  Calcul  des  probabilités  dans  le  tir 
des  bouches  à  feu?  Nullement,  . . .,  mais  il  vaut  mieux  nous  rendre  compte  de  notre 
ignorance  que  de  nous  endormir  dans  une  trompeuse  sécurité  sur  une  partie  de 
la  Science  encore  pleine  d'obscurités  et  peut-être  d'erreurs.  » 

Francard  (/?.).  —  Note  sur  un  appareil  destiné  au  réglage  du 
tir.  (87-92,  2fîg.). 

Cet  appareil  est  circulaire  et  n'occupe  pas  plus  de  volume  qu'une  montre.  Il  so 
compose   d'un    limbe   en    buis  qui    peut   tourner  dans   \\x\^   boite  cylindrique   m 
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buis.  Le  limbe  et  m  botte  ont  une  même  graduation,  analogue  à  celle  d*une  rdgle 
à  calcul. 

Duguet  {€.).  —  Résistance  au  dëculassement  des  canons  se  char- 
geant par  la  culasse.  (aop-aSS,  i  pi.). 

L'auteur  étudie  les  conditions  du  déculassement  par  arrachement  de  filets,  par 
dériTage  et  par  rupture  transversale. 

Démonstration  et  discussion  des  formules  du  général  russe  Gadolin,  fondées  sur 
la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  de  Lamé. 

Examen  de  l'influence  des  secteurs  vides  de  l'écrou  et  de  la  distance  de  l'obtura- 
teur au  premier  filet  de  l'écrou.  Avantages  des  grosses  vis  et  des  bagues. 

Lefèvre  [J.-B.-p^.),  —  Note  sur  Terreur  de  pointage  due  au  dé- 
versement des  plates-formes  de  siège  et  de  place,  et  sur  la  cor- 
rection de  cette  erreur.  (339-345)  lo  fig.). 

Lorsqu'une  plate-forme  est  déversée,  le  tir  éprouve  des  écarts  trés-sensibles, 
sinon  en  portée,  du  moins  en  direction.  Comme  il  est  difficile  de  reconstruire  une 
plate-forme  ainsi  déversée,  il  y  a  utilité  à  recourir  à  des  corrections  fort  simples 
à  la  hausse  et  à  la  dérive.  En  désignant  par  A  la  hausse,  par  f  l'angle  vertical  de 
tir  correspondant,  par  u  le  déversement  de  la  plate-forme,  la  correction  de  la  dérive 
a  pour  expression 

h  sinA) 


en  admettant  une  ligne  de  mire  horizontale.  Cette  expression  se  modifie  peu  lorsque 
cette  ligne  de  mire  est  légèrement  inclinée. 


Tome  XI  (octobre  1877-mars  1878.). 

Lefès^re  (/.-iff.-^'.  ).  —  Note  sur  le  pointage  indirect,  quand  les 
graduations  de  la  hausse  et  de  la  dérive  sont  insuffisantes. 
(2i-3i,  5  fig.). 

Énoncé  et  établissement  d'une  règle  pratique  permettant  de  résoudre  cette 
question. 

Dombre  (P.).  —  Le  télémètre  Berdan.  (3a-39,  1  pi.). 

Principe  et  description  de  ce  télémètre,  qui  consiste  essentiellement  en  un  in- 
strument de  mesure  de  l'angle  sous  lequel  on  voit  un  c6té  d'un  triangle  rectangle 
pris  pour  base. 

Cet  instrument  se  transporte  sur  une  voiture  à  deux  roues,  et  consiste  en  deux  lu- 
nettes astronomiques  de  5  pieds  (i'jSq)  munies  d'objectifs  de  4  pouces  (o'yio) 
de  diamètre;  une  des  lunettes  est  fixe  et  à  angle  droit  sur  une  base  de  9  mètres  : 
l'autre  lunette  est  mobile  à  l'aide  d'une  vis  micrométrique.  Le  prix  de  revient 
de  ce  télémètre  est  fort  élevé  :  il  n'atteint  pas  moins  de  ^5  000  fr. 

R.  l3. 
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Priou  (/.).  —  Tables  de  tir  de  rartillerie  italienne  (64-88,  9  fig., 
16:2-181,  3  %•). 

Traduction  de  l'initruction  qui  se  trouve  en  tète  des  Tables  de  tir  de  rartillerie 
italienne. 

Page.  —  De  la  résistance  de  l'air.  (254-^58,  34^-35o,  2  fig.). 

Programme  d'eipériences  à  exécuter  en  vue  de  Térifier  les  diverses  hypothèses 
admises  pour  la  résistance  de  l'air  proportionnelle  au  carré  ou  au  cube  de  la  TÎtesse. 

Jouart  (-^. ).  — Balistique  graphique.  (436-456,  2  pi.). 

D'après  l'Ouvrage  de  M.  Alois  Indra,  intitulé  :  Graphische  Balliseik. 

On  a  basé  jusqu'ici  les  méthodes  de  représentation  de  la  trajectoire  sur  rh3rpo- 
thèse  d'une  loi  déterminée  exprimant  la  force  retardatrice  de  l'air  en  fonction 
de  la  vitesse  du  projectile;  mais  on  n'a  point  encore  réussi  à  découvrir  cette  loi  gé- 
nérale. 

La  méthode  graphique  présente  l'avantage  de  permettre  de  représenter  le  mou- 
vement des  projectiles  dans  l'air,  au  moyen  de  simples  éléments  de  construction 
déterminés  par  des  considérations  géométriques  indépendantes  de  la  loi  de  la  ré- 
sistance de  l'air. 

Voici  les  principales  subdivisions  du  Mémoire  :  mouvement  dans  le  vide;  repré- 
sentation géométrique  de  la  résistance,  en  général  ;  résistance  de  l'air  au  mou- 
vement du  projectile;  parabole  elliptique  de  M.  Indra;  équation  de  la  courbe  ba- 
listique 

gx*  A 

r  =  x  tango f- — r—    , -, r-; 

^^       2»»*cos*9   A — x(tangf}  —  tanga) 

9,  angle  au  départ;   a,  angle  de  la  ligne  de  résistance  avec  Ox;  — A,  ordonnée  à 
l'origine  d'une  ponctuelle. 
Détermination  des  paramètres  de  résistance  et  de  l'angle  de  tir  f. 

Page.  —  De  la  résistance  de  Taîr.  (457-462,  2  fig.). 

Les  articles  précédents  ont  fait  reconnaître,  par  l'emploi  de  la  vitesse  finale  m*. 
que  la  formule  du  carré  est  loin  de  représenter  la  loi  de  la  résistance  de  Tair,  ot 
que  la  formule  du  cube  ne  s'en  écarte  pas  moins. 

L'auteur  essaye  d'obtenir  une  formule  plus  exacte,  et  arrive  à  proposer  la  sui- 
vante : 

R       flw  —  i 


P        a  — I    ' 

dans  laquelle  R  désigne   la  résistance,  P   le  poids  du  projectile,  a  une  base  qui 
reste  à  déterminer. 

Deville  (/?.).  —  Etude  sur  la  pratique  du  tir  en  brèche  a  grande 
distance.  (5i6-532,  5  fig.). 

Ce  premier  Mémoire  renferme  l'examen  des  questions  suivantes  : 
Calculer  l'angle  de  chute  nécessaire  pour  arriver  au  point  le  plus  bas  de  la  brèche  ; 
déterminer  les  distances  extrêmes  entre  lesquelles   il  faut   établir  la  batterie  do 
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L        brèche,  de  telle  façon  que  la  vitesse   restante  des  projectiles  et  la  justesse  du  tir 

soient  suffisantes  pour  le  but  qu'on  se  propose  (limites  du  terrain  dangereux). 

Fixer,  entre  ces  limites,  la  position  qui  assure  un  maximum  d'effet  utile. 

■    Page,  —  De  la  résistance  de  l'air.  (56i-567,  *  ^6*)* 

Indication  d'expériences  à  faire  pour  contrôler  Texactitude  de  la  formule  empi- 
Jj        rique  représentant  la  loi  de  la  résistance  de  l'air. 

I    Welsch,  —  Correction  de  Terreur  de  pointage  due  au  déverse- 
B        ment  des  plates-formes.  (568-569,  i  fig.). 

;  Note  sur  l'établissement  de  formules  discutées  plus  en  détail  dans  un  article 

précédent. 

i  H.  B. 


BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France  ('). 

Tome  V;  1876-1877. 

Halphen,  —  Sur  les  correspondances  entre  les  points  de  deux 
courbes.  (1-18). 

Dans  une  Note  antérieure  Sur  la  conservation  du  genre,  l'auteur  a  montré  que, 
si  deux  courbes  se  correspondent  point  par  point,  elles  sont  du  même  genre. 
M.  Zeulhen  était  antérieurement  parvenu  à  une  relation  plus  générale  qui  a  lieu 
entre  deux  courbes  lorsque  ces  courbes  ont  entre  elles  une  correspondance  quel- 
conque. M.  Zeuthen  n'avait  traité  que  le  cas  où  les  courbes  qu'il  considère  n'ont 
que  des  singularités  ordinaires.  Dans  ce  Mémoire,  M.  Halphen  démontre  la  même 
relation  en  supposant  que  les  courbes  correspondantes  possèdent  des  singularités 
élevées. 

Brocard  {H.), —  Sur  Tenveloppe  de  la  droite  de  Simpson.  (18-19). 

Fouret  (  G.  ).  —  Sur  la  détermination,  par  le  principe  de  corres- 
pondance, du  nombre  des  points  de  contact  ou  d'intersection 
sous  un  angle  donné  des  courbes  d'un  système  avec  une  courbe 
algébrique.  (19-24). 

L'auteur  étend  à  l'élude  de  celte  question,  où  il  considère  des  systèmes  de 
courbes  algébriques  ou  transcendantes,  les  procédés  de  démonstration  employés  par 
M.  Brill  pour  l'étude  d'une  question  plus  simple  relative  aux  systèmes  algébriques, 
celle  où  Tangle  donné,  dont  il  est  question  dans  l'énoncé,  est  nul. 

La  guerre.  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  de  second 
ordre.  (24-25). 

(*)  Voir  Bulletin,  1,,  î;;. 


i34  SECONDE  PARTIE. 

Laguerre.  —  Sur  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes,  menées 
de  ces  points  à  deux  courbes  planes,  soient  égales  entre  elles. 

(25.26). 

Laguerre,  —  Sur  un  problème  d'Algèbre.  (aô-So). 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  un  polynôme /(x)  de  degré  #r,  connaissant  les 
sommes  des  puissances  impaires  des  racines  depuis  Tordre  i  jusqu'à  Tordre  in  —  1. 
Les  résultats  obtenus  peuvent  se  résumer  ainsi.  Les  coefficients  d'^un  polynôme  de 
degré  n  peuTent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  des  sommes  S,,  S,,. .  .»S^.,, 
S/A  désignant  la  somme  des  puissances  p}*"^^  des  racines. 

Laguerre.  —  Recherches  sur  les  normales  qu'on  peut  mener  d'un 
point  donné  à  une  conique.  (3o-43)- 

Après  avoir  énoncé  plusieurs  théorèmes  élégants,  Tauteur  se  propose  et  résout  la 
question  suivante  :  «  Déterminer  les  coniques  qui  coupent  orthogonalement  quatre 
droites  données  passant  par  un  point  M  ■.  Trois  Notes  terminent  le  Mémoire.  La 
première  traite  de  la  détermination  d'une  conique  quand  on  connaît  les  deux  axes 
et  deux  normales.  La  troisième  est  relative  à  un  invariant  de  deux  formes  cubiques 
qui  se  présente  dans  la  théorie  des  normales  à  une  conique. 

Brocard  [H.). — Note  sur  la  division  mécanique  de    l'angle. 

(43-47). 

L'auteur  présente  quelques  observations  sur  ce  sujet  et  signale  un  Mémoire  de 
M.  Glotin  qui  a  paru  dans  le  t.  II  (année  1862),  des  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Perrin.  —  Note  sur  une  formule  de  sommation  applicable  à  une 
classe  de  séries.  (47-69). 

Polignac  (de),  —  Sur  les  substitutions  linéaires.  (69-70). 

Laguerre,  —  Sur  la  partition  des  nombres.  (  76-78). 

L'auteur  détermine,  non  pas  le  nombre  T(N)  des  solutions  en  nombres  entiers 
et  positifs  de  l'équation 

mab  une  valeur  approchée  de  cette  fonction  T(N)y  Terreur  commise  ayant  une 

limite  fixe  indépendante  de  N.  Par  exemple,  pour  Téquàtion  à  deux  variables,  Tex- 

N 
pression  approchée  de  T(N),  —coïncide  avec  celle  qui  a  été  donnée  par  Paoli. 

Laguerre,  —  Sur  l'approximation  des  fonctions  d'une  variable  au 
moyen  de  fractions  rationnelles.  (78-92). 

La  méthode  développée  par  Tauteur  s'applique  aux  fonctions  do  la  forme  r**'  011 
n-  est  une   fonction    rationnelle  de  x  ou  l'intégrale   d'une    fonction    rationnelle. 
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I  (  X  -+"  rt  \  •" 

M.  Laguerre  considère  successifement  le  déTeloppement  de  --  *  de  1 7  j   y 

de  0f(')f  où  F  (or)  est  un  polynôme  entier. 

Laguene.  —  Sur  quelques  tliéorèmes  de  Joachimsthal.  (92-95). 

•rc  Unt  — 

Laguerre.  —  Sur  le  développement  en  fraction  continue  de  e  '. 

(95-99)- 

Darboux  [G .) .  —  Etude  d'une  question  relative  au  mouvement 
d'un  point  sur  une  surface  de  révolution.  (100- 1 13). 

Dans  un  article  inséré  aux  Comptes  rendus,  t.  LXXVll,  p.  849»  M.  Bertrand 
s'est  proposé  de  rechercher,  parmi  toutes  les  lois  d'attraction  émanant  d'un  centre 
fixe,  celles  pour  lesquelles  la  trajectoire  dHin  point  libre  sera  toujours  fermée. 
L'auteur  étend  la  même  recherche  au  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  de 
révolution  en  supposant  qu'il  y  a  une  fonction  des  forces  qui  conserve  la  même 
valeur  en  tous  les  points  d'un  parallèle  de  la  surface.  Il  y  a  ici  deux  fonctions  in- 
connues, celle  dont  dépend  la  forme  de  la  surface  et  la  fonction  des  forces.  L'auteur 
montre  qu'elles  sont  toutes  les  deux  déterminées  par  la  condition  que  la  triycctoire 
du  point  sur  la  surface  soit  toujours  fermée.  Citons  le  théorème  suivant,  qui  ter- 
mine le  travail  : 

«  Les  seules  surfaces  de  révolution  ayant  leurs  lignes  géodésiques  fermées  et  ad- 
mettant un  de  leurs  parallèles  pour  plan  de  symétrie  sont  la  sphère  et  certaines 
surfaces  applicables  sur  la  sphère.  » 

Lindemann.  —  Sur  une  représentation  géométrique  des  cova- 
riantsdes  formes  binaires.  (11 3-126). 

Cette  représentation  s'obtient  en  représentant  les  zéros  de  la  forme  binaire  par 
les  points  d'une  conique. 

Haton  de  la  Goupillière ,  —  Note  sur  la  théorie  des  dévelop- 
poïdes.  (126-128). 

Démonstration  très-simple  d'un  théorème  relatif  aux  développoldes  successives 
d'une  courbe. 

Fouret  (G.).  —  Détermination,  parle  principe  de  correspondance, 
du  nombre  des  points  d'un  plan  en  lesquels  se  touchent  trois 
courbes  appartenant  respectivement  à  trois  systèmes  donnés. 
(i3o-i34). 

Halphen.  —  Sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  gauches 
douées  de  deux  directrices  rectilignes.  (i34-i36). 

Lucas  {Ed,).  —  Formules  fondamentales  de  Géométrie  tricircu- 
la  ire  et  létraspliérique.  (i36-i43). 
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Fiye  Sainte- Marie,  —  Note  sur  un  problème  relatif  à  la  marche 
du  cavalier  sur  réchîquîer.  (i43-i5o). 

André  (D.).  —  Sur  un  problème  d'analyse  combinatoire.   (i56- 
i58). 

Halphen,  —  Sur  une  formule  récurrente  concernant  les  sommes 
des  diviseurs  des  nombres  entiers.  (i58-i6o). 

Les  sommes  des  diviseurs  des  nombres  naturels  peuvent  se  calculer  de  proche 
en  proche  au  moyen  d'une  formule  récurrente  due  à  Euler.  L'illustre  géomètre  at- 
tachait le  plus  grand  prix  à  la  découverte  de  cette  formule,  et  il  a  publié  trois  Notes 
à  ce  sujet  :  i^  Découverte  d'une  loi  extraordinaire  des  nombres  par  rapport  à  la 
somme  de  leurs  diviseurs;  7^  Observatio  de  summis  divisorum;  3*  Demonstratio 
theorematis  circa  ordinem  in  summis  divisorum  observatum.  L'auteur  fait  connattre 
une  seconde  formule  semblable  à  celle  d'Euler. 

Halphen. —  Sur  une  proposition  d'Algèbre.  (i6o-i63). 

L'auteur  démontre,  d'une  manière  nouvelle,  le  théorème  suivant  donné  par 
M.  Noether  : 

•  ftft^  désignant  trois  polynômes  entiers  à  deux  variables  x, ^,  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'on  ait 

A  et  B  étant  deux  polynômes  entiers,  sont  les  suivantes  : 

»  11  faut  que,  pour  tout  système  (  oc,  ^)  de  solutions  des  équations  9=0,  ^  =^  o, 
on  puisse  déterminer  deux  développements  a  et  ^  procédant  suivant  les  puissances 
entières,  positives  et  ascendantes,  de  jr  —  ec,  jr  —  yg,  et  qui  soient  tels  que  l'on  ait 

Mannheim,  —  Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  sont 
fonctions  l'un  de  l'autre.  (i63-i66). 

Démonstration  géométrique  d'un  théorème  de  M.  Halphen. 

Haag,  —  Théorème  sur  les  surfaces.  (166-170). 

Halphen.  —  Sur  des  suites  des  fractions,  analogues  à  la  suite  de 
Farey.  (170-175). 

Jordan  [C).  —  Sur  une  classe  de  groupes  d'ordre  fini  contenus 
dans  les  groupes  linéaires.  (175-177). 

Lucas  [Ed.).  —  Sur  les  développements  en  séries  des  irration- 
nelles du  second  degré  et  de  leurs  logarithmes  népériens. 
(177-190). 

Ce  travail  étendu  comprend  nombre  de  formules   dont   l'auteur   se  réserve  dr 
montrer  l'utilité  dans  les  recherches  relatives  aux  nombres  premiers. 
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^nJUatinheini  {A,).  —  Sur  le  paraboloïde  des  normales  d'une  surface 
réglée.  (190-193). 
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^  Ferrer  S  [N.-M.  ).  —  Sur  le  potentiel  d'un  ellipsoïde,  d'une  courbe 
ellipsoïdale,  d'une  plaque  elliptique  et  d'un  anneau  elliptique 
■       de  densités  variables.  (i-23). 

La  méthode  appliquée  dans  ce  travail  repose  sur  le  théorème  suivant  :  «  SI  V  est 
le  potentiel  relatif  à  un  point  x'jr'  t'  d'un  solide  dont  la  densité  est,  en  chaque 
I       point,  une  fonction  p  finie  et  continue  des  coordonnées  x,Xt*  ^^  ce  point,  fonc- 
tion qui  s'annule  à  la  surface  du  solide,  le  potentiel  relatif  au  même  point  du 

même  solide,  la  densité  devenant  non  plus  p,  mais  -7^1  sera  — •  L'auteur  applique 

ce  théorème  en  supposant  qu'en  chaque  point  d'un  solide  limité  par  un  ellipsoïde 
la  densité  soit  une  puissance  du  premier  membre  de  l'équation  de  l'ellipsoide,  et 
il  obtient  ainsi  les  potentiels  pour  des  lois  de  densité  très-variées. 

Cajlery.  —  Sur  l'équation  générale   aux  différences  du  second 
ordre.  (23-25). 

Taylor  (C).  —  La  transformation   homographique  des  angles. 

(a5-39). 

L'auteur  a  retrouvé  un  Ouvrage  à  peu  prés  oublié,  publié,  en  1794»  par  G.  Walker, 
membre  de  la  Société  Royale,  et  traitant  des  sections  coniques.  Dans  cet  Ouvrage  se 
trouve  étudiée  une  méthode  de  transformation  qui,  en  fait,  est  un  cas  particulier 
de  la  transformation  homographique.  M.  Taylor  montre  le  parti  qu'on  peut  en 
tirer  dans  l'étude  des  coniques  et  dans  la  transformation  des  relations  d'angles. 

Lamb  (//.).  —  Sur  différentes  solutions  de  problèmes  d'Hydrody- 
namique. (40-43). 

Genèse  [R,-TF'.).  —  Sur  la  conique  [iy  =  kda  et  une  certaine  en- 
veloppe. (44-45)* 

Cajley.  —  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  obtenues  en  éga- 
lant à  zéro  un  déterminant  symétrique  du  même  ordre.  (46-52). 

M.  Caylev  a  signalé  et  étudié  depuis  longtemps  le  cas  où  les  éléments  du  déter- 

v''   V«»ir  liuUetiny  I,,  233. 
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minant  font  du  premier  degré.  La  surface  correspondante  a  alors  dix  pointa  doubles. 
1!  examine,  dans  ce  travail,  un  cas  nouveau,  celui  où  les  degrés  des  éléments  sont 
o,  1,  I,  o  respectivement  pour  la  première  et  la  dernière  ligne,  et  i,  a,  3,  i  pour  la 
deuxième  et  la  troisième.  La  surface  correspondante  a,  en  général,  huit  points  dou- 
bles ;  mais  M.  Cayley  étudie  un  cas  particulier  dans  lequel  elle  a  aussi  une  droite 
double. 

Cayley.  —  Théorème  d'Algèbre.  (53). 

Jefferj  [H. -M,).  —  De  la  perspective  d'une  courbe  plane  sur  la 
sphère.  (53-63). 

Cockle  (./.).  —  Quatrième  Chapitre  sur  les  corésolvants.  (63-79  )• 

Glaisher  [J,~W.-L.),  —  Note  sur  le  Mémoire  de  Sylvester,  inti- 
tulé :  «  Développement  d'une  idée  d'Eisenstein  ».  (79-84). 

Dans  le  Mémoire  cité,  M.  Sylvester  a  montré,  d'une  manière  élémentaire,  com- 
ment le  développement  d'une  puissance  négative  d'une  série  dépend  de  celui  des 
puissances  positives  de  la  même  série,  et  M.  Cayley  a  obtenu  un  résultat  analogue 
en  partant  de  la  formule  de  Lagrange.  M.  Glaisher  compare,  en  détail,  les  deux 
formules  différentes  par  la  forme  de  MM.  Sylvester  et  Cayley.  Le  travail  se  termine 
par  une  Note  de  M.  Cayley. 

Townsend  (/?.).  —  Sur  plusieurs  solutions  particulières  du  mou- 
vement d'un  point  libre  déduites  de  la  considération  d'une  courbe 
brachistochrone  et  réciproquement.  (85-96). 

L'auteur  remarque  que,  dans  le  cas  du  mouvement  d'un  point  libre,  la  force  agis- 
sante se  trouve  dans  le  plan  osculateur,  sa  composante  normale  étant  dirigée  vers 

le  centre  de  courbure  et  égale  à ,  tandis  que,  si  un  point  est  assujetti  à  demeurer 

P 
sur  une  courbe,  dans  le  cas  où  cette  courbe  est  brachistochrone,  et  en  supposant 

qu'il  y  ait  une  fonction  des  forces,  la  force  sera  encore  dans  le  plan  osculateur  de  la 


mv* 


trajectoire,  sa  composante  normale  sera  égale  à ,  mais  elle  sera  dirigée  suivant 

P 
le  prolongement  du  rayon  de  courbure. 

Il  suit  de  là  que,  si  uno  courbe  est  la  trajectoire  d'un  point  libre,  la  vitesse  étant 
une  fonction  déterminée  de  sa  position,  elle  sera,  pour  la  même  loi  de  la  vitesse, 
une  courbe  brachistochrone,  la  force  qui  agit  en  chaque  point  étant  la  symétrique 
par  rapport  à  la  tangente  de  la  force  qui  agit  dans  le  premier  cas. 

Ainsi,  une  ellipse  est  la  trajectoire  d'un  point  libre  soumis  à  l'action  d'une  force 
attractive  émanant  de  l'un  de  ses  foyers  et  agissant  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  ;  la  vitesse  devenant  nulle  analytiquemcnt  quand  la  distance  à  ce  foyer 
est  égale  au  grand  axe,  elle  sera,  en  vertu  du  théorème,  une  courbe  brachisto- 
chrone avec  la  même  loi  de  la  vitesse  pour  une  force  répulsive  émanant  de  l'autre 
foyer,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  point  au  cercle  directeur  cor- 
respondant à  ce  second  foyer.  Une  parabole  est  la  trajectoire  d'un  point  libro 
soumis  à  l'action  d'une  force  constante  perpendiculaire  à  la  directrice,  la  vitesso 
devenant  nulle  (analytiquemcnt)  quand  le  point  matériel  est  sur  la  directrice.  Fllr 


K  REVUE  DES  PUBLICATIONS.  189 

■A  par  conséquent,  brachistochrone  pour  une  force  constante  répulsÎTe  émanant 
ligni  foyer,  avec  la  même  loi  pour  la  TÎtesse  qne  dans  le  cas  précédent.  M.  Townsend 
^liplie  les  applications  du  théorème  général. 

^b  [R,~R,),  —  Le  potentiel  d'un  disque  elliptique,  l'altrac- 
>n  étant  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance.  (pS-ioS). 

ley.  —  Sur  une  surface  du  quatrième  ordre  à  douze  points 
nguliers.  (io3-io6). 

Ide  [G. -F.).  —  Surface  des  rayons  réfractés  (106-1 33). 

*st  [A,'H.).  —  Sur  la  marche  du  cavalier  (au  jeu  des  échecs), 
ia3-i35). 

vnsend  {R»)-  —  Construction  de  l'axe  du  déplacement  d'un 
orps  solide  dans  l'espace.  (126-127). 

Tery  {M,).  —  Sur  les  courbes  de  troisième  classe  ayant  un 
oyer  triple.  (127-147). 

ckle  (sir  7.).  —  Sur  les  caractères  distinctifs  des  intégrales  sin- 
gulières. (147-167). 

Discussion  des  Règles  de  Lagrange,  de  de  Morgan,  d'Euler,  de  Poisson,  de  Boolc, 
»  Cauchy,  de  Taylor. 

eenhill  [A, -G.).  —  Précession  et  nutation.  (167-179). 

Exposition  de  cette  théorie  d'après  la  méthode  de  Poinsot  développée  dans  la 
ynnaissance  des  Temps  de  iSSS. 

jst  {P')'  —  Approximation  dans  la  théorie  lunaire.  (179-181). 

eenhill  [A, -G.).  —  Solutions  des  équations  du  mouvement 
l'un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  et  n'étant  soumis 
I  l'action  d'aucune  force,  (i  82-1 83). 

y  [R.'fJl.'G.),   —   Sur  certaines  formules  algébriques.  (i84- 

[85). 

yley.  —  Sur  une  surface  spéciale  à  aire  minimum.  (190-196). 

M.  Schwarz  a  fait  connaître  la  surface  représentée  par  l'équation 

l-h  yuiv  -f-  »Jl  -H  i/ii  =  O, 

i  X^  fji,  V  sont  des  fonctions  de  x,  jr,  x  respectivement  définies  en  x  par  l'équation 

de 


=-r   
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et  j\  z  étant  les  mômes  fonctions  de  /a  et  de  v.  En  cherchant  à  vérifier  ce  résultat, 
et  en  mettant  à  la  place  des  coeflicients  de  6S  9',  sous  le  radical  précédent,  des  con- 
stantes, M.  Cayley  obtient  une  nouTelle  surface  de  même  nature  que  celle  de 
M.  Schwarz. 

Niven  {Q.).  —  Sur  la  théorie  de  rélasticité.  (196-208). 

Childe  (  G. 'F.  ).  —  Sur  les  surfaces  de  rayons  réfractés.  (  209-a  17) 

Horner  (/. ).  —  Sur  la  réduction  donnée  par  Jacobi  delà  varia- 
tion seconde  d'une  intégrale.  (217-226). 

Cunningham  (■^•)«  —  Interprétation  géométrique  des  équations 
diâerentielles  en  général.  (226-229). 

Cajley,  —  Sur  un  torse  sextique.  (229-235). 

Cette  surface  déTeloppable  admet,  pour  courbe  de  rebroussement,  la  biquadra- 
tique  intersection  des  surfaces 

Cayley,    —   Sur  un  torse  dépendant  des  fonctions   elliptiques. 

(235-241). 

TValker  [J.-j.).  —  Sur  l'équation  de  la  cubique  plane  à  un  point 
double.  (242-245). 

Glaisher  [J.-TV.-L,),  —  Théorème  relatif  à  la  diiférentiation 
d'un  déterminant  symétrique.  (245-248). 

Cayley.  —  Sur  certaines  surfaces  du  huitième  ordre.  (249-265}. 

Greenhill  (^.-G.  ).  —  Solution  des  équations  d'Euler  relatives 
au  mouvement  d'un  corps  solide  par  le  moyen  des  fonctions  el- 
liptiques. (265-271). 

Hicks  [TV, -M,).  —  Investigation  par  la  méthode  des  quater- 
nions  de  la  théorie  de  l'élasticité  et  du  mouvement  des  fluides. 

(271-292). 

Cayley,  —  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  et  aux  déri- 
vées partielles.  (Voir  Qualerly  Journal  of  Pure  and  Applied 
Mathematics ,  t.  XIV,  292-339). 

Dans  ce  travail  d'environ  jo  pages,  M.  Cayley  traite  des  systèmes  d'équations  si- 
multanées du  premier  ordre  et  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles. 
11  est  clair  que  bien  des  points  de  cette  vaste  théorie  ont  dû  être  laissés  de  côte 
dans  un  Mémoire  d'une  si  petite  étendue;  mais  nous  devons  le  considérer  au  moin<« 
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**  comme  un  cadre  qui  indique  la  manière  dont  M.  Cayley  entend  toute  cette  théorie. 
"*  et,  à  ce  titre,  le  Mémoire  ne  peut  manquer  d'exciter  notre  intérêt. 
^       Après  quelques  définitions  préliminaires,  l'auteur  commence  par  considérer  les 
systèmes  d'équations  simultanées,  tel  que  le  suivant  : 

j   .  djc dr dz dw 


I 


Il  établit  la  liaison  qu'ils  présentent  avec  l'équation  aux  dérivées  partielles 


Ox         Or         uz  dw 

I     indique  quelle  est  la  nature  et  le  nombre  des  intégrales,  et  expose  rapidement  la 
théorie  du  dernier  multiplicateur. 

Après  avoir  traité  rapidement  ce  premier  sujet,  M.  Cayley  rappelle,  sans  le  dé- 
montrer, le  théorème  de  Pfaff  sur  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse 
ramener  une  différentielle  linéaire,  et  il  aborde  l'étude  du  système  hamiltonien. 

dx dr <'-  __     ^P    ^*f     <''* 

dp       dq        dr  dx  ày  âz 

considéré  comme  un  cas  particulier  du  système  (i), 

La  théorie  de  ce  système  commence  par  la  vérification  de  l'identité  fondamentale 

do  Jacobi 

[H,(û,*)] -+- [a,(*,H)] -h  [*,(H,a)]  =0, 

et,  de  cette  identité,  M.  Cayley  déduit  immédiatement  le  théorème  de  Poisson  :  «  Si  a 
et  6  sont  deux  intégrales  de  Téquation  (9,H)  =r  o,  il  en  sera  de  même  de  (a,  b)m.  Il 
examine  ensuite  si  le  théorème  de  Poisson  peut  s'étendre  à  des  systèmes  de  la 
forme  (i),  mais  plus  généraux  que  les  systèmes  hamiltoniens,  et  il  obtient  ce  théo- 
rème remarquable  :  «  Parmi  les  systèmes  delà  forme  (i),  le  système  hamiltonien  est 
le  seul  pour  lequel  le  théorème  de  Poisson  soit  applicable  ». 

M.  Cayley  aborde  ensuite  la  théorie  des  intégrales  conjuguées  donnant  lieu, 
prises  deux  à  deux,  à  des  crochets  égaux  à  zéro,  et  il  démontre  l'existence  d'une 
infinité  de  pareils  systèmes,  et  il  termine  par  la  définition  et  les  propriétés  de  la 
fonction  hamiltonienne  Y. 

Après  cette  étude  des  systèmes  hamiltoniens,  M.  Cayley  étudie  les  équations  aux 
dérivées  partielles,  et  montre  comment  les  propriétés  établies  des  systèmes  hamil- 
toniens conduisent  aux  intégrales  complètes  de  ces  équations. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'application  des  théories  générales  à  des  exemples 
particuliers. 

Cockle  (sir/.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du 
troisième  ordre.  (34o-353). 

Suite  d'un  article  précédent. 

Frost  [A, -H,).  —  Méthode  simple  pour  tracer  la  marche  du  ca- 
valier sur  des  carrés  de  5,  6,  7,  8^  et  son  extension  aux  carrés 
supérieurs.  (354-359). 
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Jeffery  [M.).  —  Sur  l«s  cubiques  planes  qui  i 
simple  foyer.  (359-37ti). 


Sharpc{H.-J.).  —  Sur  la  rêflcTion  du  son  4  la  surface  a"ii 
raboloide  de  révoluLiou.  (1-8). 

Solutina  de  cetlfl  quotion  par  l'emploi  dis  cDOrdonodei  pMntioliquet. 

Cajrley  (j/.)-  —  Sur  le  jeu  Ae  la  souricière.  {8-10}. 

Groeniiill  (v/.-C).  —  Sur  le  mouvemenl  lourbillonnaire  plan. 

(lo-ag). 
Walker  [J.-J.  ).  —  Equation  des  axes  d'une  conique.  (  3o-32  1. 

CayUj  l^-)-  —  Note  sur  la  théorie  de  la  correspond ance  entre 
les  points  de  deux  courbes.  (32-33). 

Ct^ley  {^■).  —  Sur  la  constmction  des  ovales  de  Descartes.  (34). 4 
F)-ost  (-^.)'  —  Sur  les  proprîélcs  générales  de  carrés  analogues 
aux  carrés  magiques.  (34-49}- 

Roberif  {S.).  —  Note  géotnctrique  relative  aux  triangles  inscrits 
dans  un  eercle  et  circonscri  ts  ;i  une  parabole.  (  5a-55  ) . 

DémoDstntiaii  e^niélrique  dea  rosultati  donné*  par  M.  Ca^lej  d*ni  un  irticlc 
inHTéaiii  Pr,>c.  I.ond.  Math.  Soc.  (T.  VIT.  p.  160]. 

Cayley  {-d.).  ~  Sur  les  plans  flecflecnodanx  des  surfaces.  {49-^')- 

L'auteur  déiigneBOua  le  nom  Aa  Jlfcnodaax  les  plaHi  langenls  pour  lesquel*  une 
des  Ungenles  nsymptotiques  coupe  la  surrace  en  quatre  pointa  confondus,  et  suui  Ir 
nom  de  ftecflecnodaax  Ipa  points  pour  lesquels  les  dcui  tangentes  asymptotiquvi 
jouissent  de  la  niCnie  propriété. 

Cayley  [A.).  —  Un  théorème  sur  les  déterminants.  (SS-Sy). 
Glaisher  [J.-W.-L.  ).  —  Démonstration  de  la  formule  de  Stîrling. 

Cochle  (sir  J.).  —  Sur  la  solution  des  équations  algébriques  par 
radicaux.  (64-82}. 

Ferrers  {N.-M.).  —  Solution  de  certaines  questions  de  la  théorie 
du  potentiel  et  du  mouvement  dos  liquides.  (83-93). 


un 
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Frost  [A. -H.),  —  Sur  les  propriétés  générales  des  cubes  analo- 
gues aux  carrés  magiques.  (93-123). 

Cajlejr  (A.).  — Sur  un  système  de  surfaces  quadriques.  (124-1^5). 

Ce  système  est  formé  des  surfaces  pour  lesquelles  deux  droites  données  ont  des 
polaires  données;  l'auteur  montre  géométriquement  qu'elles  contiennent  un  qua- 
drilatère gauche  dont  il  donne  la  construction. 

Cwlaisher  [J.-TV.-L.),  —  Sur  une  équation  numérique  approchée 
contenant  les  nombres  e  et  rr.  (1  sS-i  27). 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

—4-  — »-  — lu— 1>«  — 

est  à  peu  près  entier  si  h  est  un  carré  impair;  la  différence  entre  l'expression  et  sa 
partie  entière  étant  d'autant  plot  faible  que  n  est  plus  grand. 

Cajley  {A.).  —  Sur  les  solides  réguliers.  (127-131). 

Jeffery  [H.-M.  ).  —  Sur  les  courbes  spbériques  de  troisième  classe 
avec  foyers  doubles' et  arcs  cycliques  doubles.  (i3i-i4o). 

Cajley  {A.).  —  Calcul  du  hessien  d'une  surface  du  quatrième 
ordre.  (i4i-i44)» 

Greenhill  [A, -G.  ).  —  Note  sur  l'Hydrodynamique,  sur  le  mouve- 
ment de  Teau  dans  un  prisme  rectangulaire  tournant.  (i44~i^i)- 

Glaisher  [J.'TV,-L,  ).    —  Applications  d'un  théorème  de  Trigono- 
métrie. (i5i-i57). 

Si  l'on  a 


on  aura 


XX  B 

arc  tang  — h  arc  tang  --+-...  -h  =  arc  tang  —  • 
a  u  A 

Caylej  {A.),  —  Sur  les  formes  dérivées  de  trois  formes  binaires. 

(157-168). 

Cayley  {A,),  —  Formules  relatives  à  la  ligne  droite  dans  Tespace. 
(168-171). 

Cajley  {A,).  —  Sur  la  fonction  arc  sîn(x  -♦-  iy).  (171-174). 

Cayley  (A.),  —  Sur  une  relation  entre  certains  produits  de  diffé- 
rnn<*es.  (174-175). 
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Greenhill  (A.-O.)-  —  Sut-  le  moiivraietit  d'une  toupie  et  les  [m-  1 

btèmea  de  Dynamique  qui  s'y  ratUclient.  (lyli-i  j)5). 

Cajley-  (yf.). — Sur  le  problôuiu  goniométrique  de    M,  Cottcrîll. 

(il)ti-'9«)- 
Jfff^ry  (  //.-M.).  —  Sur  une  courbe  cubique  rapporléc  à 

tlrilatùrr:  roriiié  de  points  correspondants.  (198-323  I. 

RobtuLi  (S.)-  —  Sur  les  courbes  du  sixième  ordre  représenta 
par  l'équation 

(ri  Ifis  courbes  corrélutïves  du  (piatHènic  ordre.  (  gia4-a3o  |.     ^H 

Sleen  {yi.}.  —  Diffcrcnte»  formult-s  se  rapportant  au  jeu  i\<:  h 

souricière.  (a3o-343)- 
Nivea  [C).  —  Sur  tes  recherches  de  M.  Mannhcîm  relatives  k  la 

surface  des  ondes.  (343-3^7]- 

IVitrttn  {C).  —  Sur  plusieurs  propriétés  de  la  surface  de  l'onde. 
(a57-a66). 

Glaisher  (J.-ïf.-L.).  — Théorèmes  concernant  certains  opéra- 
teurs symboliques  exponentiels,  (afiti-ayal. 

Faà  de  Bruno.  —  Sur  la  partition  des  nombres.  (  272-274)' 

Hichs  (  JV.'M.  ).  —  Sur  le  potentiel  électrique  et  le  poteutiel  des 
vitesses  dans  un  fluide  limité  pardeux  plans  parallèles.  {274-3 1 5). 

Cayley  {A.).  —  Sur  une  équation  fonctionnelle.  (3i5-325). 

Cette  équation  est  In  siiivanle  :  «i  l'on  n  j-,  = -^t  la  fonclion  fC-r)  doit  satis- 

WreHïq.UÊoi. 

ce  problème  le  préaenle  dans  une  quettinii  d'HyiIrodynumiqne. 
Sieadman-Aldix  {W.).    —   Sur   une   modification    du    principe 
d'Huyghens.  (326-335). 

Wallon  (W.).  —  Deux  démonstrations  d'un  théorème  d'Olinde 
Rodrigues.  (335-337). 
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Cayley  (^4.).  —^  ^'ote  sur  la  fonction  —, — - —  (338-34o). 

Cayley  (-'^.).   —  Considérations   géométriques  sur    une  éclipse 
solaire.  (34o-347). 

L'auteur  étudie  cette  question  et  classe  les  éclipses  solaires  par  la  considération 
du  cône  de  pénombre  et  de  la  courbe  suirant  laquelle  il  rencontre  la  Terre  aux  dif- 
férents moments  de  l'éclipsé.  11  distingue  ainsi  sept  cas,  dont  trois  sont  si  spéciaux, 
qu'on  peut  les  écarter  entièrement;  deux  autres  se  présentent  très-rarement. 

Glaisher  [J.-W.-L.),  —  Sur  les  facteurs  d'une  forme  spéciale  de 
déterminants.  (347-356). 

Coates  (C-/^.  ).  —  Du  mouvement  tourbillonnaire  à  l'intérieur 
et  autour  d'un  cylindre  elliptique.  (356-365). 

Glaisher  (J.-TF'.-L.),  —  Note  sur  le  théorème  de  Caucliy  relatif 
aux  facteurs  de  {x-hj)"  —  ^^^ — y"-  (365-366). 


PKOCEEDINGS  op  tue  London  Matubmatical  Society  (M. 

Tome  VIII;  1 876-1 877. 

Smith  [H.-J.-S.),  —  Sur  Tétat  présent  et  futur  de  plusieurs 
branches  des  Mathématiques  pures.  (6-29). 

Spoftiswoode  [  TV,),  —  Sur  les  courbes  ayant  un  contact  quadri- 
ponctuel  avec  les  courbes  d'un  système  linéaire  à  trois  constantes 
arbitraires.  (29-34). 

Elliot  [E,'B,),  —  Sur  plusieurs  classes  d'intégrales  définies  mul- 
tiples. (35-47). 

Glaisher  [J,'TV,~L,),  —  Sur  certaines  relations  différentielles 
identiques.  (47-5 1). 

Cajlej  [A.),  —  Sur  la  condition  analytique  pour  qu'il  existe  une 


(')  Voir  Bulletin^  I,,  197, 

//«//.  des  Sciences ,  a«  Série,  t.  II.  (Octobre  1878.)  R  .  l4 
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surface  coupant  l'i  augle  droil  une  congruencc  ilc  1  rgiips  droites. 

(53-57). 

Qutnd  In  runf^uvnco  trit  ili'nDii?  dv  In  maniiTC  nulnuir  pour  chaque  point  dr 
1'm]iiifl>,  tv»  cutini»  dirivWuri  do  In  ■lnii(i>  <|iLi  j  piisi<>,  cc,0,y,  sont  des  fonclloni 
connues  des  courdnnn^n  .r.  ^,  i  do  M  puînl.  Sir  Vf-  Himllloa  a  dctnonlru  que  li 
condillon  nicMial»  01  ■nRltBntc  pour  qu'il  y  lit  une  lurfice  nurmnlc  h  tunt«  In 
droit»  cit  que  adi-i-^^f-t-  ydt  toit  nna  dilKrcnlielt«  «xieto.  M.  CbjtIi';  it- 
monirc  celle  r^gls  oi  U  iisnararme  din>  le  eu  où  Ici  droiles  sonl  dctlnii»  ood  plui 
par  loi  cDiiniia  directeur*,  miii  par  leurs  ooedldeiiti  anguliires, 

Franklaiid  [F.-Jf'.).  —  Sur  un  csparc  ainiplcmcut  connexe  à 
deux  dimcusîons  et  d'étendue  finie.  (57-64)- 

Pfiven  {7P'.-D.).  —  Sur  la  théorie  des  images  élcctrîqaes  et  son 
application  an  cas  de  deux  conducteurs  spliei-iqui's  chargés  d'élec- 
tricité. (64-83). 

Lo  problème  dont  ï'oeeiipe  l'âuteat  •  *té  déjà  l'objet  dei  recherches  d'un  (^nd 
Dombm  da  c^omAtrci.  Poiuon,  lir  W.  Thomion  cl  M.  Clerk  Maiwtll  on  oui 
donnii  de)  (olultonn  dlfli^roritei.  La  noUTello  méthode  propotc-e  par  M.  NNen  re- 
pou  cauntiellcnient  «ur  rpinploi  da  la  trBnufnrmalion  pnr  rayons  vccteun  rAei- 
proquea  ot  la  transfurnialion  quo  aublt  dans  ce  cai  l'èquiition  du  poieotiel. 

Smith  {fi.-J.-S-).  —  Sur  les  conditions  de  perpcndicularîté  dam 
un  système  parallelépipcdiquc.  {83-io3). 

La  conception  d'un  ayatèDa  parallélépipédiqne,  c'ol-h-dirc  d'un  cipare  diriu 
par  trois  ■jitèm es  de  plans  paralIMo  en  parallélépipèdes  semblables  et  <^uz,  qoi 
farine  la  buse  de  la  théorie  crialallsgraphique  actuellement  admise,  a  donné  lira 
aussi  k  de  trÂt-impo riantes  recherches  se  rapportant  a  rtrithmétiqne  et  à  la  GAn- 
métrie.  L'auteur  donne  les  conditions  de  perpendicularité  pour  les  II|;ac*  et  lea  pliai 
d'un  pareil  système. 

BtUcher  (J.-G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fluide  visqueux. 
(io3-i35). 

TF'olstenholme  [J.).  —  Sur  une  méthode  facile  pour  obtenir  l'é- 
quation invariante  exprimant  une  relation  poristique  entre  deux 
coniques.  (i36-i38). 

Glaishffr  [J.-fV.-L.).  —  Valeurs  numériques  des  douze  premières 
puissances  de  it  et  de  leurs  réciproques,  ainsi  que  de  quelques 
autres  quantités  qui  s'y  rapportent.  (  139-14^]- 
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Elliot  [E,'B.).  —  Sur  plusieurs  classes  générales  d'intégrales  défi- 
nies multiples.  (  i46-i58). 

Tanner  [ff.'W.'Lloyd),  —  De  Féquation 

d^z        ^  dz      ^dz 

--f-P-T--i-Qx-^-Z  =o. 


dxdy         dx         ôy 

(159-174). 

•v 

L'auteur  fait  la  théorie  do  cette  équation  en  supposant  que  P,  Q,  Z  soient  des 
fonctions  quelconques  de  x,^,  z. 

Butcher  [J.-G.).  —  Sur  la  forme  quatemionienne  de  plusieurs 
propositions  générales  relatives  au  mouvement  d'un  fluide.  (  174* 
i83). 

Cajley  (^.).  —  Sur  Téquation  différentielle  générale 

dx       dy 

où  X,  Y  représentent  la  môme  fonction  du  quatrième  degré  de 
x^j  respectivement.  (  184-199). 

M.  Caylcy  étudie  les  différentes  formes  de  l'intégrale  lorsqu'on  fait  subir  à  la 
constante  arbitraire  différentes  transformations,  et,  considérant  ensuite  cette  con- 
stante arbitraire  comme  une  nouToIle  variable,  il  examine  en  môme  temps  les  équa- 
tions 

dx       dr       dz 

^x    v^    v/z 


et 


tix        dr        dz       dw 
v'X      \l\      ypf.      v^W 

Glnisher  {J.-W.-L.),  —  Sur  la  valeur  numérique  de  certaines 
séries.  (200-9,04). 

Lendersdorf  (C).  —    Sur  Taire  du  quadrangle  formé    par  les 
quatre  points  d'intersection  de  deux  coniques.  (2o5-2i2). 

Cajley.  —  Illustration  géométrique  d'un  théorème  relatif  à  une 
fonction  irrationnelle  d'une  variable  imaginaire.  (212-214). 

Muir[T.),  —  Sur  une  classe  d'entiers  exprimables  par  la  somme 
de  deux  carrés  entiers.  (2i5-2i8). 

Ca^  In  .  —  Sur  la  relation  circulaire  de  Mobius.  (220-226). 
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Cayley  .  —  Surlalraiisforniation  linéaire  de  l'inlégi-alc  |  — ~  ■  [116- 

aag). 

Tanner  i^H.-ff'.-Lloj  d).  —  Application  de  la  méihodc  <r>nlègra- 
lioii  dt-s  (Hjuatioiis  (|ui  oui  nnf  îiiU-gralc  prcniièru  générale  aux 
ct{uat!ons  du  troisième  ordre  fi  deux  variables  iiidép<>iidaotes. 
(339-361). 

Dnn»  In  prcinii'ra  Parlio  du  Miimaiir.  l'auteur  Indique   la  f«nQ«  G^o^m'*  ^ 
^ualioun  du  (rni>li\inB  (mlri-  qui  poiivnnl  Kto\i  une  intcgnito  prraiii^re  ;   il    IndiqiM 


Hinl  { T.'jé.).  —  Sur  la  corrèlatiou  de  deux  plans.  (  afia-a^a). 

/^mbylf.).  —  .Sur  le  niouvcmenl  libre  d'un  solide  a  l'inU-riciir 
d'uu  liquide  iniléfinî.  (173-386). 

Hart  [It.).  —  Sur  plusieurs  eas  de  mouvement  d'une  ligure  plane 
dans  son  plan.  (a86-t8()). 

Clifforil.  — Sur  la  forme  eanunîque  et   la  disseelion   des  surfaecs 
de  RiemaiH).  (2Qii-io4)- 

t.'iulmr  Indiqn*)  lu  oonalriK^Ion  dr«  curfaci'^  An  Aii^minn  ;  SI  dcnionlrR  li^  thrn- 
rtmei  de  LQroth  et  do   Clcl>sch;  il  indique  comment   on    peut  tranaformer  tei 

Cm/ton.  —  Tlicorèmcs  géométriques  sur  les  valeurs  moyeanes. 
(3o4-3o9). 

Colterill.  —  Vue  nouvelle  sur  rhc\agramnic  de  Pascal.  (3i  1). 

TFeichold.  —  Sur  le  cas  irréductible.  (3i2-3i6). 

Drach.  —  Approximation  du  nombre  T..  (3 16-317)- 
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Tome  VI;  1876.  a*  série. 

Gernez  {D.).  —  Recherches  sur  la  cristallisation  des  solutions 
sursaturées.  (Deuxième  Mémoire).  (9-48). 

Collet  («/•)•  —  Conditions  d'intégrabilité  des  équations  simulta- 
nées aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  contenant  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes.  (49-83). 

Si  l'on  considère  deux  fonctions  f,  ^  de  an  Tariables  ^i^^,.  •••t^mi  Pi*Pt^  ■  *  '*Pm% 
l'auteur  appelle  combinaison  différentielle  de  ces  deux  fonctions  l'expression  bien 
connue 


Si  l'on  donne  une  suite  de  fonctions  /^,  •  •  .»/^  analojues  à  f  et  à  ^,  on  pourra  les 
combiner  deux  à  deux,  puis  opérer  de  même  sur  les  résultats  et  continuer  indéfi- 
niment. L'auteur  démontre  que,  en  général,  on  sera  ainei  conduit  à  une  suite  illi- 
mitée de  fonctions  indépendantes,  qui  pourraient  d'ailleurs  toutes  s'exprimer  au 
moyen  des  fonctions  simples 

{/!»  A«  fk»  /î»  •••)» 

que  l'on  obtient  en  combinant /f, /^  puis  le  résultat  avec /]|^ ,  et  ainsi  de  suite. 

Ditte  [A.).  —  Etudes  relatives  à  la  décomposition  des  sels  métal- 
liques sous  Tiniluence  de  l'eau.  (Première  Partie).  (83-iio). 

Bourget  (/.  ).  —  Rendement  des  machines  thermiques,  (i  i  i-iaa). 

Boutj  {£.).  —  Etudes  sur  le  magnétisme.  (Deuxième  Partie), 
Etude  de  l'aimantation  de  Tacier  par  les  courants.  (ia3-i54)> 

yfndré  {D,).  —  Mémoire  sur  les  combinaisons  régulières  et  leurs 
applications.  (i55-i98). 

Deville  [H.  Sainte-Claire).  —  La  théorie  atomique  et  la  loi  des 
proportions  multiples.  (199-204)* 


(«)  Voir  Bulletin,  1,  27;  II,  11.  a63;  VI,  196;  X,  73. 
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Gorceix.  —  Aperçu  géologique  sur  l'ile  de  G)s.  (ao5-ai6). 

Duter  {E.).  —  De  la  distribution  du  magnétisme  libre  sur  des 
plaques  d'acier  elliptiques  ou  circulaires.  (217-244)- 

Appell  (P.).  —  Sur  les  propriétés  des  cubiques  gauches  et  le 
mouvement  hélicoïdal  d'un  corps  solide.  (245-274)* 

André  (Ch.).  —  Etude  de  la  diffraction  dans  les  instruments 
d'Optique^  son  influence  sur  les  observations  astronomiques. 
(275-354). 

Baillaud  {B.).  —  Exposition  de  la  méthode  de  M.  Gyldén  pour 
le  développement  des  perturbations  des  comètes.  (355-398). 

Elliot,  —  Détermination  du  nombre  des  intégrales  abéliennes  de 
première  espèce.  (399-444)* 

Tournouër,  —  Etude  sur  les  fossiles  tertiaires  recueillis  j^r 
M.  Gorceix  dans  Tile  de  Cos  en  1873.  (445-475). 

Tome  VI;  1877. 

Mascart,  —  Sur  la  réfraction  des  gaz.  (18-78). 

Lemonnier.  —  Mémoires  sur  les  fonctions  elliptiques  qui  corres- 
pondent à  la   fonction  cosjc  4- *  sinjr.    (Deuxième  Mémoire). 

(79-ïî^4). 

Joly  {A,).  —  Recherches  sur  les  composés  du  niobium  et  du  tan- 
tale. (  i25-i86). 

Méray  [Ch,),  —  Observations  sur  deux  points  du  calcul  des 
variations.  (187-216). 

Mouton.  —  Etude  expérimentale  sur  les  phénomènes  d'induction 
électrodynamîque.  (217-264). 

André [D,),  —  Développements  en  série  des  fonctions  elliptiques 
et  de  leurs  puissances.  (266-328). 

Picard  [E.).  —  Applications  de  la  théorie  des  complexes  linéaires 
à  l'étude  des  surfaces  et  des  courbes  gauches.  (328-366). 

Iliirion.  —  Recherches  sur  la  dispersion  anomale.  (367-41?.). 
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Supplément  au  T.  VI. 


Martin  (-^.  ).  —  Mémoire  sur  les  méthodes  employées  pour  la 
détermination  des  courbures  des  objectifs,  accompagné  de  Tables 
propres  à  en  abréger  le  calcul.  (3-6a). 

Berthelot,  —  De  la  chaleur  de  combinaison  rapportée  à  Tétat 
gazeux.  (63-99). 


ZEITSCHRIFT  fîtr  Mathematik  und  Phtsik,  herausgegeben  von  Dr.  0.  SchlO- 
MiLCH,  Dr.  E.  Karl  und  Dr.  M.  Cantor  (*). 

Tome  XXUI;  1878. 
Kessler  (O.).  —  Étude  cinématique  des  caustiques.  (i-34). 

Si  l'on  donne  une  courbe  plane  (C)  et  un  point  lumineux  O  situé  dans  son  plan, 
on  aperçoit  immédiatement  que  la  caustique  par  réflexion  de  (C)  par  rapport  à  O 
est  la  développée  de  la  roulette  que  décrit  un  point  O',  symétrique  du  point  O  par 
rapport  à  une  tangente  à  la  courbe  (C),  et  invariablement  lié  à  une  courbe  (C) 
symétrique  de  la  courbe  (C)  par  rapport  à  la  même  tangente,  lorsque  cette 
courbe  (C)  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  (C).  Les  propriétés  bien  connues  du 
mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan  s'appliqueront  donc  facilement  à  la 
recherche  des  propriétés  des  caustiques  par  réflexion.  M.  Kessler  étudie  spéciale- 
ment les  caustiques  du  cercle,  de  la  parabole  et  de  l'ellipse,  en  supposant  le  point 
lumineux  sur  l'axe  focal. 

Giesen  (-^.  ).  —  Sur  deux  méthodes  simples  pour  la  résolution 
des  équations  numériques.  (35-46). 

L'auteur  montre  comment  on  peut  calculer  saccessivement  les  facteurs  ou  les 
termes  d'un  produit  infini  ou  d'une  série  de  la  forme 

«  -»-  «  -H  g;  -h  . . . ,     (  fl,  *,  c, .  .  .  <  B  ), 

de  façon  que  ce  produit  ou  cette  série  représente  une  racine,  préalablement  séparée, 
d'une  équation  numérique  donnée. 

Chwolson  {O,).  —  Problème  de  la  distribution  des  courants  dans 
une  plaque  plane.  (47-61)- 


C)  \o\v  Iluiietm,  i„385. 

R.t5 


i5i  Sfit:ONt)E  PARTIE. 

'J'oqUiu  (/.).  — Sur  la  théorie  de  rûliraiiiaituii.  {G\i-6y) 
lliomnc  [J.).  — Sur  une  int^grsJu  délîoiv.  (fiy-CiS). 
ScheWinmmer   {Frs.).   —   Sur  la    r^iiréscniaiion    ê(|uivaleate. 


Ira  Biriit  il#  (Imit  a 


\e»  point!  d'un  plin  aui  (HiinU  il'iin  autre  pUn  de  fiifoii  qitF 
irbei  rarméH  carreipaDdanle*  q<i«lc(iuqur««i>HMit  MiairaleiiMf, 
donné   du   premier  plu   corropondii  u 


Miltnowshi.  —  Klucle  syiitliétî(juc  des  courbes  planes  du  qualriè 
ordre,  (85-107,  3ii-a44)' 

Sur  U  |!«n«ri[ion  dos  cuurbci  pli 
jtetih  Ae  coniqn™.  de  courb»  du  I 


.rdri! 


du  quatrième  ordre  pmr  des  raisceani  pro- 
lu  troiaième  ordre  et  do  droilei;  sar  le  puisage  d'un 
lur  lei  ruBOBaui  et  le*  réiieaui  do  ruurbes  du  trol- 

ir  1«  polairi'-a  d'une  rourfii' du  c|iiiiiriéme  ordre. 


liurmester  (/.-).  —  Théorie  ciinîmatico-gconiéinque  du  mouve- 
iiieiit  d'un  sysiémo  qui  reste  en  affinité  avee  liii-in^nie,  sem- 
blahh-ou  égal  à  lui-iu£ïoic.  (io8-i3i). 

DcDt  iint^nit'»  Follitiiiairct  «nnl  eu  ilHniUi  lorsiue  Ipa  (^Icmonts  à  l'InHoi  de  l'nn 
C^rropondent  tiix  elèDivuti  i  l'inflni  de  l'autr«.  L'vtude  du  inouvcmcm  d'un  nrMMnr 
qui  rcBle  en  aitiulin  nnw  1ui-tti«nia  rontiept  Biiiil ,  comme  cas  trés-^urliculjer. 
l'Mnda  du  dlplacctnont  d'un  «irp«  solide  :  elle  «  déji)  èlc  entreprise,  au  pnini  do 
Tna  Mtlytique.  par  H.  Dumnds  {Comptât  nnJm.  t.  lAXIV,  LXW.  t.XXVHI; 
^tiHBlfi  de  rÈcoIr  Normale  iiipèrleure.  a»  ^rlf,  t.  Il),  De|iiiii,  M«.  KircliliolT  pI 
llelmholtK  ont  eu  l'oiciiBion  d'en  Taire  des  application*  importante*.  H.  Barmester 
reprend  cette  étude  au  point  de  ïue  de  la  purp  Géométrie. 

cl  des  (ccéléralians  des  différent* 
litc  avec  lui  ;  par  suite,  les  accéle- 
ne  non  situés  ilans  nn  même  pl*B 
:  CCS  résultats  s'étendent  aux  accê- 
iffinité  ont,  en  géuéral.  trois  plant, 
correspondent  à  eui-mèmea.  Il  j 
Il  (pi\le  de  vitesse)  dont  la  Wleuc 
ion.  \x  lieu  dct  point*  du  sysl^e 
nyani  ii  un  moment  donne  mfmeii  vitesse»  est  un  ellipsoïde  dont  le  centre  est  le 
pAla  de  viteasp.  Les  nceélepolion»  donnent  lieu  à  un  théoK'mo  analogue  ;  rellipioide 
dea  liteskos  devient  de  révolution  nu  ae  réduit  i  un  cylindre  quand  le  ijsténe 
rcate  semblable  ou  é(!Jil  k  lui-ni«me.  Les  plana  osculaleurs  des  trajectoires  desdif- 
rerents  pointu  d'une  droite  sont  aussi  les  plans  oscululeurs  d'une  rourbe  gauche  dn 
troisième  ordre.  Le  lieu  des  poinU  pour  lesquels  l'accélération  normale  est  nulle 
est  non  courbe  gauche  du  siiièmo  ordre  passant  par  les  pâles  de  vitesse  el  d'occê- 
téraliun;  le  lien  de»  points  pour  lesquels  l'accéler.alion  tanf-enlielle  est  nulle  e-il 
une  aiirrure  du  deuxième  ordre  passant  par  les  deux  pdies,  elc. 


A  chaque 

nstant,  les  eitrëroiles  des  vitesses 

ème  Torment  deux  systèmes  en  uli 

allons,  par 

lemple,  de  quatre  pointe  du  ayslc 

es  accélérations  de  toutes  les  autres 

raiiona  d'or 

Ire  quelconque.  Deui  syalènies  en 

ois  droites. 

un  point  b  dislances  finies  qui  se 

ura  donc  An 

M  nulle;  il 

aura  de  intime  un  prtle  d'acrélerai 

SrUomihh.  —  S.ir  .picIqiK 


nliinos.  (i3i-i35). 


) 
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Schlomilch,  —  Sur  la  somme  des  puissances  semblables  des  inverses 
des  nombres  naturels.  ( 1 35- 1 87  ) . 

Discher  {H,),  —  Nouvelle  méthode  pour  la  mesure  de  la  résis- 
tance d*unc  batterie  galvanique.  (iSS-iSp). 

Milinowshi,  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie.  (139-140). 

Schlegel  (/^.  ).  —  Représentation  géométrique  des  imaginaires  au 
point  de  vue  de  la  science  de  Tétendue  [Ausdehnungslehre). 

(141-157). 

Kotteritzsch  (77*.).  —  Sur  la  théorie  des  systèmes  de  surfaces 
triplement  orthogonales.  (i58-i8ti). 

Dans  un  Programmathandlung,  l'auteur  s'est  occupé  do  ramener  aux  quadratures 
la  recherche  des  coordonnées  potentielles  et  des  lignes  de  courbure  d'une  surface 
de  niveau  donnée  ;  son  précédent  travail  n'épuisait  pas  la  question,  vers  la  solution 
do  laquelle  le  Mémoire  actuel  permet  de  faire  un  pas  de  plus. 

Matthiessen,  —  Nouvelle  méthode  pour  la  mesure  des  constantes 
optiques  d'un  cristal  biaxe.  (187- 191). 

Schlomilch,  — Remarques  sur  le  quadrilatère  complet.  (191-193). 

Schlomllch,  —  Sur  le  quadrilatère  inscriptible  et  circonscriptible. 
(^93-194). 

Preiiss  [W.'H,),  —  Théorème  concernant  cinq  points  situés  sur 
un  cercle.  (194-195). 

Schlegel  [F.).  —  Sur  le  système  de  coordonnées  réciproques  du 
système  cartésien.  (195-196). 

Les  coordonnées  d'une  droite  dans  ce  système,  étudié  comme  nouveau  par 
M.  Schwcrin(j[,  bien  qall  soit  très-ancien  et  ait  été  proposé  en  premier  lieu  par 
M.  Chasles,  sont  les  segments  interceptés  par  cette  droite  sur  deui  parallèles  fixes, 
comptés  à  partir  de  deux  points  fixes. 

Lorentz  [H, -A,).  —  Sur  la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfrac- 
tion de  la  lumière.  (196-210). 

Schonflies  (A.),  —   Sur  le   paraboloïde  hyperbolique  équilatère 
et  sur  un  système  de  droites  qui  s'en  déduit.  (21 1-254)- 

Liant  duniié  un  tel  paraboloïde,  il  existe  une  infinité  de  couples  de  droites  tels. 


iiil  de  ce  parnbololdc  soit  également  «loigné  dit  dflui  droîtifa  de 
cluquo  cou|ilej  rtinMmblii  Je  ras  droite*  fornis  uae  GUrfaco  du  Iroisiémo  dïgn. 
Dcm  itraitM  d'up  «jupla  sont  conjugué»  pnr  rapport  lu  panibolojde.  L'aalrur 
jtudle  BDtniti  \b  (ytUmc  doB  pcrpundlcultîrei  coiDinunM  duk  n^nérntrJn»  du  pi- 
ntbolnlile  el  Ae  In  surfrice  du  traUlèine  dogn*. 

Mrhmtic  [R.  ).  —  Quelques  propriétés  des  cotiit|ues  planes  et  spljo- 
rifjucs.  (iSfï-atii]. 

Hebn  [O.).  —  Sur  la  iLéoric  de  la  gravitation  de  RîemaiiD. 

{a(ii-363). 

Scfilegett  (f.).    —  Sur   la  théorie  des  coeflicicDls    du    binôme. 
(363-a(i4). 

Prix  proposés  par  ia  Société  do  Jablonowski,    à   Leipzig.    (  •^64- 


Schàiiflies  {j4.).  —  Sur  un  lij-p<*rl)oloidc  partîculie 
surface  réglée  cpii  en  dépend.  (at><j>aii5). 
SI  dani  l'Iijpvlialnlils 

QD  <oppaMA'  =  lt'  —  C,  oet  bjperbolaldd  a 


et  sur  une 


un  rapport  constint  ;  l'cniemble  dr 
dn  huitième  decTé.  Cce  propoillioi 


drailes  d'un  couple  sonldsns 
rtuplM  de  drûil«9  fonno  une  surface  reniée 
:  connues  dcpuii  longtemps. 


Wittwer  {C).  —  Sur  les  conditions  du  changement  d'éut  molé- 
culaire. {a86-3o7). 

Hochheim  [j4d.).  —  Sur  les  surfaces  polaires  de  la  surface  gauche 
du  troisième  ordre.  (3o8-326,  345-36r). 

Milinowshi.  —  Démonstration  synthétique  de  ue  théorème  :  n  Une 
courbe  du  troisième  ordre  peut  être  engendrée  au  moyen  d'un 
faisceau    de    coniques  et   d'un  faisceau  projectif  de    droites,  a 

(3a7-33(>). 

Schlomilch  (O.).  —  Sur  les  tangentes  et  les  normales  r'i  un  système 
de  courbes,  (SSj-SSg). 

—    Sur   les    racines   de   l'équation    -ï'^^^.'. 


ichwering   [ 
(339-343). 
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Erdmann  (G.).  —  Sur  la  recherche  de  la  deuxième  variation 
d'une  intégrale  simple.  (362-379). 

Établissement  de  formules  qui  peuvent  serf  ir  de  critérium  pour  la  distinction 
des  maxima  et  des  minima  d'une  intégrale  prise  entre  des  limites  variables. 

Giesen   (-^.  ).   —  Mouvement  oscillatoire  d'un  ellipsoïde  de  ré- 
volution allongé,  attiré  par  un  point  très-éloigné.  (38o-4oi). 

L'auteur  examine  tuccessiTement  les  cas  suironts  :  la  ritesse  initiale  est  nulle  ou 
ne  l'est  pas;  le  point  attirant  est  lui-même  animé  d'un  petit  mouvement  oscilla- 
toire. 

Schlegel  (^.).  —  Généralisation  d'un  mode  de  génération  des 
courbes  du  deuxième  ordre.  (402-407). 

TF'orpitzki.    —    Généralisation    de    l'intégration     par    parties. 

(407-408). 

Thomae  («/.).  —  Sur  les  intégrales  elliptiques.  (409-413)- 

Sur  les  périodes  fonctions  du  module. 

Bêcher  [J.-K,).  —  Formule  simple  pour  la  mesure  du  prisma- 
toïde.  (4ia-4i4)- 

Kantor  (  *S.  ) .  —  Recherches  géométriques.  (  4 1 4-4 1  ^  )  • 


PARTIE    HISTORIQUE    ET    BIBLIOGRAPHIQUE. 

Cantor  (3/.).  —  La  Correspondance  entre  Lagrange  et  Euler. 

(1-21). 

Voir  Bulletin,  I.,  Ii6. 

Zetzsche  {Ed,).  —  Sur  la  part  qui  revient  à  Petfina  dans  l'in- 
vention de  l'appareil  télégraphique  à  réponse.  (37-45). 

Junghans   (F.),    —  Hermann  Grassmann.   Notice  nécrologique. 
(69-75). 

Ueiberg  [J,^L.).  —  Sur  un  passage  de  Pappus.  (i  17-iao). 

Lorsch  [Ad,  ).  —  Sur  un  problème  de  maximum.  (120). 


i56  SECONDE  PARTIE. 


ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN,  begnindet  von  H.-C.  Schumagheb,  beraus- 
gegeben  von  Prof.  D'  C.-A.-F.  Peters.  Kiel  (»). 


Tome  XCI,  n"  2161-2184;  1877. 

fVeiler  {^ug  ).  —  Note  sur  raccélération  séculaire  du  moyen 
mouvement  delà  Lune  (suite),  (i-i^)- 

Hall  {^')'  —  Observations  des  deux  satellites  de  Mars  faites  au 
grand  équatorial  de  Washington  en  août   et  septembre  1877. 

(11-14). 

Palisa,  —  Découverte  d'une  nouvelle  planète,  faite  à  Pola  le  2  oc- 
tobre 1877.  (i5-i6). 

La  planète  s'est  trouvée  être  identique  à  (i*y. 

Peters  {C-F.'W,)^  Bruhns  (6\),  et  TFinnecke  [A .).— Ohsei- 
vations  de  la  comète  1877,  V,  faites  à  Kiel,  Leipzig  et  Stras- 
bourg. (i5-i6). 

fVeiler  [Aug.).  —  Note  sur  l'accélération  séculaire  du  moyen. 
mouvement  de  la  Lune.  (17-30). 

Peters  {C.-H.-F,).  —  Découverte  de  la  planète  @,  faîte  à 
Clinton  le  i5  octobre  1877.  (29-30). 

Holelschek  [J ,)  et  Plisa  {A,).  —  Eléments  paraboliques  et  éphé- 
méride  de  la  comète  1877,  ^^  découverte  par  M.  Tempel,  à  Flo- 
rence, le  2  octobre  1877.  (29-32). 

Hartwig  (E,).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  1877,  VI, 
découverte  à  Marseille  le  i4  septembre  par  M.  Coggia.  (3i-3a). 

TVeiler  [Aug.].  —  Note  sur  Taccélération  séculaire  du  moyen 
mouvement  de  la  Lune  (suite  et  fin).  (33-48). 

Schur  [W,) — Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  1877,  V. 
(49-5o). 


(')  V(fir  huUctin,  I„  ii.O. 
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Gautier  (Jt-)-  —  Détermination  de  Torbile  de  la  comète  1873,  IV. 

(49-58). 

Les  calculs  sont  fondés  sur  l'ensemble  de  cinquante  observations,  faites  du 
20  août  au  30  septembre  187$;  ces  observations,  partagées  en  cinq  groupes,  ont  con- 
duit M.  Raoul  Gautier  à  un  système  d'éléments  elliptiques  qui  assignent  à  la  comète 
une  période  de  révolution  d'environ  8277  années. 

Watson  (/.-C).  —  Observations  des  planètes  Q  et  Q^  faites  à 
Ann-Arbor  en  août  et  septembre  1877.  (57-58). 

Doubiaffo  (D.  de),  — Observations  des  comètes  1877,11,  et  1877, 
III,  faites  à  PonJkova  en  avril  et  mai  1877.  (59-62). 

Schmidt  [J,-F,'J.),  —  Observations  sur  les  étoiles  variables,  faites 
à  Athènes  en  1876  et  1877.  (61-62). 

Schmidt  {J,'F,-J.).  —  Observations  de  la  comète  1877,  V,  faites 
à  Athènes  en  octobre  1877.  (63-64). 

Schmidt  {J,-F.-J.).  —  Observations  de  la  comète  1877,  ^1  faites 
à  Athènes.  (63-64). 

Peters  (C.-H.-F,)  —  Observations  de  Q  à  Clinton.  (63-64). 

Stock well  [J.'N.).  —  Note  sur  la  correction   des    éléments  de 
Gerda  (•»).  (65-70). 

La  planète,  découverte  le  3i  juillet  187!]  par  M.  C.-H.-F.  Peters,  a  été  observée 
depuis  en  1873,  1876  et  1877.  ^*  Stockwell,  en  cherchant  l'orbite  la  plus  convenable 
pour  l'ensemble  de  ces  positions,  a  reconnu  que  les  observations  de  1878  ne  pouvaient 
être  représentées  par  les  mêmes  éléments  que  celles  de  1873,  1876  et  1877;  il  pense 
qu'en  187$  on  a  observé  une  planète  différente  de  Gerda,  mais  ayant  très-tensiblement 
la  même  orbite  qu'elle,  puisque  les  éléments  déduits  des  seules  observations  de  187300 

diffèrent  de  ceux  de  la  planète  (tv\  que  par  la  position  du  grand  axe  et  la  valeur  de 

l'anomalie. 

TVolf[R.).  —  Note  sur  la  position  géographique  de  l'Observatoire 
de  Zurich.  (69-72). 

Deichmiiller  (D.)  et  Seeliger  (*S.).  —  Observations  des  comètes 
1877,  U,  et  1877,  III,  à  rObservatoire  de  Bonn.  (73-78). 

Gruber  (Z.)  et  Kurlânder  (/.).  —  Éléments  déûnitifs  de  la  co- 
mète 1874,  V.  (77-80). 

Les  élémonts  sont  fondés  sur  l'ensemble  des  observations  du  26  juillet  au  jo  oc- 
tobre. 


lis  SECONDE  l>AItTlE. 

'l'empel  (  IV.).  —  Note  sur  la  position  des  petites  c-loili-s  siturâ 
amour  (le  Sirius.  (Ki-86). 

Spoerer.  — Observations  des  taches  solaires,  faites  n  Pot«daiD  ni 

i877.(8i-(,o)- 
falcatiner  {If'.).  —  Observations  des  comètes  "877,  II,  el  i8jj, 

111,  faites  A  Mannheimen  mai  et  juin  i8yy.  (89-ga). 

Plutionnr  [IF.-F..). —  ÉlémenU  etéjjliéniéride  de  la  comète  l8jj, 
VI,  découverte  par  M.  Coggia  le  1 1  septembre  1877.  (^'-ga]. 

Ktinhufites  [TV.]. —  Observations,  à  Giittingue,  de  la  comète  i8j;. 
V,  découverte  par  M.  Tempel  le  a  octobre  «877.  (93-94)- 

Ileary  (  P.  et  /*/-.)  —  Découverte  de  la  planète  Çîr))  faiïe  à  Paris  le 
5  novembre  1877.  (gS-g^  ). 

Palùa  {J.).  —  Découverte  de  la  planète  @,  faite  à  Pola  le  6  no- 
vembre 1877. (93-94)- 

Schumacher  [R-).  —  Observations  sur  la  marche  de  la  pendule  de 
Knoblich  de  l'Observatoire  de  Kiel.  (93-96). 

La  pendule,  pourvue  d'una  eomponialinii  i  mitrcurs  ot  d'u 
romi'lnqiip,  a  iinn  marche  qui  w  n-présenle  preique  rlgour 
trola  termea  proportionnels  ■  la  Tirlntlon  de  température,  ï  la 
Gt  au  temps  écoulé. 

Winterberg.  — Note  sur  les  déviations  de  la  verticale  produites 
par  la  Don-bomogénéité  de  l'ellipsoïde  terrestre,  (97-108). 

Palisa  (J.).  —  Observations  des  planètes  @,  (^  et  Ç^,  faites  à 
Pola.  (107-108). 

liogers  (Tf^.-y^.).  —  Éléments  d'Ipliigénïe  @,  d'après  les  oppo- 
sitions de  1870,  1873,  1873  et  187;.  (107-108). 

Watson.  —  Découverte  de  (j^,  faite  à  Ann-Arbor  le  12  novembre 

1877.  (1 11-113). 
Ginzel(F.-K.).  —  É!émentsde@.  (11 1-1 12). 
TFeiss  {F..).  —  Annonce  de  la  mort  de  M.  de  Lîttrow.  (ii3-ii4). 

C.-L.  lie  LilIroH,    riii  a   Kaun  lp    ii    juin    1811.    ni    mi-rt   n    Vionni-   le   i€  ntf- 


1  compeDBnlioo  bt- 
'■riatton  de  pretaku 
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vciiibre  1877.  Entré  en  i83i,  comme  assistant,  à  rObservatoire  de  Vienne,  il  était 
devenu  directeur  de  cet  établissement  en  1843. 

TVinterberg,  —  Note  sur  les  lignes  géodésiques  et  sur  rexpressîoii 
de  la  distance  et  de  l'azimut  de  deux  points  d'une  ligne  géodésique 
en  fonction  des  longitudes  et  latitudes  de  ces  deux  points.  (11 1- 
120). 

Doberck   (^.).  —  Sur  le  calcul  des  orbites  des  étoiles  doubles 

(suite).  (119-122). 

Doberck  {W'.),  —  Éléments  provisoires  de  a  des  Gémeaux.  (laS- 
128). 

JVatson,  —  Découverte  et  observations  de  la  planète  (J»),  faites  à 
Ann-Arbor  le  i'' octobre  1877.  (127-128). 

La  nouvelle  de  la  découverte  de  cette  planète  n'a  pas  été  transmise  télégraphi- 
qucmont  en  Europe,  et  elle  n'a  pu  être  mentionnée  à  sa  date. 

Souillart.  —  Note  sur  l'ombre  d'une  planète,  [iikç^i^i). 

L'auteur  donne  l'équation  de  la  surface  de  l'ombre  projetée  par  une  planète 
dans  le  cas  où  l'aplatissement  et  l'obliquité  de  l'axe  de  rotation  sur  le  plan  de 
l'orbite  sont  assez  ^ands  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'en  tenir  compte.  Toutetois, 
M.  Souillart  néglige,  dans  ses  calculs,  le  carré  de  l'aplatissement. 

Gericke  [Hugo).  —  Observations  des  planètes  (e),  @  et  (îw),  faites 
à  Téquatorial  de  Leipzig  en  juin  et  septembre  1877.  (i4 1-142)- 

Ginzel  [F.-K.).  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  comète  1877,  V, 
découverte  par  M.  Tempel  le  2  octobre.  (i43-i44)- 

Sadebeck  (M,).  —  Influence  de  la  déviation  de  la  verticale  sur  les 
mesures  d'angle  (suite).  (i45-i52). 

Uove  [H,'jt.).  —  Eléments  et  éphéméride  de  Zelia  (5)  pour  l'op- 
position de  1878.  (i5i-i54). 

Peters  (  C-F.-  W,).  —  Note  sur  la  marche  des  chronomètres.  (  1 55- 

i58). 

M.  Peters  a  étudié,  sur  une  série  de  chronomètres  déposés  à  l'Observatoire  deKiel, 
les  variations  de  marche  que  produit  la  température  ou  celles  que  l'on  obtient  en 
remontant  ces  appareils  toutes  les  quarante-huit  heures  au  lieu  de  toutes  les  vingt- 
quatre  heures.  Cette  dernière  eipérience  donne  des  résultats  très-variables. 

Karlinski.  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  à  l'Observa- 
toire de  Cracovie  en  janvier  et  février  1868.  (i  59-160). 


iCo  SECONDE  PARTIE. 

iloletschek  (/.J.  —  Note  sur  la  comparaison  des  éïêmcau i\vs m- 

bîtcsde  la  comète  du  ij6a  et  de  la  cooiùlc-  18^7.  lU-  (ifii-iW; 
La*  diiux  camtlfl)  dc  muI  pi*  litootiqu**. 
Sciiiiipartflli  (J.-l' .).    -  Oîmervalioiis  di-  la  comèle  1877,  V,  fjîirt 

n  l'Observatoire  de  Brira  en  octobre  1877.  (167-168). 

Schniith  [J.-l'.-J.].  —  Ubai-rvaiiuns  d'étoilus  variables,  failcsa 
1877  il  rOl>»erïaloired'Allii;nc».  (163-170). 

karlimhi.  —  Observatious  df  planètes  et  de  cuinôu»,  faîtcj  a 
186811  rObservalifire  do  Cracnvie.  {1;  1-176). 

iiundtturh  {A'.).  — >olc  sur  la  construction  des  objcclirs  ua» 
llomiques  à  quatre  verres.  {1-7-186). 

Pritcheit  (J/.-S-]-  —  Observation»  d<'s  deux  satellites  île  Man, 
laites  à  l'Observatoire  de  Glasgow  (U.-S.).  (iS:)-i88). 
L'ObHrtBtoIredc  Glugnw  (HiMouri)  •  ^It  tonde.  Il  j  ■  cnvtran  deux  an*,  kVà^ 
de  HDHrlptloni  rccutlIUei  parmi  1rs  bobitanU  de  vciic  TÎIloi  rallachà  in  «dt(|t 
Lenji,  Il  poii^di!,  «iilriiaulroi  Inilnimeoti,  un  <<quBlarial  de  1 1 J  pnucws  Bnclui.nt- 
itFuitparAtnn  Clark.  Cuil  «tbc  cri  iiiiuircll  que  Ica  drut  utRlIilo  ds  MinoDCb 
obwrvÉ^,  en  »oCn  et  icplembre,  ifec  de*  grouliiii'uienli  qui  n'aiit  pat  d»pa*ie  ioo  («n- 

Palisa  {J.}-  —  positions  moycuncs  pour  1870,0  des  étoiles  if 
comparaison  employées  à  Pola.  (189-190), 

Karlinshi.  —  Observations  équatoriales  do  la   comète  d'EncU. 
faites  en  1868  à  l'équatorial  de  Craeovie.  (191-192). 

Seeliger  {H.).  —  Mémoire  sur  le  mouvement  d'un  point  à  la  sur- 
face d'un  ellipsoïde  de  révolution.  (ig3-ao6). 

Pelruscheff'shy  {Th.).  —  Recbercbes  spectro-pbo  tome  triques  sur 
la  surface  de  la  Lune.  (207-308). 

L'auteur  indique  le  procédé  d'obt^rtution  qu'il  emploie  ili>puis   1873,  et  qui  eon- 
■iile  dini  la  cnmparaiton  des  «peclre*  dea  divcra  point*  de  notre  latellitc,  dû  il 

lie  donne  paa  le  résultat  di;  Bfs  recherches. 

Palisa  (J.).  —  Positions  moyennes  pour  1875,0  des   étoiles  de 
comparaison  employées  à  Pola.  {309-218). 

/fall  {^-).   —  Noie  sur  la  position  de  la    laclie  polaire  sud  de 
Mars.  {2i9-aa4)' 

tl.  llulJ  a    trouk'é    |>niir  auRle  de    piitition    dit    pAle  de  Man,    le    17    Mplomb*, 
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i66*22\od=i3',8.  L'angle  de  position  du  centre  de  la  tache  sud,  par  rapport  à  l'axe 
de  la  planète,  est  alors  3ii<*24',3±:3'*34\7;  quant  au  petit  cercle  décrit  par  le  centre 
de  la  tache,  son  rayon  serait,  d'après  les  mêmes  observations,  b''io',Hzh\g'f3. 
Pour  ce  dernier  élément,  les  astronomes  ont  successivement  trouvé  : 

o 

Herschel,  en  1783 8,8 

Ressel,  en  i83o 8, fi 

Reer  et  Maedicr,  en  1837 12,0 

Secchi,  en    1867 17,4 

Linsser,  en  18C3 ao,o 

Kaiser,  en  1862 4i^ 

Hall,  en   1877 5,i 

^lexander  [Stephen).  —  Remarques  sur  les  distances  des  planètes 
au  Soleil  et  des  satellites  aux  planètes.  (^ip-aSo). 

Alhrecht.  —  IVote  sur  la  vitesse  de  transmission  de  Télectricité 
daus  les  (ils  télégraphiques.  (2a9-234)- 

En  comparant  les  temps  de  transmission  électrique  déterminés  par  les  échanges  de 
signaux  nécessaires  aux  déterminations  de  différences  de  longitudes,  faites  de  1874 
a  1877  avec  le  concours  de  l'Association  géodésiqu^  internationale,  l'auteur  trouve 
que  la  durée  de  la  propagation  du  courant  électrique   est  exprimée  par  la  formule 

S  =  0',  000020S  L  -t-  o',  000O0003 1 9  L*, 

où  L  est  la  distance  des  deux  stations  exprimée  en  kilomètres. 
Le  Tableau  suivant  montre  que  cette  formule  est  fort  exacte. 


Dorée  de  propaKslion 

SUlions. 

Année. 

DUUne«. 

olM-rrée. 

tairuiée. 

Dirrérenee. 

km 

• 

0 

9 

Brockon-Ciôttingue  .... 

1874 

146 

-t-  0,002 

-\-    0,00.'| 

-     0,002 

Mannhoiin-Strasbourg  . 

1876 

107 

•i-  o,oo3 

-i-  o,oo4 

—  0,001 

Brockcn-Lpipzig 

1874 

279 

-±-  0,010 

-H   0,006 

-f-  o,ooî 

Bcrlin-Gôttingue 

1874 

4o3 

-!-    0,01  I 

-\-   0,012 

--  0,001 

Sirasbonrg-Bonu 

1877 

467 

-     o,oi6 

H-  o,oi4 

+-  0,002 

Rerliii-Boiui 

1877 

680 

-t-  0,023 

i   0,024 

0,001 

Roiin-Paris* 

1876 

■706 

-»-  0,024 
^  o,o3o 

-^  0,026 

—  0,002 

Rorlin-Strasbourg 

1876 

-+-  0,029 

-f-  0,001 

Roplin-Paris 

1877 

I23o 

-i-  0,0^9 

4-  0,059 

0,000 

Los  piles  employées  avaient  toujours  une  intensité  asses  grande  pour  réduire  au 
minimum  le  temps  perdu  des  électro-aimants. 

Helinert  et  Peters  [C.'A.'B\).  —  Note  sur  les  déviations  delà  ver- 
ticale produites  par  l'action  de  la  Lune.  (235-238). 

Iloletschek  (/.).  —  Observations  de  planètes,  faites  en  1877  au 
cercle  méridien  de  Vienne.  (237-240). 

Doolittle  [C\'L,).  —  Observations  équatoriales  de  la  position  de 
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^Iar5  [ii^Dclanl    l'upposition  de   *^77^  faites  m  rObsertitni 
rihiiventiléiloLpIiigh.  (:t4'*M4)- 

t:Oin«ntu»i*  tnaUf  on  iNli8  à  Ubi)|l)  (  Fvinjltaiito)  par  H.   SajK  ixwUia 
*(|uiilurUI  d'Altan  Cliirk,  >!>■  r>  pnucnt  il'ouVErluro. 

5/r(W»ffr(fî,), — Oljst^rvatiousdt;  Mars  (aile*  t-toilrs  vr>iitÎDcs,fiiin  1 
t:n  1877  il  Kreiusmiliiater.  (a4^"''^")- 

If'imwcke  (^.}-  —  Olisprv niions  de  la  comèii-  1873,  VU,  faitot  | 
l'Observaloirc  del'UuivPrsïté  de  Strasbourg.  (a4^â5a}. 

mu  (G--ff'-)'  —  Note  sur  rnrrélèralion  du  mojL-n  moUTcnicnt  dt   I 
ta  l.uuc,  diHcnain^c  par  le  D'  Weilcr.  (a5i-a54)- 

Burnham  [S.'fV.).  —  iVote  sur  l'étoile  doubU-  S  j47-  (a53-a541. 


Peters  {C.-li.-F.).  ^Éléments  et  éphcméridcs  de  Iduuna  0 
pour  l'opposition  de  janvier  1H78.  (a55-a5(i). 

Franz  (J.).  —  Positions  des  étoiles  de  comparaison  du  lyGill 
pour  Ariane  et  Mars,  d'après  \kd  observations  méridiennes  faitci 
à  K.iinigsbcrg.  (357-364)- 

Winnecke  (--/.).  —  Rpmar<iues  sur  la  latitude  de  l'Observatoire  tin 
l'Université  de  Strasbourg.  (abS-aOC). 

La  Inlitudceat  <f  =  jg'S','^',  11. 

Luther  {H.).  —  Ubservatious  de  petites  planètes,  faites  à  Diissel- 
dorf  pendant  le  seeond  semestre  de  1877.  (263-270). 

Schinidt  (J.-F.-J .). —  Observations  sur  les  lacbes  solaires,  faîtes 
à  Albènes  en  1877.  (2()ç)-373). 

Hchiaparelli.  —  ÎVote  sur  l'axe  de  rotation  et  lu  taulie  polaire  aus- 
trale de  Mars.  (373-380). 

Les  obMTTatioiia  de  M.  SchUparcUi  sur  In  position  <Ic  la  tache  lurl  de  Mars  oet 
Élé  faites  en  plaçnal  le  CI  du  micromètre  tangent  au  milieu  de  l'arc  de  cercle  que 
parait  produire  te  bord  extérieur  de  cette  lâche.  Continuées  du  la  erptombre  au 
l3  octobre  1877,  elles  ont  donne  au  directeur  de  l 'Observatoire  de  Brera,  poar  la 
position  de  l'aie  de  la  planète  it  l'cpoquo  moyenne  des  obierratEons,  1877,  sep- 
tembre i7,o{T.  m.  G.), 

An|;lc  de  posilion  dn  pftle  amiral p --  yd'i" ,go  ±  o",  09g, 
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et,  pour  les  coordonnées  aréographiques  du  centre  de  la  tache  neigeuse, 

o  o 

0=29,467^1,077, 

X=  6,i/|8±:o,t23, 

0  étant  rapporté  au  point  que  M.  Marth  a  pris  pour  origine  de  ses  longitudes,  point 
qui  coïncide  avec  le  point  a  de  Maedler. 

Rapportés  aux  mêmes  origines,  les  nombres  de  M.  Hall  donnent 

/>  =  167,50, 
0  =  ao,66, 
X=     5,18, 

ce  qui  est  une  concordance  très-satisfaisante,  tu  la  difficulté  de  ce  genre  d'observa- 
tions. 

Tebbutt  (J.). — Nouvelle  étoile  variable  dans  la  constellation  de 
l'Ara.  (279-280). 

Cette  étoile,  située  un  peu  au  nord-est  de  ^Ara,  et  qui  était  de  5*  grandeur  en 
i86a,  n'est  plus  aujourd'hui  que  de  11*. 

Schmidt  {J.'F.'J.),  —  Observations  des  tacbes  solaires,  faites  en 
1877  ^  Athènes.  (281-288). 

Kriiss  [Hugo),  —  Lettre  sur  les  observations  faites  par  le  D'  Scbnei- 
borer  à  propos  des  recherches  optiques  de  Hanssen.  (289-298). 

TVinneche  [A,).  —  Note  sur  un  nouveau  moyen  de  mesure  des  er- 
reurs périodiques  d'une  vis  micrométrique.  (297-800). 

M.  Winnecke  place  dans  l'oculaire  du  micromètre  un  prisme  achromatique 
biréfringent  qui  donne  une  double  image  de  l'un  des  fils,  double  image  dont  la 
distance  varie  suivant  une  loi  connue.  La  distance  de  la  double  image  est  ensuite 
mesurée  avec  la  vis  à  étudier,  ce  qui  donne  immédiatement  ses  erreurs  périodiques. 
Cette  méthode  a  été  appliquée  avec  succès  à  un  micromètre  de  Bepsold. 

Bruhns.  —  Observations  des  comètes  1877,  V,  et  1877,  VI,  faites  à 
rObservatoire  de  Leipzig.  (299-304)* 

Oppolzer  (Tli,  1;.).  —  Note  sur  les  satellites  de  Mars.  (3o3-3o4). 

M.  Oppolzer  signale  un  passage  du  Gulliver,  de  Swift,  dans  lequel  il  est  fait  allu- 
sion à  l'existence  de  deux  satellites  autour  de  Mars. 

Schiir  (^.).  —  Mémoire  sur  le  mouvement  relatif  des  deux  com- 
posantes de  a  du  Capricorne.  (3o5-3i2). 

Spoerer.  —  Observations  des  tacbes  solaires,  faites  en  1877  ^  l'Ob- 
servatoire de  Potsdam .  (  3 1 3-3 16). 


• 
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iMthar  [H.).  —  fr'lphém^riJo  de  Mfletc@  pour  l'o|>|MWiilîoiï  Jewf 

tcmbrc  [878.  {3i5-3i8). 

Dobarck  (ff.).  — Noie  sur  l'orbite  des  étoiles  doubifs.  (3i7-3iBi 

M.  IV^rek  Mti*lil«Fa  que  l'on  n*  eonualt  guAni  d'un»   manière  un  pN  wlBa 

■ion  In  iirbilai  du  tlagtl-w'l'l  '^toll"  doutiln,  qui  pi-uvea(  é*ra  riDgaM  d*n  I'hAi 

iiiinnl,  irapn'w  tu  i;ranil«ur  dti  le.an  pitriodei  fl  In  laloiir  de    leurs  nvnbwM' 

5  «Uiil<'«  duni-  période  infAri«are  à    in  tut 0.S9  »,U 

7  .  cilro  Soot  <oo     1,54  •,(! 

ti  ■       IIMI  et  100      •      9(83  oji 

A  •  t     juiirtiia    •     1.70  0.61 

.1  .  >i]|>itrHMii'i-k  4on     •     5.10  o.;t 

montrant  que,  d'unn  manière  Bi>nériilc,  1«  dcmi-p-anU  au  et  ToM 
UÎRitit  iu|^«iitaiil  on  mAms  tnmpii  que  U  durée  àea  récolutioriB. 

Brakru  (C).  —  Ohscrva lions  ilu  1  tclîpsp  de  Luu<!  du  37  féirif 
1877,  faite  A  Lcipzif;.  (Sip-Sao). 

Bruhm  {€.).  —  Occullatjoiis  d'éloilf.1,  observées  à  Leipzig  en  18; 
ot  1873.  (3i9-3ao). 

Sc/iulhof{f..).  —  Déierininaiion  dns  éléments  de  l'orbite  de!tM 
bcea  0.(3at-33o). 

La  notriil  i>it  fondit  nir  einii  lloui   norniAUi,    forniM  \    l'aida  d/ts  obMmtk 
d'avril  ni  ninl  1B7V 

Oppolzer [Tli.  V.).  —  Note  sur  la  loi  des  coefficients  nuaiériqa 
qui  se  présentent  dans  les  quadratures  mécaniques.  (3a9-336 

Dobf^rch  [Tf^.]. —  Note  sur  les  cliangcments survenus  dans  la  dA 
Icuse  d'Orion.  (33i-33()). 

Forxtnr  {}^'-)-  —  Recherches  sur  les  horloges  à  pendule.  (337-35< 

Winnechtf  t^A.].  —  Observations  d'occultations  et  d'écIipses  t 
satellites  de  Jupiter,  laites  en  iSjj  et  i856  à  bi-rlin  et  à  Boi 
(349-352). 

Bruhns  (C).  —  Observations  de  rétolle  variable  de  Sclimidt,  fai 

en  décembre  1876  et  janvier  1877  '*  Leipzig.  (35i-35a), 
7'or,*/er{W^.).— Recherches  sur  les  horloges  à  pendule.  (353-37 

Ç.f»  rechprchp»  lont  rAMyn  à  la  mRprhc  d,  la  pendule  n=  3  ,U  Tiode,  q„i 
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(Ml  iisa(;e  à  TObsorvatoire  de  Berlin  depuis  plus  de  trente  ans.  M.  FOrster  étudie 
successivement  l'influence  de  la  température  et  de  la  pression  atmosphérique  sur 
la  marche  diurne  de  cet  appareil,  dont  la  compensation  est  à  mercure. 

Schmidt  [J,'F,'J.),  —  Observations  sur  les  étoiles  variables,  faites 
en  1877  à  rObservaloîrc  d'Athènes.  (377-382). 

Peters  [C.'A.-F,).  —  Note  sur  les  dernières  petites  planètes 
découvertes.  (383-384). 

M.  Peters  constate  la  décourerte  des  planètes  suivantes  : 
(^  découverte  le  39 janvier  1878,  par  M.  Perrotin,  à  Toulouse; 

^181^  découverte  le  a  février  187S,  par  M.  Cottenot,  à  Marseille; 

^in\  découverte  le  7  février  1878,  par  M.  Palisa,  à  Pola; 

^lu)  découverte  le  8  février  1878,  par  M.  Palisa,  à  Pola. 

Tome  XCII,  n''  2185-2208;  1878. 
Tiouvelot  {L,).  —  Note  sur  Tanneau  de  Saturne.  (i-4)- 

Cette  Note,  extraite  des  Proceedings  of  the  American  AcademXf  a  pour  but  de 
justifior  l'exactitude  du  dessin  de  Saturne  fait  par  l'auteur  en  1875,  dessin  qui 
montre,  d'après  la  forme  de  Tombre  de  la  planète  sur  l'anneau,  que  les  faces  de  ce 
dernier  ne  sont  pas  planes. 

Austin  (E.-P.), —  Correction  des  éléments  d'Antigone  («»)  d'après 
les  observations  faites  de  1873  à  1876.  (3-8). 

Schmidt  {J.-F,'J.),  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  à 
Athènes  en  1877.(7-12). 

Karlinski,  —  Observations  de  petites  planètes  et  de  comètes,  faites 
en  1869  à  rObservatoire  de  Cracovie.  (i3-i6). 

Holden  [E.S.).  —  Comparaison  des  observations  des  satellites 
d'Uranus,  faites  en  1875  et  1876  k  Washington,  avec  les  Tables  de 
Newconib.  (17-22). 

L'auteur  déduit  de  sa  discussion  les  valeurs  suivantes  de  la  masse  d'Uranns  : 

D'après  les  obscrvatitms  d'Ol>eron — ;: — 

"^  >  H..I. 

»  de  Titnnia — 

2.-1 1 00 

»  d'Oboron — - —  J 

2'i.)OU   ' 

•  llnlden. 
»  de  Titania ] 

•J*J)0«l 

/;«//.  r/r.ï  Sclcntrs  math.   >*  Série,  t.  11.  'Novembre  1H7H.)  R.  16 
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ScAmidl  (J.-F.-J.).  —  OI>»Krvaii»RS  dVtoilcs  variables,  faili 
18-7  à  Albènc».  (ai-aa). 

Kiu-limhi.  —  Observations  dv  [lUnètca  ei  de  comèlei,  fàih 

1869  vt  eu  18703  l'UItscrvatuîrvtlc  Cracovic.  (a5-a8}. 

Jiall  ( .-/.).  —  Obsc^rvatioii  dt-s  èloilct  situées  dans  1«  voi£mi| 
la  ncbuli'astf  anniilain!  de  la  Lyre.  (37-38). 

Lu  nébuIi'iiM  dn  II  l.yrn  e>t  cninni^  'nvrlopimi  d'an  anneau  de  bM 
êloilN  doiil  U  plu*  liHlUnl*  Ml  (-fllo  i|iil  h  hbU;  M.  UUl  «lonar,  parr^ 
eellE  dornir^rc,    li    potjtiou   dr    huit  «utriw  Af   nw  eloili-a,  (]ui  «oat  tniir 

Ifirinet-ktf  (-^.).  —  ÎVoie  sur  la  position  di'  l'ûtoilc  double  S 

(39-30). 

Bruftnt  (C).  —  Observations  des  j>lanéte9(S),  (iw)  etÇ^,  (ù 
Leipzig.  (St-Sa). 

Itohcrcl-  (  If'.).  —  Note  sur  l'observaLion  des  étoiles  doubles. 

44)- 

La  Nute  du  M.  tliiLurck  a  pour  l>ul  de  duiiner  de*  rirUBciBnements  lar  VM 
luoi  de  la  luneLlo  êqualoriik-  dp  MarLri'E  el  lur  la  mrthattn  oniplajèe  par  lu 
Il  délcrmination  <lo  la  -râleur  des  lour«  du  vit  de  Kt  niifroinitr«a,  aîau  ■]«• 
naniâre  d'oliacncr. 

Todd  (D.-P.).  —  Observations  d'éclîpscs  de  satellites  de  Jup 
faites  en  1875  et  1876a  Wasbinglon.  (53-48). 

Ifall{A.).  —  Nom  des  satellites  de  Mars.  (/(7-48). 

te.  utcllito  cilt'rieur  a  élé  nommé  Deimiis,  le  satellite  Intéripur  PlmtmM.  • 


i,3r.î5n    jours  >olair<? 

0,31X9]. 


Cei  éléments  ilonneiil  pour  la  masse  de  Mars  — ; • 

Pnlisa  (J.).  —  Découverte  de  la  planète  0,  faite  à  Pola  le  a 

vrîer  .878.  (47-48). 

I'elcr.i  (C.-//.-r.).  —  Découverte  du  la  planète  @,  fait,.  ;,  ('.li. 
If  a  mars  1878.  {/iy-.iS). 


^ 


J 
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Bruhns  [C).  —  Observations  de planùtL-s,  faîtes  en  1877  a  l'équa- 
torial  de  Leipzig.  (49-64)- 

Doberch  (  7f^.).  —  Description  du  grand  cercle  méridien  de  Mark- 
ree.  (65-68). 

Le  cercle  méridien,  conilruit  par  Erlel  en  i8]g  et  décrit  par  M.  Coflper  en  18^6, 
(Tiil  été  abandonné  depuii  plnsii^uri  année*;  H  tient  d'élr«  réparé  par  Grubb  et  eit 
de  nouicau  employé  aui  otnerTationi. 

Bruhns  {C).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1877  4 
Leipzig,  et  comparaison  aux  éphémérides.  {67-73). 

Gauthier  {B.) .   —  Éléments  elliptiques  corrigés  de  la  comète 
1873,  IV,  comète  de  Borrclly.  (71-72). 

Pritchett  [C.'W.).  —  Observations  des  conjonctions  des  satellites 
de  Saturne,  faites  à  l'Observatoire  de  Glasgow  (Missouri).  (jS- 

76). 

Tebbutt  (J-).  —  Eclipses  des  satellites  de  Jupiter,  observées  à 
Windsor  (N.-S.  Wales)  en  1877.  (75-78). 

Holetscheh  (/.).  —  Position  de  la  nouvelle  étoile  variable  du 

Cygne.  (77-78). 

Burnham  [S.-W.).  —  Nouveau  G>mpagnon  d'Aldébaran.  (77- 

78). 


Ce  Compagnon,  extrêmement  faible,  a  été  déconTert  avec  le  18  \  pottcet  de  l'Ob- 
aerratoire  de  Dearborn.  Sa  diitanee  eit  de  lo'iS  environ  et  ion  angle  de  poaltiOD 
de  I  lu*.  Le  Compagnon  déjà  canon  ett  aujanrd'faui  k  une  djitanM  de  1 14'  et  aon 
angle  de  poaition  «t  de  35*. 

BttrnJtam  (S.-W.).  —  Mesures  du  Compagnon  de  Sinus.  (79-80). 

Leveau  (  G.).  —  Calcul  des  perturbationi  de  VeiU  dépendante*  de 

la  première  puissance  des  masses  pcrturbalricGs.  (81-K8). 

Pickering  {E.-C).  —  Observations  des  satellUca  de  Mars,  laites 
en  août  l't  septembre  1877.1  l'0bat'rvalt)ire  de  flarvard-Collcgc. 

(87-94). 

nnjjlaii  runstniit  put  Mcri. 

Pickcrin^  [E.-C).  —  Observations  d'itoiles  doubles,  i 
1876  ji  rObservaioiri"  Ae  llarvai'iU(^.iilli>gc.  (g3-gi 
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Tempel  (ff^ilh.).  —  Note  sur  les  étoiles  situées  au  voisinage  et  à 
Tintérieur  de  la  nébuleuse  de  la  Lyre.  (gS-gô). 

Henry  (-P-)*  —  Découverte  de  la  planète  @,  faite  à   Paris  le 
6  avril  1878.  (gS-gG). 

Oppolzer  (T7i.  v.).  —  Remarques  sur  la  détermination  des  orbites 
par  trois  observations.  (97-184)- 

Schwab  {Fr.),    —  Résultat  des  obvServatîons  d'étoiles  variables 
faites  en  1877  à  Marburg.  (io3-i  12). 

Coggia,  —  Découverte   de  la  planète  @,   faite  à  Marseille  le 
10  avril  1878.  (iii-iia). 

Tf^inneche  et  Schur. —  Observations  de  la  Lune  et  des  étoiles  de  la 
Lune,  faites  en  1877  à  Strasboiurg.  (iiS-iaa). 

Dembowshi  (St.  v.).  — Observations  d'étoiles   doubles,  faites  en 
1876  et  1877  à  son  Observatoire  de  Gallarate.  (121-126). 

Fearnlej  (C).  —  Lettre  au  rédacteur.  (127-128). 

La  lettre  annonce  que  M.  Geelmuyden  a  reconnu  un  mouyement  propre  consi- 
dérable dans  une  étoile  de  neuvième  grandeur  dont  la  position  est,  pour  1876,0, 

ii»'i3«3o»,68, 
66<»3i'  2.r,95. 

Dembowshi  (St.  v.).  —  Suite  de  ses  observations  d'étoiles  doubles. 
(129-142). 

TVolf(R.).  —  Note  sur  la  période  des   variations  magnétiques. 
(141-142). 

La  période  est  de  11, i4  années,  comme  pour  les  taches  solaires. 

Siiwjer  (  E.-F.).  —  Observation  du  maximum  de  Mira  Ceti,  à  l'ob- 
servatoire de  Cambridge  (U.-S.)  en  1877.   (i43-i44)- 

Le  maximum  d'éclat  s'est  produit  lo  1 1  décembre.  La  période  de  croissance  est 
de  /|2  jours  et  celle  de  décroissance  de  77  jours. 

Dembowshi  (St.  v.).  —  Suite  de  ses  observations  d'étoiles  doubles. 

(  1 4^3-1 54)- 

Franz  (/.)•  —  Observations  des  étoiles  de  comparaison  employées 
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par  M.  Gill  aux  observations  de  IMelpoméne  faites  au  cercle  mé- 
ridien de  Kônîgsberg.  (i55-i56). 

Doberch  (  W.).  —  Éléments  d«  fi*  du  Bouvier.  (157-160). 

Ces  «lémenU  >onl  fondés  *ur  l'ensemblu  det  abicmtioDS  faitei  de  l'fit  h  1B71, 

Doberch  [W-).  —  Mesures  du  diamètre  des  principales  planètes, 
(i  Dp- 160). 

Dembowski  {St.  v.).  —  Suite  et  fin  de  ses  observations  d'étoiles 
doubles.  {161-170). 

Bêcher  {£.).  —  Observations  des  étoiles  de  comparaison  de  Mars 
au  grand  ce rtrle méridien  de  Berlin.  (169-176). 

u4strand  [J.-J.).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  collimation 
d'un  instrument  méridien  sans  l'emploi  de  collimateurs  et  sans 
retournement  de  l'axe  liorîzontal.  {177-iâoj. 

r  ot  une  modiOcation   de  ceDe  indiquée  pnr 
<D  de  II  polaire,  d'une  éloile  icnithale  et  d'une 
étoilo  sud. 

Gericke  (Hugo). —  Observations  de  petites  planètes,  faites  à  Leip- 
zig en  octobre  et  novembre  1877.  (179-180). 

Doberck  (f^-)-  —  Observations  d'étoiles  doubles,  faites  à  Markree 
de  1873  a  1877.(181-190). 

Peters  [C.-A.-F.)  et  Tf'eyer  [G.-D.-E.).  —  Observation  du  pas- 
sage de  Mercure,  faite  à  Kiet  le  6  mai  1878,  (i9i-[9a). 

Asien  (  E.  voiî).  —  h^léments  et  éphéméride  de  la  comète  d'Encke 
pour  son  retour  de  mai  à  octobre  1878.  (193-200). 

Klinkerfues  (  W.),  —  Observation  du  passage  de  Mercure  le  6  mai 
1878,  faite  à  Gottingue.  (199-200). 

Doberck  {ff^-)'  —  Suite  des  observations  d'étoiles  doubles,  faites  à 
Markree  de  1878  à  1877.  (aoi-ao8). 

/V/.v,v  [C.-II.-F.].—  I-:iéin.'iils  cl  épliéiai-ridL-  .lo  la  |.laiiêle0 
Emiike.  (a07.ao8). 

Uuherek[1f'.).  —  Soïle  Jus  ohscrviiticuis  (IVaDili'! 
nMwkn-cdu  tS;:)  k  1877. 
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Doberck  (^.).  —  Note  sur  la  correction  de  rorbitc  approximative 
d'une  étoile  double.  (221-222). 

M.  Dobercky  qui  a  dans  ce  genre  de  recherches  une  grande  autorité,  conseille 
d'employer  une  méthode  qui  ne  préjuge  rien  a  priori  sur  le  degré  d'exactitude  des 
observations.  Le  poids  d*un  lieu  normal  n'est  pas,  en  effet,  proportionnel  au 
nombre  des  observations  qui  ont  servi  à  le  former;  dans  l'appréciation  de  cette 
quantité  il  faut  plutôt  tenir  compte  du  pouvoir  optique  de  Tinstrument  employé 
et  de  l'habileté  de  l'observateur. 

Après  avoir  calculé  deux  Tables  propres  à  la  solution  rapide  du  problème  de 
Kepler,  il  calcule,  avec  une  valeur  approchée  de  la  période  et  de  l'excentricitCy  les 
anomalies  vraies  qui  répondent  aux  lieux  normaux  choisis,  et  puis  par  les  équations 
de  condition,  les  corrections  à  apporter  aux  trois  autres  éléments.  Avec  ces  nou- 
velles valeurs  on  détermine  alors,  pour  les  angles  de  position  donnés,  les  anomalies 
vraies,  et  avec  celle-ci,  et  pour  différentes  valeurs  de  l'excentricité,  l'anomalie 
moyenne.  De  chacune  des  dificérentes  séries  de  valeurs  des  anomalies  moyennes  on 
déduit  alors  une  valeur  nouvelle  de  l'époque  et  de  la  période,  et,  par  interpolation, 
une  valeur  plus  exacte  de  l'excentricité,  et  ainsi  de  suite  par  des  approximations 
successives. 

Litborn  (O.  1;.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  faite  à 
Anvers  le  6  mai  187S.  (223-224  ). 

Oppolzer  (77/.  t;.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  faite 
le  6  mai  à  son  Observatoire  particulier  de  Joseph-Stadt.  (223- 
224). 

Doberck  [W,).  —  Suite  des  observations  d'étoiles  doubles,  faites 
à  Markree  de  1875  à  1877.  (223-236). 

Butnham  [S.-W.).  —  Note  sur  Tétoile  double  02 271.  (235-238). 

Fearnlej  (C).  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  faite  le 
6  mai  1878  à  Christiania.  (237-238). 

Doberck  (TV,).  —  Observations  d'étoiles  doubles,  faites  à  Markree 
*     avec  le  micromètre  à  double  image  d'Amicî.  (2^9-240). 

Tout  en  rendant  justice  aux  services  que  le  micromètre  à  double  imajje  d'Amici 
a  rendus  à  l'époque  de  son  invention,  M.  Doberck  le  trouve  d'un  usage  moins  avan- 
ta{;eux  que  les  micromètres  à  fils  actuels,  lorsqu'il  s'agit  de  mesurer  des  étoiles  très- 
faibles. 

Doberck  (^.)*  —  Observations  de  Régiilus  et  de  son  Compagnon 
avec  le  micromètre  à  fils  de  Graliam.  (241-24^)- 

La  position  relative  du  système  n'a  pas  change  depuis  les  observations  de  Chris- 
tian Mayer. 
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Palisa  (/.).  —  Positions  méridiennes  des  étoiles  de  comparaison 
employées  à  l'Observa toire  de  Pola.  (243-a5o). 

Duner  {N.).  —  Note  sur  le  spectre  de  quelques  étoiles  rouges  des 
Catalogues  de  Schjellerup  et  Schmidt.  (249-252). 

Société  Jablonowski. —  Programme  des  prix  pour  1878,  1879, 
1880  et  1881.  (25i-256). 

La  question  mise  au  concourt  pour  1879  (700  marks)  est  le  calcul  des  perturba- 
tions de  Jupiter  par  la  méthode  de  Hansen. 

Pour  1881,  la  Société  propose  d'étudier  le  mouTement  de  la  comète  d'Encke,  en 
tenant  compte  de  toutes  les  forces  perturbatrices  qui  ont  agi  depuis  18 {8. 

Riimker  (  C).  —  Observations  des  comètes  de  1877,  faites  à  l'Ob- 
servatoire de  Hambourg.  (257-264). 

Bêcher  (£*•).  —  Observations  des  onze  étoiles  circumpolaires, 
employées  par  le  service  géodésique  d'Autriche,  faites  à  l'Ob- 
servatoire de  Berlin.  (263-272). 

Stone  (O.).  —  Note  sur  l'équation  personnelle  dans  les  observa- 
tions d'étoiles  doubles.  (271-272). 

M.  Stone  a  constaté,  par  des  obscrrations  faites  à  l'Obsenratoire  do  Cincinnati, 
que  l'erreur  personnelle  des  mesures  d'étoiles  doubles  arait  pour  cause  principale 
la  position  de  la  ligne  des  yeux  par  rapport  à  la  direction  des  deux  étoiles.  Dans 
le  but  de  déterminer  Tinfluence  de  cette  orientation  et  aussi  pour  relier  entre  elles 
tes  mesures  faites  sur  les  étoiles  doubles  des  deux  hémisphères,  Tauteur  a  pn^paré 
une  liste  de  Tin{^t  étoiles  doubles  voisines  de  l'équateur,  et  dont  la  position  ne 
Tarie  que  très-lentement,  qu'il  prie  les  astronomes  de  vouloir  bien  observer  avec 
soin,  en  notant  toutes  les  circonstances  de  nature  à  atoir  une  influence  sur  l'exac- 
titude des  mesures. 

Franz  (/.).  —  Observations,  au  cercle  méridien  de  Konigsberg, 
des  étoiles  de  comparaison  de  Mars  en  1877.  (273-274  ). 

Doberck  (  TV,)  — Tables  des  valeurs  de  l'anomalie  moyenne  pour 
diverses  valeurs  de  rexcentricité  et  de  l'anomalie  vraie.  (275- 

282). 

Dunér  {N.),  —  Observation  du  passage  de  Mercure  le 6  mai  1878, 
faite  à  l'Observatoire  de  Lund.  (283-284)- 

Denning  (  W.'F.).  — -  Note  sur  les  étoiles  filantes  du  6  au  1 2  août 
et  sor  les  points  radiants  a  Test  de  Persée.  (a8.)-286). 
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Galle  [J.-G.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure  le  6  mai 
1878,  faite  à  Breslau.  (287-288). 

Hornstein  (C).  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  faite  le 
6  mai  1878  à  l'Observatoire  de  Prague.  (287-288). 

Weiler  [Aug,),  —  Note  sur  le  mouvement  d'un  point  placé  sur 
un  ellipsoïde  de  révolution.  (289-300). 

Konkoly  (von).  —  Observation  du  passage  de  Mercure  à  l'Obser- 
vatoire deO-Gyalla  (Hongrie).  (3oi-3o2). 

Luther  {£.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure  le  6  mai  1878, 
faite  à  Kônigsberg.  (3oi-3o2). 

Lindstedt  (A.), —  Observations  de  Mars,  faîtes  pendant  Toppo- 
sition  de  1877  au  cercle  méridien  de  Lund.  (3o3-3o4). 

Weiler  [Aug.).  —  Note  sur  le  mouvement  d'un  point  placé  sur 
un  ellipsoïde  de  révolution.  (3o5-3i8). 

Schmidt  [J.'F.'J.),  —  Observation  du  passage  de  Mercure   le 
6  mai  1878,  faite  a  Athènes.  (3 17-320). 

Forster  (^.)*  —  Observations  du  passage  de  Mercure  le  6  mai 
1878,  faites  à  l'Observatoire  de  Berlin.  (3 19-320). 

TVeiler  {A,).  —  Note  sur  le  mouvement  d'un  point  placé  sur 
un  ellipsoïde  de  révolution.  (321-328). 

Marth  {A.).  —  Ephéméride  des  satellites  de  Saturne  pour  le  se- 
cond semestre  de  1878.  (327-336). 

Peters   (C,-H.-F.).  —  Découverte  de  la  planète  (J^,  faite  à  Clin- 
ton le  26  juin  1878.  (335-336). 

Marth  [A.).  —  Ephéméride  des  satellites  de  Saturne  pour  le  se- 
cond semestre  de  1878.  (337-346). 

Luther  [Rob,),  —  Observations  de  petites  planètes,  faîtes  on  1878 
à  l'Observatoire  de  Dûsseldorf.  (345-35o). 

Swift, —  Découverte  de  la  comète  1878,  faite  à  Rocliester  le  7  juil- 
let 1878.  (349-350). 
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Schulhof  [L,),  —  Eléments  de  la  comète  II,  1873  (Tempel),  et 
éphéméi'ide  pour  1878.  (35i-35a). 

Marth[A,),  —  Ephémérîde  des  satellites  de  Saturne  pour  le  se- 
cond semestre  de  1878.  (353-362). 

JValdo  {L.).  — Observation  méridienne  de  Mercure,  faite,  pendant 
sou  passage  du  6  mai  1878,  à  TObservatoire  de  Harvard-Collège. 
(361-364). 

Tfeiss  [Ed.).  —  Observations  du  passage  de  Mercure,  faites  à 
Vienne  le  6  mai  187S.  (365-366). 

Leppig  [H.).  —  Observation  de  Téclipse  de  Lune  du  a3  août  1877, 
faite  à  Leipzig.  (367-368). 

Palisa  (/.).  —  Observations  méridiennes  des  étoiles  de  compa- 
raison employées  à  Pol a.  (369-376). 

Palisa  (/.).  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes,  faites  en 
1877  àPola.  (375-380). 

Pritchett  i^C.-W.).  —  Observations  du  Compagnon  de  Sirius, 
faites  en  1878  à  l'Observatoire  de  Glasgow  (Missouri).  (379- 
382). 

Todd  [D.-P.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure  du  6  mai 
1878,  faite  à  Washington.  (38i-384). 

Tome  Xail,  n"  2209-2232;  1878. 

Peters  (C.-H.-F.), —  Observations  de  la  planète  Iduna  @,failesà 
Clinton  en  1877  et  1878.  (1-6). 

Duner  {N,-C.).  —  Remarques  sur  le  spectre  de  quelques  étoiles 
des  types  III  et  IV  de  Secchi,  d'après  les  observations  faites  à 

Lund.  (5- 10). 

Prulms  {€.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1877  à 
l'équatorial  de  Leipzig.  (9-16). 

ymipcd  (^^.). —  Annonce  d'une  observation  de  la  comète  pério- 
di(|iie  11  do  1873  à  son  nouveau  retour.  (i5-i6). 
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Fabritius  (  TV.).  —  Note  sur  le  calcul  de  la  réfraction  dans  l'hypo- 
thèse d'un  décroîssement  constant  de  la  température.  (17-28). 

Brulins  (C).  —  Observations  de  l'occultation  des  Pléiades,  faites 
le  6  octobre  et  le  3o  novembre  1876  à  Leipzig.  (ap-So). 

BurnJiam  [S.-W.).  —  Note  sur  l'étoile  double  223i8.(3i-32). 

La  Tariation  de  distance  de  i844  ^  '^7^  ^t  trop  faible  pour  expliquer  la  très- 
faible  distance  trouvée  en  1829  par  W.  StruTe;  il  doit  y  avoir  une  erreur  d'im- 
pression dans  les  Mensurœ  micrometricœ. 

TjTatson.  —  Découverte  de  la  planète  intra-mercurielle  pendant 
l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  29  juillet  1878.  (3i-32). 

Les  numéros  suivants  des  Astron.  Aachr.  renferment  plusieurs  Notes  sur  ce  sujet, 
qui  a  aussi  fait  l'objet  de  plusieurs  Communications  à  l'Académie  de  Paris.  Le  Bul- 
letin traitera  la  question  dans  un  article  spécial. 

TF'inneche.   —  Observation  de  la  comète  périodique  de  Tempel 
(II,  1873),  faite  à  Strasbourg.  (3i-32). 

Palisa  («/.). —  Observations  équatoriales  de  comètes  et  de  planètes, 
faites  en  1877  à  Pola.  (33-38). 

Nichol  [J.'W.).  —  Eléments  de  la  comète  III de  1877  d'après  l'en- 
semble des  observations  du  i4  avril  au  3i  mai.  (37-4^)- 

La  comète  est  parabolique. 

Strasser  (G.).  —  Observations  méridiennes  de  planètes,  faites  en 
1877  ^  Kremsmûnster.  (4i-44)' 

Plath  [C.'W.). —  Eléments  elliptiques  de  la  comète  II  de  1877. 

(45-46). 

Shinner  [A.-N.).  —  Eléments  de  la  planète  (J^,,  découverte  à  Mar- 
seille le  2  février  1878  par  M.  Cottenot.  (45-4^  )• 

Tcbbutl  (/.).  —  Note  sur  la  grande  comète  de  1861.  (47-48). 

L'auteur  a  été  le  premier  à  publier  des  cléments  de  cette  comète  et  à  annoncer 
que  sa  queue  rencontrerait  la  Terre  le  3Q  juin. 

Tempel [JV.).  —  Catalogue  de  nébuleuses  nouvelles  découvertes 
à  Arcetrî.  (47-62). 

Tebbutt  (•/.).  —  Observations  du   passage  de  Mercure,  le  6  mai 
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1878,  et  détermination  de  la  longitude  de    rObscrvatoire   de 
Windsor.  (61 -6a). 

La  longitude  de  Windsor  (N.-S.-Walns)  est  de  10^4*^1% i^  À  Test  de  Greenwich. 

Krueger  [A.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  le  6  mai 
1878,  à  rObservatoire  de  Gotha.  (63-64). 

Hall  {A.)  et  Holden  (E.'S.).  —  Observations  des  satellites  de 
Saturne,  d*Uranus  et  du  Compagnon  de  Sirius,  faites  en  1878 
au  grand  équatorial  de  Washington.  (65-70). 

Holetschek  («/.).  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  décou- 
verte le  7  juillet  1878  par  M.  L.-J.  Swift.  (71-72). 

Schulhof[L,),  —  Éléments  corrigés  et  éphéméride  de  la  comète  II 
de  1873,  comète  périodique  de  Tcmpel.  (71-74). 

Schmidt  [J.'F.'J,),  —  Observations  d'étoiles  variables,  faites  en 
1877  ^  Athènes.  (73-78). 

Burnham  [S. -TV,),  —  Note  sur  l'étoile  double  99  d*Hercule.  (79*- 
80). 

Le  Compagnon,  qui  est  de  10*  grandeur  environ,  a  un  mouTement  angulaire 
d'environ  a  degrés  par  an. 

Johnson  (5.-/.).  —  Note  sur  les  passages  de  Mercure.  (79-80). 

Cottenot.  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Tcmpel  (H 
de  1873),  faîtes  à  Marseille.  (79-80). 

Souillart,  —  Note  sur  les  inégalités  des  rayons  vecteurs  et  des 
longitudes  des  satellites  de  Jupiter,  dépendantes  du  carré  de  la 
force  perturbatrice.  (81-96). 

Luther  {H.).  —  Calcul  des  perturbations  de  Parthénope  (tj)  par 
Jupiter,  de  j85o  à  1870.  (97-108). 

Schmidt  [J,-F,'J.),  —  Observations  de  la  comète  périodique  de 
Tcmpel  (II  de  1873),  faites  à  Athènes.  (107-1 10). 

Spoerer\  —  Observations  de  taches  solaires,  faites  en  1878  à  Pots- 
dam.  (109-1 10). 

Tcmpel  {TV')*  — Note  sur  la  comète  périodique  qui  porte  son 
nom.  (i  I  i-i  12). 
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Luther  (iî.  ).  —  Perturbation  des  éléments  de  Parthénope  (y) 
par  Jupiter,  de  1870  à  1878,  et  éphémérîde  pour  robservatioa  de 
la  planète  en  octobre  et  novembre  1878.  (i  iS-iaa). 

Gould  [B.-A,],  —  Note  sur  les  travaux  de  TObservatoire  de  Cor- 
doba.  (121-128). 

Le  but  que  se  proposait  M.  Gould  en  établissant  en  1871  un  obsenratoire  à 
Cordoba,  faire  un  Catalogue  et  une  Carte  exacte  des  étoiles  comprises  eotrt 
10  degrés  nord  et  80  degrés  sud,  sera  bientôt  atteint.  Un  premier  Volume  d'^jvito/rf 
paraîtra  dans  quelques  mois  et  contiendra  V Uranométrie  (Catalogue  et  Caries)  des 
étoiles  de  rhémisphère  sud  jusqu'à  la  7*  grandeur  ;  un  soin  tout  spécial  a  été  donné  à 
la  représentation  de  la  voie  lactée.  Les  observations  de  zones  sont  presque  ter- 
minées, et,  les  réductions  étant  poussées  activement,  la  publication  des  observations 
est  aussi  prochaine  et  sera  une  suite  à  l'urauométrie. 

La  Note  de  M.  Gould  renferme  encore  des  données  sur  la  température  moyenne 
annuelle  de  Buenos-Ayres  ( —  34**  36'  sud),  de  Bahia-BIanca  ( —  38"44'  ^ud),  et  sur 
la  variation  de  cette  température  avec  le  nombre  des  taches  solaires. 

Luther  (/?.).  —  Perturbations  de  la  planète  Hébé  (e)  par  Jupiter, 
de  1848  à  1870.  (129-140). 

W'atson[J.'C.), —  Note  sur  la  planète  intra-mercurielle.  (f4i- 

i4a). 

Tebbutt  {J.).  — Note  sur  Tétoile  6i83  du  Catalogue  de  Brisbane. 

(141-142). 

Cette  étoile  parait  ne  pas  exister;  il  y  aurait  erreur  d'observation. 

TP^olf[R.).  —  Note  sur  la  latitude  de  Ziirich.  (i43-i44)- 

Luther  (/?.).  —  Perturbation  de  la  planète  Hébé  (?)  par  Jupiter, 
de  1870  à  1879*,  éléments  de  la  planète  et  éphéméride  pour  Top- 
position  de  1878.  (145-160). 

TVatson  [J.-C.)  et  Swift  (L,),  —  Lettres  sur  la  découverte  de  la 
planète  intra-mercurielle.  (161- 166). 

Schmidt  [J.-F.-J,),  —  Observations  de  la  comète  périodique  II 
de  1873,  faites  en  août  1878  à  Athènes,  (i 65- 168). 

Tempel  {W»)*  —  Observations  de  la  comète  périodique  II  de  1873, 
faites  en  juillet  et  août  à  Arcetri.  (167-170). 

Bossert  (/.).  —  Eléments  «;t  épliéinéride  de  la  planète  (^  Gallia. 
(169-172). 

Les  éhnioiits  sont   i'ondés  sur  six   lieux    noiniaux   formés  avec   les  observations 
(ailes  d'août  iS^T)  h  mai   1S7S. 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  177 

Pichering  [E.-C).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en 
1877  et  1878  à  Féquatorial  de  i5  pouces  de  Harvard-Collège. 

(171-176). 

Schulze  [L,'R.).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  de  Bror- 
seu  pour  son  retour  en  1879.  (177-188). 

Les  éléments  des  retours  précédents  ont  été  corrigés  à  l'aide  de  Tengemble  des 
observations  faites  d'août  1868  à  septembre  1873. 

Schwab  {F.).  —  Note  sur  les  variations  d'éclat  de  7  et  e  de  Pégase. 
(189-190). 

TVatson[J,-C,).  —  Note  sur  la  planète  intra-mercurielle.  (189- 
192). 

Peters  (C.-H.-F.).  —  Découverte  de  la  planète  (S),  faite  à  Clinton 
le  18  septembre  1878.  (191-192). 

TVatson  {J.-C).  —  Découverte  de  la  planète  (j»*,  faite  à  Ann- 
Arbor  le  aa  septembre  1878.  (191-192). 

Oppenheim  [H.).  —  Détermination  des  éléments  de  la  planète  (nî), 

Sirona.  (193-198). 

Le  calcul  est  fondé  sur  la  considération  de  six  positions  normales  fournies  par  les 
six  oppositions  de  1871  à  1876;  il  a  été  tenu  compte  des  perturbations  de  Jupiter 
et  Saturne. 

Palis  a  (/.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1878  à 
Pola.  (197-202). 

Konkolj  [N.  V.).  —  Eclipse  de  Lune  du  12  août  1878,  observée  à 
0-Gyalla  (  Hongrie).  (2o3-2o6). 

Ferrari  [G, -St.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de 
Tempel  (II,  1873),  faites  en  août  1878  au  Collège  Romain.  (207- 
208). 

Niessl(G.  V.).  —  Note  sur  la  variation  diurne  des  étoiles  filantes. 
('^.09-224). 

Tebhuil  (•/.).  —  Observation  de  la  comète  d*Encke  à  son  retour  de 

1878.  (223-224). 

Peters  [C-IL-F.).  — Découverte  de  la  planète  ^,  faite  le  3o  sep- 
tembre 1878  à  Clinton.  (223-224). 


i;«  SECONDE  PÀBTIE. 

Petttrs  (C.-H.-F.).  —  DwMmvtTtr  <Ic  U  plaïK-K;  (3,    Uhe  le  a  o^ 

lobre  t87Sâdintun.  (a33-aa4)' 
Pfiessl  (G.  V.).  —  Note  sur  I4  \ iiiiutîuii  lUuriie  dus  vtoîles  filuita 

(suit*!  ei  fin).  (335-338). 

(.v*  coiirldiiliin*  «DVIUdJIm  irrÎTe  l'auteur  «nnl  In  uiIrBotn*  : 
I*  \*  conilMMliou  àm  iiaial*  mlimu  autour  Ae  l'apPK.  «tnttfiiuenr*  njsaMto 
A»  U  Ibiurin,  ns  aarrv«[nn<l  pu  aaa  détail*  de  ta  Tirtatlon   diuroii.  Otto  dmita 
val  niivui  «i|illc(uM  par  l'hjputh^u  il'una   muii«lr«  aocunialatjon  «t  d*aaa|lN 
(rando  tItMa«  daa  mAiAotM. 

f  On  iiii  f**.jiïn«ll  (11»  «iiiti  p1ii«.  dinaUioliMn-allons  dicwloa  dva  iwiun- 

>  l.'in^alltA  du  la  dialriliiiliuii  di»  puiiiM  radîanla,  qii<-  l'Hip^rifiini  nrotn. 
detnaiidii  una  l)y|iiithvii«  niiiini  rvalnilntu,  D'HilIf'uni,  l'npci  u'cst  {us  le  cenln  d> 
eniulnnaatliiii  doa  puinU  radiant*. 

y  Quand  un  poial  d«  noncaiitrition  in*l(iorii|uB  a  cté  iveonnu,  oe  point  ngM 
pia,  d'iprài  ta  nurcba  dit  la  variation  diurna,  tr  trourcr  n^ceasaironicillt  •ulon* 
l'apiri.  Il  tuint  qu'il  noil  (nitra  rajwi  Kl  l'anthi'ljti. 

h'  I)e  l'aiialaiicc  d'uiio  acmblable  apparence  on  peut  conclure  loa  dntca  cokmb 
doa  iMiBI*  de  radiation. 

iir  tin*  Rontàiunnce  naturelle  de  ce  qui  procède  est  que  l'Bccuiaulatlan  da 
dlalaoCH  (idrilutlie  de«  orbilea  mitéuriqiiea  correapoud  i  uiio  dislatioo  péritidic  pin 
cnndfi. 

-•  Iji  dialrilinllon  de>  pointa  radinuta  t'accorde  aiiasi  bien  avec  t'hypotbAac  d'ot- 
bilei  hyperl>ulii|U(is  qu'aiec  celle  d'orbilea  paraballijuo*, 

Bredihhine  (  Th.).  —  Note 
des  roniMfs.  {i'i']-iiio). 
Eu  ^|;ard  ï  U  Toreo  néceaaaire  an  détcloppei 
appartiendraient  &  Iroia  type»  dilTércnls,  caractéi 

Bruhns  {C).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1878  i 
lequatorîal  de  Leipzig.  (241-253). 

Leppig  {ti.).  —  Observations  de  taches  solaires,  faites  en  1873  i 
Leipzig.  (25 1-356). 

Albrecht.  —  Note  sur  la  vitesse  de  propagation  d'un  courant  élec- 
trique dans  les  (ils  aériens  et  dans  les  iils  souterrains.  (257-266). 


la  force  qut  produit  Itrs  oueu» 


Il  de  leurs  queues,   les  concla 
■  par  la  crandcur  de  cette  font. 


Ces  études  lont  analojjnf 

(pition  dana  Irgfils  aériens, 
donné  par  la  l'on 


-Pour  les  fils  aoulcrrai 

S  =  o',oi336Lh-o',ooi3 
liataucc  dea  deux  slaliunB. 


à  railesM.  Albrecht 


•amiaaîon  «M 


Leppig  (//.).  —  Observations  de  Ucbes  solains,  faites  en  1874  " 
Leipzig.  (r!65--!;:(). 


I 
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Gjldén  {H,).  —  Mémoire  sur  la  rotation  d'un  corps  solide  dont  la 
surface  est  couverte  d'un  liquide.  (^^3-284). 

Leppig  {H,).  —  Observations  de  taches  solaires,  faites  en  1875  à 
Leipzig.  (285-288). 

Luther  (  /?.).  —  Calcul  des  pertiu*bations  de  Danaé  @  par  Jupiter, 
de  1860  à  1878.  (289^302). 

Schmidt  [J.^E.-J.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de 
Tempel  (II,  1873),  faites  en  septembre  et  octobre  1878  à 
Athènes.  (3oi-3o4)* 

Dunér  [N.-C.).  —  Note  sur  la  nouvelle  étoile  variable  V  de  la  cou- 
ronne boréale.  (3o3-3o4)* 

Dunér  [N.-C).  — Mélanges  spectroscopiques  sur  les  étoiles  des 
types  m  et  IV  de  Secchi.  (  3o5-3o8). 

Triangulatiow  danoise.  —  Note  sur  les  travaux  de  triangulation 
faits,  de  1839  à  1870,  en  Danemark  et  dans  le  nord  de  la  Ppusse. 
(  307-3 18). 

Listing  (/.-B.).  —  Nouvelles  valeurs  des  constantes  géométriques 
ou  dynamiques  de  la  Terre.  (3 17-3 18). 

Schulhqf[L.).  —  Ephémérîde  de  la  comète  périodique  de  Tempel 
(II,  1873)  pour  le  mois  de  novembre.  (3 19-320). 

Gauthier  (/?.).  —  Note  sur  les  éléments  de  la  comète  périodique 
11,1867  =  1,1873,  découverte  par  M.  W.  Tempel.  (3i9-32o). 

M.  R.  Gautier  a  calculé  les  éléments  les  plus  probables  do  cotte  comète,  qui  doit 
revenir  dans  les  premiers  mois  de  1879. 

Meyer  (M.-Tf^.).  —  Observations  de  la  Lune  et  des  planètes, 
faites  en  1877  au  cercle  méridien  de  TObservatoire  de  Genève. 
(321-328). 

Gould  [B.-A.).  —  Observations  de  la  comète  d'Encke,  faites  en 
1878  à  Cordoba.  (329-332). 

Stone  (O.).  —  Note  sur  la  détermination  du  temps  à  l'aide  d'un 
instrument  méridien  portatif  placé  en  dehors  du  méridien.  (33 1- 
334). 


I 


t8a  SECONDE  l'AHTI£. 

'J'em/ml  (  H\) .  —  Obaervations  do  la  comète    {M-rio4lit}iK  II 

1873, fuite»  CI»  srpiemltix'  iioflnbre  1878  à  Artxlri.  (333^ 

fViiuufcf-e.  —  Observulioiis  du  paisa^;^  de  Mercure,  le  6  naiit 
r\  ol»>.Tvatioii«  d'érlîjMr.t  dvx  xaii^llitus  de  Ju[»ïl«;r,  faltcsektl 
el  1878a  Slra»bourf;.  (337-34(1}. 

Strasier  {O.).  —  ()b^c^valinll.s  de  culminât  ion  a  lunairv^t,  faïia 
1874  à  18771Ï  Krcmtniùuslcr.  (34J-353). 

Serligr.r  {//.).  ~-  Mt-moîrc  sur  les  ci]uiitioiis  d'uù  dûpettiaU 
varîatiotu  sik^ulaircs  des  «'lôiiieiils  des  jilanèLtrs.  { 3^3-364)- 

Knorre  (  y.).  —  Noti;  sur  un  nouveau  niii-romùire  destiné  à  a 
gittrer  lesi  diflîîrencre!!  de  déclinaison  des  cloili-s.  (363>368)' 

Ur  01  d«  (IMltiaiwD  k*!  iniari*bl«iii«nl  llié  lur  uoa  plaijun  qu«  la  ih  d*  A 
Diiion  fjiil  moiituir  «(,  p»ur  l*»ni(acr,  tiir  une  eiollu,  chIif  |iUqae  dml  » 
■■irrninal  «tn  dépIicAe;  eulU)  pUquc  porto  un  poinlour  furmri  d'un*  tif 
A'Avin  Ir^cBieue.  L«  mnuvfnmtiin  da  rtllo  plH|uc<.  pir  rapport  aux  pnlii* 
ilu  mltiri'iniWe,  hjiiI  «nregiilrés  nii  i<lirontani  l'niguille  duiis  ane  bande  d*  f 
qui  M  déroule  lutoaiBiiqueiDenl  dMinl  n  pvlnloiir  ut  dotuni  un  aaiHiDd  po» 
ptao4  «or  Im  purtioa  Diea  an  miFrnmMrR. 

L'indrainnnl,  couslruit  pir  H.  R.  Fuuu..  <Id  Rerliii.  cit  trv»-BiiIIl,iiinniriil  < 
pour  la  (omlrurUon  de  C*rle»  pslmte". 

Schmidc  (J.-F.-J.)-  —  Obsenatioii  di-  la  comète  périodi(]Uc 
Tempid,  œniêtn  11,  1873.  faite  n  Athènes  le  a6  o»-K»lire.  (3 
368). 

Listing  (J.-Ii.).  —  Remarques  sur  la  parallaxe   du  Soleil.  {3 

3,6). 

M.  Litilinc  moiilrp  <iii'il  n'y  n  pas  ncc-o 

Metzger  [E.).  —  Hemar(|iies  sur  les  opérations  gi-odésiques  fa 

à  Java.  (37J-37S). 
Pritchett  {I/.-S.)-  —  Noie  sur  le  diamètre  et  la  masse  de  S 

d'après  les  observations  faîtes  avec  l'équalorial  de  i  2  ^  pouce 

l'Observatoire  de  Morrtson. 

t.e  pmrnsuur  C-W.  Pritchctl,  directeur  ilrl'Obgrivatairp  doMorriBon,a  détrr 
avec  le  MiËme  microniOIre  le»  diamiitri^s  iIp  Mars  cl  les  posilinns  de  sea  matai 
M.  H.-S.  Pritchelt,  en  bc  scpïanl  de  ces  tiliscrviilions  >l  de  la  durée  de  réïol 
■les  taleliilps,  déterminée  par  M.  A,  llnll,  trouve  t 
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On  a  alors,  pour  axes  des  orbites  des  satellites  et  pour  la  masse  de  la  planète 

centrale  : 

•  I 

Phobos «  =  12,773,  M  =  s 7-' 

"  3jioi4o 

Deimos <?  =  3?,qii,       /*=  — -, — -  • 

Tebbutt  (/.).  —  Occultation  d'une  étoile  par  le  premier  satel- 
lite de  Jupiter.  (379-380).  G.  R. 


ACTA  UNIVERSITATIS  LUNDENSIS.  Lunds  Univbrsitets  Ars-Skrift  ('). 

Tome  X;  1873. 

Moller  [Axel),  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes,  faites 
en  1873  à  l'Observatoire  de  Lund.  (iv-iai  p.). 

Dans  l'année  1873,  il  a  été  déterminé,  à  l'Obserratoire  de  Lund,  cent  quatre-Tingt- 
quatorze  lieux  de  planètes  et  de  comètes  avec  le  réfracteur  de  Jûnger.  En  outre,  la 
planète  Flora  a  été  pendant  douze  nuits  comparée  micrométriquement  aux  étoiles 
voisines  pour  déduire  de  ces  observations  la  parallaxe  du  Soleil,  suivant  la  méthode 
proposée  par  M.  Galle.  Quatre  des  planètes  découvertes  dans  l'année  1873  et  dans 
l'année  précédente  ont  été  suivies  exactement  pendant  plusieurs  mois.  Des  sept 
comètes  de  l'année,  trois  seulement  ont  pu  être  observées  utilement. 

La  plupart  des  observations  ont  été  faites  par  MM.  MôlIer,  Dunér,  Wijkander  et 
Lindstedt.  La  latitude  de  l'Observatoire  est  55*4  ('  5a'',  11.  La  différence  de  longitude 
à  Toucst  de  Berlin  est  de  49%886. 

Le  Mémoire  contient  :  pages  i-gS,  les  observations  de  planètes  et  de  comètes; 
pages  96-103,  les  observations  micrométriques  pour  la  détermination  plus  exacte 
d'une  partie  des  étoiles  de  comparaison  employées;  pages  io4-ii4t  I^  détermina- 
tions micrométriques  des  différences  de  déclinaison  entre  la  planète  Flora  et  les 
étoiles  voisines;  pages  116-131,  les  réductions  au  centre  de  la  Terre  des  résultats 
des  observations. 

Bdcklund  [A.-V,),  — Note  sur  les  transformations  de  courbes  et 
de  surfaces.  (12  p.;  ail.). 

Le  problème  de  la  recherche  de  la  transformation  la  plus  générale,  qui  change 
toutes  les  courbes  d'un  plan  les  unes  dans  les  autres,  de  manière  que  l'ensemble 
de  toutes  les  courbes  du  plan  reste  le  même,  est  identique  au  problème  de  la  dé- 
termination de  toutes  les  transformations 

\  =  FCx,^,/7, //.... î,    Y  =  F, (*,r,/'i /'',..).     P  =  *(*i/. /',/''.    ..)»     ••• 


(*)  Voir  BuliettHt  Ul*  3^;  VIII,  i3o.  Les  Mémoires  sont  paginés  séparément. 
Diili.  des  Sciences  math.,  2«  Série,  t.  II.  (Novembre  1878.)        R  .  17 
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(Pf  P't  .  •  .f  P,  P'f  . . .  désignant  le»  dëmées  ~>  ^»  . . . ,  ^j  — i . . .  j»   qui   ra- 
mènent le  système 

(q)  dy — /></x==o,     dp  —  p'dx^o, 

au  système  semblable 

(3)  rfY  — P<fX  =  o,     rfP  —  F  rfît  =  0,     .... 

Il  peut  maintenant  se  présenter  deux  cas  :  ou  les  équations  (i)  sont  résolubles 
par  rapport  à  x^y^p^  p\  . . .,  ou  elles  ne  le  sont  pas.  Dans  ce  dernier  cas,  chaque 
courbe  y(x,^)  =  0  se  changera  bien  dans  une  courbe  ^(X,Y}  =  o,  de  telle  sorte 
que  les  éléments  Xyjr^pj  . . .,  appartenant  à  la  première  courbe,  se  changent  en  des 
éléments  X,  Y,  P,  ...  appartenant  à  la  seconde  courbe;  car,  pour  la  première 
courbe,  les  équations  (  s  )  sont  vérifiées,  et  celles-ci,  à  cause  du  mode  de  forma- 
tion des  équations  ^  =  ^ix,jr^p^p\  . . .  ),  entraîneront  avec  elles  les  équations  (3). 
Par  contre,  un  élément  (X,Y,P,P', ...  )  donne  lieu  à  une  infinité  d'éléments 
{^tXtPtP't  '")*  c^  1^  00*  éléments  appartenant  à  une  courbe  9(X,Y)=:o  seront 
transformés  en  cléments  qui  se  grouperont  pour  composer  une  infinité  de  courbes. 
Mais,  dans  le  premier  cas,  où  les  équations  (i)  peuvent  se  résoudre  par  rapport  à 
JT,^, p,p\  ,,.f  la  transformation  de  {x,  /,^, . . .  )  en  (X,  Y,  P, . . .),  de  même  que 
la  transformation  inverse  de  (X,Y,P, ...)  en  (x,^,^, . . .),  devient  une  transfor- 
mation qui  change  une  courbe  en  une  seule  autre  courbe  ou  en  un  nombre  limité 
d'autres  courbes.  On  peut  dire  que  les  équations  (i)  représentent  entre  les  portions 
de  courbe  de  deux  espaces  {x^y),  (X,  Y)  une  correspondance  telle,  qu'aux  portions 
d'une  courbe  de  l'un  des  espaces  correspondent  toujours  des  portions  semblables 
[c'est-à-dire  telles  que  sont  les  portions  (jc,^,  p,  .  -^t  P^*^)t  (X,  Y,P, . .  .,P<*))]  qui 
80  réunissent  pour  former  une  courbe  de  l'autre  espace. 

La  même  chose  a  Heu  pour  les  transformations  de  surfaces.  Celles-là  seulement 
qui  changent  les  portions  de  surface  d'un  quelconque  des  espaces  (jr,^,z),  (X,Y,Z) 
en  portions  semblables  d'un  autre  espace  sont  des  transformations  qui  changent 
toute  surface  de  l'un  des  espaces  en  une  surface  de  l'autre. 

La  présente  Note  traite  de  ces  transformations  de  courbes  ou  de  surfaces,  et  l'on 
y  fait  voir,  en  particulier,  qu'elles  sont  exclusivement  des  transformations  de 
contact  (*).  Ce  résultat  a  son  importance,  parce  qu'il  montre,  pour  ne  parler  que 
des  transformations  de  courbes,  qu'il  n'existe  pas  d'autres  transformations  chan- 
geant Jr,^,^, /;',..  .,;>(*)  en  X,Y,P,P', . . . ,?(')  que  celles  qui  transforment  déjà 
x^y^p  en  X,Y,  P.  Il  n'y  a  pas  de  transformations  de  courbes  particulières  corres- 
pondantes  aux  valeurs  A  =:  i,  a, . . . . 

A  cette  théorie  se  rattachent,  d'ailleurs,  les  transformations  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  trois  et  à  quatre  variables. 

Tidblom   {A.'f'^,),   —  Recherches    thermo-électriques,    a*  Mé- 
moire. (19  p.,  I  pi-)' 


(')  Voir  LiK,  Zur  aiialxtischen   Théorie  der  RernhrungS'Transformationen  (Bul^ 
letin,  1„  (jC). 
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Tome  XI;  1874. 

Mbller  [Axel),  —  Compte  rendu  des  travaux  exécutés  à  TObser- 
vatoirc  astronomique  de  Lund  pendant  les  années  1867-1874* 

{24p.). 

Bachlund  (A.-V.  ).  —  Mémoire  d'Hydrodynamique.  (Sa  p.;  ail.  ). 

Dans  les  anciennes  théories  hydrodynamiques,  on  a  presque  exclusivement  con- 
sidéré les  cas  où  les  composantes  de  la  vitesse  de  chaque  molécule  du  fluide  sont 
égales  aux  dérivées  partielles  d'une  fonction  des  coordonnées  de  la  molécule,  prises 
par  rapport  à  ces  coordonnées,  c'est-à-dire  aux  cas  où  il  existe  une  fonction  des 
vitesses.  La  vraie  sigoiflcation  de  l'hypothèse  d'une  fonction  des  vitesses  a  été  clai- 
rement exposée,  pour  la  première  fois,  dans  le  Mémoire  de  Helmholtz  :  Ueber  Inté- 
grale der  kjrdrodjrnamischen  Gleichungeu,  welcheden  Wirbelbewegungen  entsprechen 
{Journal  de  Crelie^  t.  LV)  :  toutes  les  fois  qu'il  existe  une  fonction  des  forces,  il 
n'existe  aucun  mouvement  de  tourbillon,  et  réciproquement.  C'est  aussi  à  Helmholtz 
qu'est  due  la  première  étude  approfondie  du  mouvement  le  plus  général  d'un  fluide, 
en  ayant  égard  aux  mouvements  de  tourbillon. 

Au  travail  de  Helmholtz  te  rattache,  de  la  manière  la  plus  étroite,  un  Mémoire 
de  Clebsch,  Ueàer  die  Intégration  der  hydrodynanûschen  Gleichungen  {Journal  de 
C relie,  t.  LVI).  Les  nouvelles  formes  d'équations  obtenues  dans  ce  Mémoire  par  la 
transformation  des  équations  d'Euler  sont  de  simples  expressions  analytiques  des 
théorèmes  de  Helmholtz. 

L'auteur  se  propose,  dans  le  présent  Mémoire,  d'exposer  dans  sa  plus  grande 
généralité  la  théorie  du  mouvement  des  fluides,  en  partant  des  premières  équations 
d'Euler.  Ces  équations,  pour  lea  recherches  d'une  nature  générale,  semblent  mériter 
la  préférence  sur  les  secondes  équations  d'Euler,  dites  équations  de  Lagratîgc,  bien 
qne  celles-ci  puissent  s'adapter  plus  facilement  à  la  résolution  des  problèmes  par- 
ticuliers. 

Bachlund  [A.'V.),  —  Sur  le  mouvement  des  fluides  dans  des 
espaces  à  connexion  multiple.  (4  p-^  ail.). 

Appendice  au  Mémoire  précédent. 

Table  des  matières  des  dix  premiers  volumes. 

Tome  XII;  1875-1876. 

Dunér  [N.-C).  —  Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles, 
faîtes  à  rObservatoire  de  Lund,  suivies  de  Notes  sur  leurs  mou- 
vements relatifs.  (^66  p.;  fr.). 

Bachlund  [A.-V.).  —  Résumé  de  recherches  sur  les  équations  aux 
dérivées  partielles  d'ordre  quelconque,  avec  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  (4  p. ^  ail.). 

R.17. 
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Tidblotn  [j4,-F,).  —  Quelques  résultats  des  observations  météo- 
rologiques faites  ;i  l'Observatoire  de  Lund  dans  les  années 
1741-1870.  (77  p.,  2  pi. 5  ail.). 

TVijhander  {A,).  —  Sur  la  périodicité  des  perturbations  de  la 
déclinaison  magnétique  dans  la  Scandinavie  septentrionale. 
(9p.-,fr.). 

Tome  XIII;  1876-1877. 

Lindstedt  (A.),  —  Etude  du  cercle  méridien  de  l'Observatoire  de 
Lund,  avec  une  détermination  de  sa  latitude.  (54  p.)  i  pi*)* 

Ce  cercle  a  élé  installé  à  l'Observatoire  de  Lund  dans  Tété  de  i874«  Il  sort  des 
ateliers  des  frères  Repsold,  à  Hambourg;  il  est  muni  d'un  objectif  de  6  pouces 
d'ouverture  et  de  7  pieds  de  foyer. 


MONATSBERICHTE  der  Koniglich  Prbussischen  Akademie  der  Wissbnschaf- 
TEN  zu  Berlin  (').  Année  1877. 

Vogel  [ff.-C).  —  Recherches  photométriques  spectrales  pour  la 
détermination  de  l'absorption  de  la  couche  gazeuse  enveloppant 
le  Soleil.  (104-142). 

Kirchhoff  [G.).  —  Sur  la  théorie  du  condensateur.  (144-^62). 
Vogel  [H.-C.  ).  —  Sur  le  spectre  de  la  nouvelle  étoile  du  Cygne. 
(241-259). 

Kirchhoff  (G.),  —  Sur  la  théorie  du  mouveiùent  de  rélectricité 
dans  les  fils  télégraphiques  souterrains  ou  sous-marins.  (498-61 1). 

Helmholtz  [H,),  —  Sur  les  courants  galvaniques  produits  par  les 
dillérences  de  concentration  5  conséquences  de  la  Théorie  méca- 
nique de  la  chaleur.  (713-726). 

Kronecker  {L.).  —  Extrait  d'un  Mémoire  lu  dans  la  séance  du 
9  avril  sur  les  équations  abélienues.  (845-85 1). 

Nous  citerons  le  principal  théorème  de  cette  Communication:  «  Toutes  les  racines 


(')  Voir  Bulletin,  I,,  3G8. 
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B         des  équations  abélieones  à  coefficients  entiers  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
i  racines  de  l'unité,  et  toutes  les  fonctions  rationnelles  de  racines  de  runitê  sont 

racines  d'équations  abéliennes  à  coefficients  entiers.  » 


l 


JORNAL  DE  SaENOAS  MATHEMATICAS  E  ASTRONOMICAS,  publicado  pelo 
Dr.  Francisco  Gomes  Tbixeira,  lente  de  Mathematica  na  Universidade  de 
Coimbra  e  socio  correspondente  da  Academia  Real  das  Sciencias  de  Lisboa . 
I       —  Coimbra,  imprensa  da  Universidade  (*). 
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Tome  I;  1877- 1878. 

Gomes  Teixeira  {F,).  —  Sur  la  décomposition  des  fonctions  ra- 
tionnelles. (5-12,  17-24,33-37,49-56,  97-101,  ii3-i  16;  fr.). 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  généraliser  la  méthode  donnée  par  M.  Hermite,dans 
9on  Cours  d'ànaljrse,  pour  déterminer  directement  les  numérateurs  des  fractions 
simples,  dans  lesquelles  peut  se  décomposer  la  fonction  rationnelle  proposée. 

Gomes  Teixeira  [F,],  —  Notice  sur  Saturne.  (i3-i6,  25-32,  4i- 
48,63-64,90-93). 

Da  Siha  [D,'A.)  —  Lettre  à  M.  Moigno,  sur  une  réclamation  de 
priorité.  (38-4o;  fr.). 

M.  daSiWa  fait  remarquer  que,  dans  un  travail  publié  par  lui,  en  i85i,  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  de  Lisbonne,  il  était  déjà  parvenu  à  établir  l'existence  de 
quatre  orientations  seulement,  pour  lesquelles  un  corps  peut  être  en  équilibre  sous 
l'action  de  forces  données  en  grandeur  et  en  direction,  ce  qui  concorde  avec  une  Note 
présentée  par  M.  Darboux,  le  37  décembre  1876,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
dans  laquelle  cet  auteur  relève  l'erreur  commise  par  MObius  dans  sa  Statique. 
Môbius  admettait  une  infinité  de  positions  d'équilibre. 

Da  Ponte  Horta  {F,).  —  Solution  d'une  question  proposée.  (57- 
62). 

Des  conditions  de  divisibilité  de  x"db  a"*  par  xdb  a  déduire  les  règles  pour  trouver 
les  restes  de  la  division  d'un  nombre  par  9  et  par  11. 


(  *  )  Publié  mensuellement  par  fascicules  d'une  feuille  d'impression  in-8*,  principa- 
lement en  portugais  et  en  français.  Chaque  numéro  est  divisé  en  deux  sections,  dont 
l'une  traite  des  questions  de  Mathématiques  supérieures,  et  l'aulre  contient  des  tra- 
vaux sur  les  parties  élémentaires  et  des  Notices  astronomiques. 
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Hermite  [Ch.).  —  Sur  les  formules  de  M.  Frenet.  [GS-yo  ;  fr.). 

Relations  différentielles  entre  les  cosinus  des  angles  que  font  aTec  trois  axes 
rectangulaires  la  tangente,  l'axe  du  plan  osculateur  et  la  normale  principale  d'une 
courbe  à  double  courbure. 

D'Aguiar  Craveiro  Lopes  {C-H,)  et  j4morim  Vianna  (-P.).  — 
Solutions  d'une  question  proposée.  (71-75). 

Schiappa  Monteiro  (-^.)-  —  Notes  sur  les  solutions  précédentes. 
(loS-iog). 

Par  un  point  donné  à  égale  distance  de  deux  droites  données,  mener  une  trans- 
versale telle  que  la  partie  interceptée  entre  ces  droites  ait  une  longueur  donnée. 

Da  RochaPeixoto  [A. -F,), —  Sur  Forganisation  de  rObservatoire 
royal  astronomique  de  Lisbonne.  (76-80,  I2i-i25). 

Détails  sur  la  fondation  de  cet  ObservatoirCf  en  1857,  par  le  roi  dom  Pedro  V, 
et  sur  son  organisation  actuelle. 

Schiappa  Monteiro  (A,).  —  Note  sur  Tangle  d'une  courbe  avec 
une  droite.  (81-885  fr»)* 

Sur  le  degré  d'approximation  que  l'on  obtient  en   prenant  pour  la  direction  de 
la  tangente  celle  d'une  corde  très-petite. 

Amorim  F^ianna  (-P.).  —  Démonstration  du  théorème  de  M.  Y. 
Villarceau  sur  le  tore.  (84-85  ). 

De  Sousa  Pinto  (/?.-/?.).  —  Notice  sur  Le  Verrier.  (86-89  )• 

Candido  [A.  -F.),  —  Solution  d'une  question  proposée.  (94-96). 

Par  un  point  donné  dans  le  plan  d'un  cerclCf  mener  une  transversale  telle,  que 
les  distances  de  ce  point  aux  deux  intersections  do  la  droite  et  du  cercle  soient 
dans  un  rapport  donné. 

Marrecas  Ferreira  (L.-t ,).  —  Sur  un  problème  de  Géométrie. 
(102-104). 

Faire  passer  par  un  point  une  droite  telle,  que  les  segments  déterminés  par  ses 
intersections  avec  une  courbe  ou  une  surface  aient   entre  eux  un  rapport  donné. 

Woodiiouse  [L,'L).  —  Sur  une  question  proposée.  (11  o- m). 

Résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  a*  H-  («  -H  i  )  /  -h  («  -H  2)  •  =  3  /. 

Notice  sur  la  découverte  de  planètes  et  de  comètes.    (112,  167, 

.73). 

Schiappa  Monteiro  {A.),  —  Note  sur  l'élude   de  M.   J.   de  la 
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Gournerie,  à  l'égard  de  la  division  homographiquc  de  deux 
droites.  (117-120^  fr.). 

Foir  la  Géométrie  descriptive  de  M.  de  la  Gournerie,  p.  189. 

Notice  sur  la  constitution  de  la  surface  solaire.  (1 216). 

Amorim  Vianna  (-P.).  —  Solution  d'une  question  proposée.  (127- 
128). 

Étant  données  trois  droites  sur  un  plan,  concourant  en  un  même  point,  mener  par 
un  autre  point  de  ce  plan  une  transTorsale  sur  laquelle  les  trois  droites  interceptent 
deux  segments  égaux. 

Schiappa  Monteiro  (A.).  —  Généralisation  de  la  méthode  de 
M.  Chapuy.  (129-132^  fr.) 

Construction  de  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution. 

■    • 

Marrecas  Ferreira  {L.-F.).  — Sur  un  problème  de  Géométrie. 

(133-137). 

Étant  données  trois  droites  quelconques  sur  un  plan,  mener  par  un  point  du 
plan  une  transversale,  qui  les  coupe  de  manière  que  les  deux  segments  non  con- 
tigus  soient  égaux. 

Gomes  Teixeira  (F.).  —  Notions  élémentaires  sur  la  tliéorie 
des  déterminants.  (i38-i4i)* 

Schiappa  Monteiro  (A.).  —  Solution  d'une  question  proposée. 

(i4a-i44). 

Connaissant  la  base  et  la  hauteur  d'un  triangle,  avec  la  somme  ou  la  différence 
des  deux  autres  côtés,  construire  le  triangle  par  la  Géométrie  élémentaire. 

Bellaxfitis  (G.).  —  Solution  généralisée,   au  moyen  des  équipol- 
lences,  d'une  question  donnée  plus  haut.  (i45-i49)  ital.). 

Voir  la  question  résolue,  p.  137-128. 

Da  Motta  Pegado  [L.-P.).  —  Solution  d'un  problème  d'Analyse 
indéterminée.  (i5o-i55). 

N  étant  entier,  trouver  les  entiers  x  tels  que  N  -h  «*  soit  un  carré. 

Pereira  Caldas,  —  La  première  Arithmétique  imprimée.  (i56- 

157). 

Ce  Traité  a  été  imprimé  à  Trévise  en  14781  sous  le  titre  suivant  :  Ineomincia  una 
pratica  molto  buona  ed  utile  a  citueheduno  ehe  vuole  usare  l 'arte  délia  mercMancia, 
chiamato  ifulgarmente  V  arte  delV  abaco. 


f 
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j4ntorirn  f^ianna  [P-)-  —  Soluiioii  d'uuc  ijucsUod  projios^.  | 
160}. 

Cilriiler  |iir  U  GéonAIri*  «limuuira  l'aîra  lai«inil«  «t  Ce  *»luaf  li 
X^inaà  par  rïntnruvtLon  d'un  cyliadrA  dft  rdfolulion  avvic  dout  ptani  qntlai 
pHiuiil  pir  uii  (liamûtre  de  M  MOllun  drollc. 

Da  Ponte  Uorta  (  F.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  poiot  sout 
tioii  d'une  force  perpendiculaire  su  rayon  vucteui*.   (i6i-i 

Candido  { i/.-Z.  ),  —  Sur  un  thwrêmc  de  la  théorie  des  nmdt 

(171-173). 

SI  N   art  prcraior,  l'i^quitioii   N  +  .r'=/'  a    pour    buIuUud    unique  i  =  - 


Pinto  {S.).  —  Passage  de  Mercure  sur  le  Soleil,  du  (j  mai  1 

(173-179). 

Schiappa  Monteiro  (-^-)-  —  Solution  d'une  (juesiion  propi 

l'rucr  un  arc  <la  cercle  coupanl  deux  rarclei  dooDés  sous  des  anfs\e%  douU 
Da  Punie  Horta  [F.).  —  Étude  sur  le  mCme  problème.  ( 

'91)- 
Sviiiappa  Moatoiro  (-^■).  —  ^olu  de  Ciiauiûtrîi:  <lescrl|iliv«. 

l 'intersection  des  surfaces  de  révolution  d'un  ordre  quelcon 

(177-179;  fr.) 


JOEtNAL  DE  SCIKNCIAS  MATHENATICAS,   PHÏSICAS  E  NATURAES.   Publîcatjo  S 

auspiciosda  Acaderoia  Real  das  Sciencias  de  Lisbua  ('). 


Tome  1;  i866-f»6S. 

Da  SUva  (D.-j4.).  — Note  sur  quelques  théorèmes  nouveau 
Statique.  (i-5). 


(')  public  par  fascicules  Grand  in-8,  dont  quatre  rormoiit  un  voliim 
Cais  el  en  Crantais. 
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ff    Da  Ponte  Horta  {Fr.),  —  Note  sur  l'égalitë  des  polygones.  (6-125 
I  pi.). 

*•    Da  Ponte  Horta  {F.),  —  Note  sur  quelques  thëorèmes  de  Géo- 
métrie. (97-105,  172-173). 

•    Da  Siha  {D.-A.).  —  Amortissement  amiuel  moyen  des  pensions 
dans  les  principaux  (c  monts-de-piété  de  survivance  »  portugais. 

(175.187). 

Da  Motta  Pegado  (L.'P,).  —  Le  lieu  géométrique  des  points 
équidistants  de  deux  droites  données  est  un  paraboloïde  hyper- 
'        bolique  isoscèle.  (188-197;  '  P^O* 

Da  Ponte  Horta  (Fr.).  —  Exercice  de  Géométrie  analytique. 

,         (269.271). 

Da  Ponte  Horta  {Fr.).  —  Note  sur  quelques  propositions  arith- 
métiques. (275-278). 

I 

Osorio  de  Vasconcellos  (-^.).  —  Note  sur  un  problème  d'Hydrau- 
lique. (279-282). 

I  Tome  n;  1868- 1870. 

Da  Ponte  Horta  {Fr.).  —  Note  sur  une  proposition  de  Statique. 

(.-3). 

Sur  réquilibre  d'un  fil  flexible. 

Da  Ponte  Horta  {Fr.).  —  Note  sur  un  problème  de  Géométrie. 

(4-6). 

Da  Motta  Pegado  {L.-P.).  —  Démonstration  de  la  formule  qui 
donne  le  volume  limité  par  l'intrados  d'une  voûte  d'arête,  par 
le  plan  des  impostes  et  par  les  plans  verticaux  qui  contiennent 
les  quatre  arcs  de  tète  de  cette  voûte.  (89-94). 

Da  Motta  Pegado  {L.-P.).  —  Démonstration  de  la  formule  qui 
donne  le  volume  limité  par  l'intrados  d'une  voûte  de  barrette, 
par  le  plan  des  impostes  et  par  les  quatre  plans  verticaux  cor- 
respondants aux  pieds-droits  de  la  voûte.  (95-97). 

Da  Ponte  Horta  {fr.).  —  Note  sur  quelques  propositions  de  Géo- 
métrie. (169-181). 
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Da  Siha  (Z>.-^.).  — r  Contributions  à  l'étude  comparative  du 
mouvement  de  la  population  en  Portugal.  (255-3o7). 

Tome  ni;  1870-1871. 

Da  Ponte  Horta  [Fr.).   —   Quelques  propriétés  des   coniques, 
déduites  de  la  génération  parallélogrammique.  (i-4')- 

Barros  Gomes  [H,  de).  —  L'Astronomie  moderne  et  la  question 
des  parallaxes  sidérales.  (78-1 14)  iSg-iSi,  2o3-a3i). 

Pina  Fidal  [A.- A.  de).  —  Sur  le  nombre  des  images  formées 
dans  les  miroirs  plans  inclinés.  (a32-a35). 

Tome  IV;  1872-1873. 

Barros  Gomes  [H.  de).  —  L'Astronomie  moderne  et  la  question 
des  parallaxes  sidérales.  (1-299  i  pi.). 

Gomes  Teixeira  {Fr.).  —  Application  des  fractions  continues  à 
la  détermination  des  racines  des  équations.  (  89-94  )• 

Da  Siha  Pinto  [M.-V.).  —  Sur  la  théorie  du  raréfacteur  et  sur 
la  nouvelle  machine  hydropneumatique.  (95-1 12). 

Tome  V;  1874 -1876. 
Da  Ponte  Horta  {Fr.).  —  Note  sur  un  problème  de  Cinématique. 

(i-.i). 

On  sait  que  l'image  géométrique  du  mouvement  continu  d'une  figure  plane, 
mobile  dans  son  plan,  est  le  roulement  d'une  courbe  liée  à  la  figure  sur  une  courbe 
fixe  dans  l'espace.  L'auteur  démontre  que  ces  deux  courbes,  jointes  à  la  trajectoire 
d'an  point  de  la  figure  mobile,  dépendent  entre  elles  de  telle  manière  que  deux 
quelconques  d'entre  elles  déterminent  la  troisième. 

Da  Motta  Pegado  [L.-P.).  —  Sections  coniques  du  conoïde  cir- 
conscrit à  une  conique.  (60-72). 

Gomes  Teixeira  {Fr.).  —  Généralisation  de  la  série  de  Lagrange. 
(203-207). 

Étant  données  les  relations 
développer  u  suivant  les  puissances  de  ar,  sans  faire  l'élimination  de  y. 
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Moraes  de  Almeida  [C.-A.).  —  Sur  la  généralisation  et  la  dis- 
cussion de  la  formule  du  volume  du  tronc  de  cône  droit.  (208- 

222). 

I.  Extension  de  la  fonnule  à  U  différence  de  Tolume  de  deux  cônes  opposés.  — 
II.  Discussion  de  la  formule,  en  supposant  constants  la  hauteur  et  le  rayon  d'une 
des  bases.  —  III.  Discussion  de  la  formule,  en  supposant  constantes  la  génératrice 
et  la  hauteur.  —  IV.  Discussion  de  la  formule,  en  supposant  constants  la  généra- 
trice et  le  rayon  d'une  des  bases. 


»e4 


BULLETTINO  di  Bibliograpia   b  di  Storia  dbllb  Scienzb  matbmatichb  e 
FisicHB,  pubblîcato  da  B.  Bongompagni  ('). 

Tome  X;  1877. 

Jacoli  {F.).  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  d'Antonio -Maria  Lor- 
gna. (1-74). 

Lorgna  naquit  à  Cerea  (province  de  Vérone)  en  1785  et  mourut  en  1796;  il  fut 
attaché ,  pendant  la  plus  grande  partie  de  sa  fie ,  au  Collège  militaire  de 
Vérone.  Il  a  laissé  de  nombreux  travaux,  imprimés  ou  manuscrits,  sur  les  Mathé- 
matiques, la  Physique,  le  Génie  civil  et  militaire,  l'Artillerie,  etc.,  et  la  liste  de 
ces  travaux  remplit  les  trente  dernières  pages  du  travail  de  M.  Jacoli. 

Jacoli  {F,),  —  Sur  la  détermination  de  l'obliquité  de  l'écliptique, 
par  Domenico-Maria  Novara.  (75-88). 

M.  Jacoli  établit,  principalement  d'après  un  texte  tiré  d'un  travail  de  J.  Wer- 
ner,  imprimé  en  i5i4  à  Nuremberg,  que  l'astronome  ferrarais  D.-M.  Novara  (14^4- 
i5o4),  maître  de  Copernic,  détermina  à  Bologne,  en  i49if  1a  déclinaison  maximum 
du  Soleil,  qu'il  trouva  égale  à  33*29'. 

Lucas  {E.).  —  Recherches  sur  plusieturs  Ouvrages  de  Léonard  de 
Pise  et  sur  diverses  questions  d'Arithmétique  supérieure,  (latp- 
193,  239-293). 

Chapitbb  1.  (139-170). —  Sur  les  séries  récurrentes. 

On  trouve,  dans  le  Liber  abbaci  de  Léonard  de  Pise,  la  série  récurrente  1,3,  3, 
5,  8,  . . . ,  définie  par  les  équations 

qui  a  depuis  été  étudiée  par  Lamé  et  de  la  considération  de  laquelle  ce  dernier  a 
(')  Voir  DuUetiny  l„  2^'i. 
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l'occupe  apécialement  de  la  rêxilution  fa  nombri'i  entier»  do  l'ê^juation 
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Chapitre  IV  (358-377).  —  Sur  la  sommation  des  puissances  semblables  des  nombres 
entiers  et  des  nombres  impairs. 

Après  un  exposé  historique  des  recherches  relatives  à  ces  sommes,  l'auteur 
donne  un  grand  nombre  de  formules  pour  leur  détermination  et,  en  particulier, 
les  exprime  au  moyen  des  nombres  de  Bernoulli. 

Enfin  le  Chapitre  V  (  378-293  ),  Sur  divers  problèmes  d'Arithmétique,  est  relatif 
à  l'invention  des  nombres  parfaits  (égaux  à  la  somme  de  leurs  parties  aliquotes), 
et  à  divers  problèmes  sur  les  triangles  rectangles  en  nombres  entiers. 

Iioncompagni[B,).  —  Sur  la  somme  des  quatrièmes  puissances 
des  nombres  entiers.  (ag4-3o2). 

On  trouve  dans  la  Clef  du  calcul  de  Gemseid  ben  Masoud  ben  Mahmoud,  sur- 
nommé Ghijath  ed  Din  Alkaseiani,  mathématicien  arabe,  mort  en  i45o,  une  règle 
qui  équivaut  à  la  formule 

S,  =  [S. -+-1(8.-1)1  S.; 

une  règle  analogue  se  rencontre  dans  une  lettre  de  Fermât. 

Fauaro  {A,).  —  Nicolas  Copernic  et  les  Archives  universitaires 
de  Padoue.  Lettre  à  D.-B.  Boncompagni.  (3o3-3ia). 

Il  ne  résulte  en  aucune  façon  des  Archives  universitaires  de  Padoue  que  Copernic 
ait  été  inscrit  parmi  les  étudiants  de  l'archigymnase  de  Padoue. 

Copernic  eût-il  été  étudiant  à  l'Univerdté  de  Padoue  dans  les  trois  ou  quatre 
années  qui  précèdent  ou  suivent  i5oo,  l'état  actuel  des  Archives  ne  permettrait  pas 
de  le  constater. 

L'opinion  qui  lui  fait  acquérir  le  grade  de  docteur  en  médecine  et  philosophie  à 
l'Université  de  Padoue  est  probablement  erronée. 

Steinschneider.  —  RectiCcation  de  quelques  erreurs  relatives  au 
mathématicien  arabe  Ibn  Al  Banna.  Extrait  d'une  lettre 
adressée  à  D.-B.  Boncompagni.  (3i3-3i4)- 

Giinther  [S.).  —  Sur  les  origines  et  les  degrés  du  développement 
du  principe  des  coordonnées  \  traduit  de  l'allemand  par  G.  Gar- 
bieri.  (363-4o5). 

Cette  étude,  très-nourrie  de  faits,  est  aussi  intéressante  au  point  de  vue  philoso- 
phique qu'au  point  de  vue  historique.  M.  Gûnther  distingue  trois  stades  dans 
révolution  de  l'idée  générale  des  coordonnées  :  i*  on  se  borne  à  considérer  comme 
axes  deux  lignes  de  même  nature  existant  déjà  ou  prises  arbitrairement  sur  la 
surface  dont  on  rapporte  les  différents  points  à  ces  deux  lignes  j  3^  on  considère 
des  courbes  obtenues,  non  d'après  une  loi  déterminée,  mais  en  joignant  les  extré- 
mités des  ordonnées  que  l'on  a  construites  pour  toutes  les  valeurs  données  de  l'ab- 
scisse; 30  enfin,  on  transforme  cette  suite  de  points,  qui  n'était  astreinte  à  aucune 
loi,  en  une  autre  bien  définie;  on  établit  une  équation  entre  \%jr  et  le  x  de  chaque 
point. 

LoA  Grecs  n'ont  connu  que  le  premier  degré  de  ce  développement  successif,  et 


194  SECONDE  PARTIE. 

encore  leurs  mathématiciens  ne  se  serrent-ils  guère  de  ce  concept  embryon- 
naire de  coordonnées  que  pour  des  problèmes  d'ordre  pratique.  C'est  dans  le  x* 
et  peut-être  seulement  dans  le  zi*  siècle  de  notre  ère  qu'on  rencontre  pour  la 
première  fois  un  essai  de  représentation  graphique  d'une  grandeur  Tariable,  notam- 
ment des  positions  d'une  planète  dans  le  Zodiaque.  Four  cela,  la  zone  est  déve- 
loppée sur  un  plan  ;  sur  un  axe  sont  portées  les  longitudes,  sur  l'autre  les  lati- 
tudes. Un  pareil  mode  de  représentation  graphique  est  nettement  conçu  et 
systématiquement  appliqué  au  xiv*  siècle  par  ce  Nicole  Oresme  que  M.  Curtse 
nous  a  fait  connaître.  Par  son  Traciatus  de  Imitudine  formarum^  il  peut  Mre 
regardé  comme  un  précurseur  de  Descartes;  il  possédait  même  nettement  la 
notion  de  continuité,  ainsi  que  le  prouve  la  remarque  qu'il  fait  sur  le  mode  de 
variation  d'une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  maximum  ou  d'un  minimum,  en 
sorte  que,  après  lui,  il  ne  restait  plus  qu'un  bien  petit  pas  à  faire  pour  parvenir 
au  troisième  degré.  L'œuvre  de  Descartes  est  assez  connue;  mais  M.  Gûnther 
montre,  par  divers  passages  des  œuvres  de  Fermât,  que  c'est  à  ce  dernier  que 
revient  la  priorité  de  la  conception  générale  des  coordonnées  et  de  la  représenta- 
tion d'une  ligne  au  moyen  d'une  équation  ;  toutefois,  au  moment  où  Fermât  écri- 
vait son  Isagoge,  Descartes  était  certainement  on  possession  de  son  nouveau  calcul. 
«  La  base  scientifique  de  la  Géométrie  des  coordonnées,  conclut  M.  Gûnther,  est 
donc  le  mérite  exclusif  de  trois  grands  mathématiciens  français  (  '  ).  • 

Riccardi  {P»)*  —  Sur  un  opuscule  de  Francesco  Dal  Sole.  (4^7- 
4i8). —  Documents  inédits  relatifs  à  Francesco  Dal  Sole.  (4i9" 

427). 

Boncompagni  {B.).  —  Sur  le  terme  «  cumulo  »  employé  par  Fran- 
cesco Dal  Sole  dans  le  sens  de  mille  millions.  (4a8*43i). 

Mansion    (P.).   —  Les  Mathématiques   en    Belgique,   en  1871, 
1873,  1874,  1875.  (471-542). 

L'auteur  a  publié  (t. VI  du  Bulleitino)  une  histoire  des  Mathématiques  en  Belgique, 
en  1873;  le  présent  Mémoire  complète  ce  travail.  Voici  les  titres  des  Mémoires  et 
Ouvrages  analysés  par  M.  Mansion  : 

Histoire  des  Mathématiques,  —  M.  Curtzc  :  Cinq  lettres  inédites  de  Gemma  Fri- 
sius.  —  A.  Stevart  :  Procès  de  Martin-Etienne  Van  Vciden.  —  E.  Mailly  :  Essai 
.  sur  la  ?ie  et  les  Ouvrages  de  Ad.  Quetelet.  —  E.  Rousseau  :  Histoire  des  Sciences 
physiques,  mathématiques  et  naturelles. 

Arithmétique,  —  F.  Folie  :  Divisibilité  des  nombres.  —  P.  Mansion  :  Fractions 
périodiques.  —  J.  Plateau  :  Sur  les  diviseurs  de  iiii, —  J.  Neuberg  :  Ques- 
tions d'Analyse  indéterminée.  —  Catalan  et  Neuberg  :  Décomposition  de 

N  z=  (^a*  -h  b^-h  c*  -h  àc  -i-  ca  -h  aby 

en   trois  ou  quatre  carres.  —  P.  Mansion  :  Généralisation  du  théorème  de  Nico- 
maque  sur  les  cubes. 
Algèbre.  —  P.  Mansion  :  Théorie  des  déterminants.  —  P.  Mansion  :  Sur  le  pro- 


(•)  Xoir  nni/eti/i,  t.  VI,  p.  5;. 
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blême  d'Huygens. —  Neuberg  :  Questions  de  maximum  et  de  minimum. —  A.  Hou- 
zeau  :  Fragments  sur  le  calcul  numérique. 

Calcul  des  probabilités,  —  A.  Meyer  :  Cours  de  Calcul  des  probabilités.  —  J.-M. 
De  Tilly  :  Théorie  des  erreurs. 

Calcul  différentiel.  Théorhne  de  Molle,  de  Tajrlor^  de  Lagrange,  —  J.-B.  Bras- 
seur :  Principes  du  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Gilbert  :  Sur  l'existence  de  la 
dérivée.  —  P.  Mansion  :  Sur  les  théorèmes  de  Rolle  et  de  Taylor.  —  P.  Gilbert  : 
Déterminants  fonctionnels. 

Intégrales  indéfinies  et  définies,  —  E.  Catalan  :  Sur  l'intégration  des  différen- 
tielles continuelles.  —  P.  Mansion  :  Sur  les  courbes  unicursales  quarrables  algébri- 
quement. —  P.  Mansion  :  Démonstration  d'un  théorème  de  H.  Lioufille.  —  E.  Ca- 
talan :  Remarques  sur  l'intégrale 

1=/     /(i  — aacos  X -H  a*)<ic. 
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—  Cb.  Hermite  et  J.-W.-L.  Glaisber  :  Sur  l'intégrale  I.  —  J.  Graindorge  :  Sur 
quelques  intégrales  définies.  —  E.  Catalan  :  Sur  quelques  questions  relatives  aux 
fonctions  elliptiques.  —  B.  Niewenglowski  :  Note  sur  les  arcs  de  courbes  spbé- 
riques. 

Séries  et  produits  infinis,  —  E.  Catalan  :  Sur  le  bindme.  —  A.  Laisant  et  J.-M.  De 
Tilly  :  Sur  une  expression  de  log  a.  — E.  Catalan  :  Recherches  sur  quelques  produits 
indéfinis.  —  Graindorge  :  Sur  la  sommation  de  quelques  séries  et  sur  quelques 
intégrales  définies  nouvelles.  —  C.  Le  Paige  :  Note  sur  les  nombres  de  Rernoulli. 

Recherches  sur  le  développement  de  logr(x)  en  série,  —  Gilbert  :  Recherches 
sur  le  développement  de  la  fonction  r  et  de  certaines  intégrales  définies  qui  en 
dépendent.  —  E.  Catalan  :  Sur  la  constante  d'Euler  et  la  fonction  de  Binet.  — 
J.-M.  De  Tilly,  A.  Genocchi,  P.  Gilbert  :  Recherches  sur  un  développement  de 
log  r(x).  Notice  historique. 

Équations  différentielles  ordinaires,  —  P.  Mansion  :  Démonstration  de  la  pro- 
priété fondamentale  des  équations  linéaires.  —  E.  Catalan  :  Sur  l'addition  des 
fonctions  elliptiques.  —  E.  Catalan  :  Sur  l'équation  de  Riccati. 

Équations  aux  dérivées  partielles,  —  J.  Graindorge  :  Mémoire  sur  l'intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres.  —  J.  Graindorge  : 
Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  de  la  Mécanique.  —  P.  Mansion  :  Théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Géométrie  élémentaire,  —  J.-M.  De  Tilly  et  A.  Genocchi  :  La  question  du  postula^ 
tum.  —  P.  Mansion  :  Sur  le  premier  Livre  de  la  Géométrie  de  Legendre,  à  propos 
des  Traités  récents.  —  J.-B.  Brasseur  :  Double  perspective.  —  P.  Simons  et  E.  Ca- 
talan :  Sur  le  problème  de  Malfatti. 

Courbes  et  surfaces  du  second  degré,  —  J.  Carnoy,  A.  Cambier,  V .  Falitte  :  Ma- 
nuels de  Géométrie  analytique. 

Courbes  et  surfaces  d'ordre  supérieur,  —  P.  Mansion,  L.  Saltel,  L.  Philippin  : 
Transformation  arguésienne.  —  F.  Folie  :  Recherches  diverses.  —  E.  Catalan  : 
Mémoire  sur  une  transformation  géométrique  et  sur  la  surface  des  ondds  — 
P.  Mansion  :  Sur  l'histoire  de  la  Géométrie  supérieure.  —  Catalan  :  Sur  les  asym- 
ptotes des  courbes  algébriques. 

Géométrie  infinitésimale.  —  E.  Catalan  :  Théorie  analytique  des  lignes  à  double 
roiirhure;  Recherches  sur  les  surfaces  gauches;  Note  sur  les  surfaces  orthogonales. 

Mécanique, —  J.-M.  De  Tilly  :  Propriété  fondamentale  du  mouvement  d'un  corps 
solide;  Note  sur  le  roulement  des  rouleaux  et  des  roues  sur  un  plan  d'appui;  Sur 


196  SECONDE  PARTIE. 

la  similitude  mécanique;  Balistique.  —  C.  Dutausoy   :   Le  problème    des  tanto- 
chrones. 

Physique  et  Astronomie,  —  Van  der  Mensbrugghe  :  Accord  de  la  théorie  de  la 
tension  superficielle  des  liquides  avec  les  théories  mathématiques  de  la  capillarité. 
—  L.  Pérard  :  Étude  sur  les  procédés  suivis  pour  déterminer  les  éléments  do  ma- 
gnétisme terrestre.  —  F.  Folie  :  Dn  commencement  et  de  la  fin  du  monde,  d'après 
la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur. 

Riccardi  [P-)-  —  Lettre  à  D.  B.  Boncompagni.  (543). 

Treutlein  (-P.).  —  Sur  certains  écrits  inédits  relatifs  au  calcul  de 
l'abaque.  (089-594). 

L'auteur,  qui  s'est  occupé  de  l'histoire  de  l'Arithmétique  moderne  et  a  publié 
un  travail  sur  ce  sujet,  a  eu  à  regretter,  comme  tous  ceux  qui  se  sont  occupés  de 
questions  analogues,  l'insuffisance  des  documents  publiés,  relatifs  au  ealcul  de 
l'abaque  dans  le  moyen  âge;  dans  la  Note  que  nous  analysons,  il  donne  la  courte 
liste  des  manuscrits  sur  ce  sujet  qui  ont  été  imprimés,  puis  décrit  sept  manu- 
scrits appartenant  tant  à  la  Bibliothèque  grand-ducale  de  Karlsruhe  qu'il  la  Biblio- 
thèque de  Munich  ;  le  premier  de  ces  manuscrits  est  le  Traité  de  l'abaque  de 
Gerland. 

Treutlein  (-P.).  — Ecrits  inédits  relatifs  au  calcul  de  Tabaque. 

(595-647). 

Ce  sont  les  sept  manuscrits  dont  il  vient  d'être  question. 

Boncompagni  {B.).  —  Sur  le  Tractatus  de  abaco  de  Gerland. 
(648-656). 

Liste  de  sept  manuscrits  existants  de  ce  Traité,  suivie  de  quelques  détails  relatifs 
à  Gerland. 

Genocchi.  —  Sur  la  publication,  faite  par  B.   Boncompagni,   de 
onze  lettres  de  Lagrange  à  Euler.  (657-666). 

Discours  prononcé  par  M.  Genocchi  en  présentant  à  rAcadéraie  des  Sciences  de 
Turin  un  exemplaire,  que  lui  ojQTrait  M.  le  prince  Boncompa(;ni,  de  la  reproduc- 
tion photolithographique,  faite  par  ses  soins,  de  onze  lettres  de  Lagrange  à  Euler. 
Ces  lettres  sont  tirées  des  Archives  de  la  salle  des  conférences  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Pétersbour^;.  C'est  à  M.  Somof  que  M.  le  prince  Boncompagni  devait 
d'en  connaitre  l'existence. 

Amnonces  de  publications  récentes.  (89-1 2S,   194-^38,  3i5-362, 
43^-470,  544-588,  668-708). 
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GIORNAIJE  DI  MATEMATICHE  ad  uso  degli  stvdenti  delle  Univbrsità  ita- 
LIANE,  pubblicato  per  cura  del  professore  G.  Battaglini  ('  ). 

Tome  XV;  1877. 

frattini  (G.).  —  Un  exemple  de  la  théorie  des  coordonnées  cur- 
vilignes appliquée  au  Calcul  intégral.  (1-27). 

Recherches  relatires  à  l'équation  aux  dérWées  partielles 

(ë^p)h(£)V(i;)>K.). 

Gatti  [S.  ).  —  Sur  les  équations  à  racines  équidiftërentes.  (  28-33). 

Si  x"  H-  <?,  j*-'  -h  rt,  jc»-*-i-  . . .  -h  <i^  =  o  est  une  telle  équation,  les  deux  racines 
extrêmes  sont  données  par  la  formule 


X  = 


il 


yaleriani  (^.  ).  —  Quelques  applications  remarquables  de  l'in- 
duction mathématique.  (28-33). 

Ces  applications  concernent  diverses  propositions  de  Géométrie  élémentaire  et 
de  Géométrie  projecti?e  et  quelques  formules  relatives  aux  déterminants. 

Padelletti  (/?•).  —  Sur  le  concept  de  couple  en  Cinématique. 
(34-61;  loi-iio-,  178-186;  248-206). 

Développement  et  application  des  idées  et  des  notations  symboliques  de 
M.  Reuleaux. 

Arzelà  (  C  ).  —  Sur  la  théorie  de  l'élimination  algébrique.  (62-85  \ 
154-178). 

Recherches  concernant  le  degré  des  équations  finales  obtenues  en  éliminant 
n —  I  variables  entre  n  équations;  application  à  ce  cas  général  du  procédé  indiqué 
par  Minding  pour  deux  équations. 

Crocchi  (Z.).  —  Note  de  calcul  graphique  sur  la  résolution  d'un 
système  de  deux  équations  du  premier  degré.  (86-88). 


(•)  Voir  Bulletin,  l„  178. 

Dull.  des  Sciences  math,,  a*  Série,  t.  II.  (Novembre  1878.)  R.  18 
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Garbieri   (C).    —    Déterminants    formés   d'éléments    avec    un 
nombre  quelconque  d'indices.  (89-100). 

L'extension  du  concept  de  déterminants  à  des  fonctions  de  «f  quantités  (que  l'on 
peut  représenter  en  aflectant  une  lettre  de  q  indices  égaux  à  i,  q,  3,  .,.,  n\  ana- 
logues aux  fonctions  de  /i'  quantités  qui  constituent  les  déterminants  ordinaires, 
est  due  à  M.  de  Gasparis  (1861).  Elle  a  été  depuis  l'objet  de  divers  travaux  de 
MM.  Armenante,  Padova,  Zehfuss,  notamment  dans  le  cas  de  trois  indices  (déter- 
minants cubiques).  M.  Garbieri  expose  la  théorie  des  propriétés  les  plus  simples 
de  ces  déterminants  d'une  nouvelle  sorte,  dans  le  cas  le  plus  général. 

Garbieri  (  G.  ).  —  Trisection  de  l'angle.  (  1 1  i-i  12). 

Bonolis  (^.)-  —  Développement  de  quelques  déterminants. 
(ii3-i34). 

Ricci  (G.).  —  Sur  le  système  de  deux  équations  diilérentielles 
linéaires  à  chacune  desquelles  satisfait  le  facteur  intégrant  de 
l'autre.  (i35-i53). 

Aux  éléments  d'un  système  fondamental  de  solutions  de  Tune  des  équations  on 
peut,  comme  on  sait,  faire  correspondre  les  éléments  d'un  système  fondamental 
de  solutions  de  l'autre  équation.  M.  Ricci  étudie  cette  correspondance,  d'abord  en 
général,  puis  relativement  aux  points  critiques,  qui  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
équations,  en  supposant  uniformes  les  coefficients  de  Tune  d'elles.  Chacune  des 
deux  équations  fondamentales  qui  correspondent  à  un  même  point  critique  a  ses 
racines  réciproques  de  celles  de  l'autre.  Profitant  delà  forme  simple  que  M.  Jûrgens 
a  donnée  aux  formules  qui.  d'après  M.  Fucbs,  représentent  les  intégrales  apparte- 
nant à  une  racine  multiple  de  l'équation  fondamentale,  M.  Ricci  montre  comment 
se  correspondent,  pour  les  deux  équations  linéaires,  les  groupes  ainsi  formés  d'in- 
tégrales relatives  au  même  point  critique  et  à  deux  racines  correspondantes  des 
équations  fondamentales;  puis  il  applique  les  résultats  précédemment  obtenus  à 
la  démonstration  d'un  théorème  de  M.  Frobenius  sur  la  rédnctibilité  d'une  équa- 
tion différentielle  linéaire. 

D'Ovidio  {£')'  —  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  théorie 
des  invariants.  (187-192). 

Une  forme  de  moins  de  cinq  variables,  égalée  à  zéro,  représente  une  figure  géomé- 
trique :  tout  invariant  de  cette  forme  égalé  à  zéro  exprime  une  propriété  de  cette 
figure  indépendante  du  choix  des  coordonnées,  et  tout  covariant  égalé  à  zéro  repré- 
sente une  figure  dont  la  relation  avec  la  figure  primitive  ne  dépend  pas  non  plus 
du  choix  des  coordonnées.  M.  d'Ovidio  démontre  que,  réciproquement,  toute  pro- 
priété d'une  figure  indépendante  du  choix  des  coordonnées  s'exprime  par  une 
équation  dont  le  premier  membre  est  un  invariant  de  la  forme  qui,  égalée  à  zéro, 
représente  analytiquement  cette  figure  géométrique.  De  même  pour  les  covariants. 

Nicodemi  (/?.)•  —  Sur  certaines  fonctions  plus  générales  que  les 
fonctions  hyperboliques.  (193-234). 
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H 

te 

.    et  de  ses  n  —  i  premières  dérWées 


1 
y.  étant  une  racine  primitire  de  l'équation 


j:»  —  I  =0, 


dont  OlÎTier  (Journal  de  Crelle^  t.  XI)  et  HeiWig  (Grunert's  Ârehiv  der  M€Uh. 
i.    tmd  Ph.,  t.  XXI)  paraissent  seuls  s'être  occupés.  Ces  fonctions  jouissent,  quant  à 

l'addition  et  à  la  multiplication  des  arguments,  quant  aux  relations  algébriques 
g    qui  les  unissent,  de  propriétés  analogues  à  celles  des  sinus  et  cosinus  hyperbo» 

liques. 

Minozzi.  —  Sur  les  centres  de  gravité.  (235-247). 

g        Eitension  de  la  notion  de  centre  de  grarité  aux  surfaces  et  aux  courbes  d'un 
eqwce  à  n  dimensions. 

jimanzio  {D.).  —  Sur  quelques  formules.  (257-267). 

Généralisation  de  direrses  formules  déduites  par  Cauchy  du  calcul  des  résidus. 

Formenti  (C).  —  Epations  finies  du  mouvement  permanent 
d'un  système.  (268-283). 

Cassant  (P.  ).  —  Sur  les  fondements  de  la  Géométrie.  (  284-^88). 
J^aci  (-P.).  —  Sur  la  fonction  potentielle  d'une  masse  distribuée 
sur  une  surface.  (289-298). 

Green  a  démontré  que,  si  la  fonction  potentielle  d'une  masse  distribuée  sur  une 
surface  est  constante  en  tous  les  points  de  cette  surface,  sa  dérivée  seconde,  éva- 
luée suivant  la  normale  extérieure  à  la  surface,  est  égale  à4irp(^-+-^)9R|etR, 
étant  les  rayons  de  courbure  principaux  et  p  la  densité;  M.  Paci  en  déduit  que 
cette  même  quantité  4^P  (  îï~  ~i~  n-  )  représente,  en  général,  la  diflTérence  entre  les 

valeurs  de  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  potentielle  évaluée  suivant  la  normale 
extérieure  et  la  normale  intérieure. 

Gohierre  de  Longckamps,  —  Des  fractions  ëtagées.  (299-328). 

Considérant  n  nombres  a,»  «t*  •  •  •  >  <S||  écrits  sur  une  verticale  et  séparés  par  la  barre 
signe  de  la  division,  on  obtient  une  expression  qui  prend  un  sens  déterminé  si 
l'on  attribue  aux  barres  diverses  longueurs,  et  si  l'on  convient  de  regarder  toute 
fraction  étagée  comme  une  fraction  ordinaire  dont  le  numérateur  serait  la  fraction 
étagée  située  au-dessus  de  la  barre  la  plus  longue  et  le  dénominateur  la  fraction 
ctagée  située  au-dessous.  Tel  est  le  symbole  dont  M.  de  Longchamps  étudie  les 
propriétés. 

R.18. 
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Bertini  {E,)  —  Sur  les  courbes  rationnelles  dont  on  peut  assigner 
arbitrairement  les  points  multiples.  (329-335). 

Désignons  par  L  toute  courbe  de  cette  espèce.  Soient  a,,ee,, .  ..^a.|^  les  degrés  de 
multiplicité  y  rangés  par  ordre  de  grandeur,  des  points  simples  et  multiples 
K3,  ...,A  qui  déterminent  (d'une  façon  unique)  une  courbe  L  de  degré  r; 
M.  Bertini  montre  que  Ton  a 

a.  H-  a,  -+-  a,  >  r, 

et  que,  par  conséquent,  en  prenant  les  points  i,  2,  3  pour  points  fondamentaux 
d'une  transformation  quadratique,  on  pourra  ramener  cette  courbe  L  à  une  autre 
courbe  L  d'ordre  moindre.  Puis  il  cherche  les  courbes  L  pour  lesquelles  on  aurait 

a,  -4-  a.  H-  «,  =  r  -h  ï . 

Il  en  trouve  sept  espèces:  une  courbe  du  cinquième  ordre  avec  6  points  doubles; 
une  courbe  du  sixième  ordre  avec  1  point  triple  et  7  points  doubles;  une  courbe 
du  huitième  ordre  avec  7  points  triples  ;  une  courbe  du  onxième  ordre  avec  7  points 
quadruples  et  i  triple;  une  courbe  du  dix-septième  ordre  avec  8  points  sextuples; 
une  courbe  du  vingtième  ordre  avec  8  points  sextuples  et  i  triple;  enfin,  une  courbe 
d'ordre  r  avec  i  point  r—  i"pi*. 

Zolt  [A,  de),  —  Essai  de  Pangéométrie.  (336-3Ci). 

Piltarelli  (G.).  —  Exercices  sur  le  calcul  des  formes  binaires. 
(362-375). 

F^iciggi  (F-)'   —  Sur  les  équations    à   racines  équidifierentes. 

(376-377). 

Dainelli  [U,),  —  Théorème  sur  la  somme  de  trois  carrés  entiers. 
(378-380). 


RENDICONTI  del  Rbalb  Istituto  Lombardo  di  Sgienzb  e  Letterb.  Milano, 

^•série,  in-S**!^). 

Tome  VIII;  1875. 

Ferrari  [G»)*  —L'Arithmétique  dans  l'Histoire.  (5- 12,  227-2341 
289-299,  624-637,  ioo6-ioi3). 

Schiaparelli  {^G^-VJ),  —  Résultats  des  observations  sur  l'ampli- 
tude de  l'oscillation  diurne  de  l'aiguille  de  déclinaison,  faites 


(')  Voir  BuUrtIn,  I„  83. 


n 
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9^    pendant  l'année  1874  à  l'Observatoire  royal  de  Brera,  à  Milan. 

(14). 


^  pCodazza  \G.).  —  Notice  sur  le  professeur  Francesco  Cattaneo. 
'■'     (72-80). 

Ferrini  (-fl.).  —  Sur  la  correction  de  la  température  d'un  liquide 
^.      dans  lequel  on  ne  peut  pas  enfoncer  suffisamment  le  tliermo- 
tà      mètre.  (i4i-i5i). 

Bardelli  (G.).  —  Sur  le  centre  de  gravité  de  quelques  systèmes 
homogènes  (i5]-i58). 

Condition  pour  que  la  projection  sur  un  plan  d'un  arc  homogène  ait  pour  centre 
de  gravite  la  projection  du  centre  de  gravité  de  Tare.  Problème  analogue  pour  les 

surfaces. 

w 

^  Schiaparelli  (G.-^.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de 
Winnecke.  (174)- 

Cantoni  (G.).  —  Action  des  vapeurs  dans  Tintérieur  des  liquides. 

r       (174-184). 

Grossi  (G.).  —  De  certaines  propriétés  des  mouvements  molécu- 
1        laires.  (2io-2i5). 

Formenti  {€,).  —  Sur  quelques  problèmes  d'Abel.  (276-282). 

I  Sur  la  détermination  de  la  fonction  ^{x)  par  l'équation 

Ferrini  (B.).  —  Sur  deux  questions  relatives  aux  cheminées. 
(438-452). 

Grossi  (G.).  —  De  la  pression  hydrostatique  dans  ses  rapports 
avec  le  mouvement  moléculaire  de  gravitation.  (452-4^8). 

Sajno  (•^.).  —  Sur  le  calcul  des  poutres  réticulaires  à  plaques 
parallèles.  (5i2-di4)* 

Cantoni  (  G.).  —  Sur  une  prétendue  réforme  de  la  théorie  de  Tin- 
duction  électrostatique.  (586*-595,  678-688  )• 

Grossi  (G.).  — •  La  tempëratiire  absolue  dans  ses  rapports  avec 
Ténergie  •c|iidUkl^4%^fti6)« 


^  we,  et  courbe  de  repré- 
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seutatiou  des  moments  d'inertie  des  figures  planes.  (614-623^ 
I  pi.). 

Jung  (  6r.).  —  Sur  les  intersections  d'une  conique  et  d'une  courbe 
plane  du  quatrième  ordre.  (698-701). 

Démonstration  géométrique  de  ce  théorème  :  «  Si  une  courbe  du  quatrième  ordre 
a  plus  de  huit  points  communs  arec  une  conique,  elle  se  décomposera  dans  cette 
conique  et  une  autre  conique.  » 

Sajno  {^')-  —  Sur  le  noyau  central  et  sur  les  courbes  de  résis- 
tance à  la  rupture  par  flexion  des  sections  transversales  des 
prismes.  (702-710). 

Hajech  (  C  ) .  —  Compte  rendu  des  travaux  de  la  classe  des  Sciences 
mathématiques  et  naturelles,  lu  dans  la  séance  du  7  août  1875. 

(776-790). 

Saint-Robert  (P.  de),  —  De  la  chaleur  actuelle  contenue  dans 
les  corps.  (876-879). 

Jung  (G.).  —  Sur  les  moments  d'inertie  d'une  section  plane,  et 
sur  les  diverses  manières  de  les  représenter  graphiquement;  en 
particulier,  sur  Tellipse  centrale,  sa  courbe  podaire  et  le  cercle 
d'inertie,  (879-894)- 

Préliminaires.  —  Système  antipolaire.  —  Ellipse  centrale  E.  Sa  courbe  polaire  II. 
—  Ellipse  d'inertie  (S).  —  Axes  principaux.  Moments  maximum  et  minimum.  Mo- 
ments constants.  Antifoyers  et  ellipses  relatives  d'inertie.  Représentation  des  mo- 
ments d'inertie  au  moyen  du  cercle  C.  —  Réduction  linéaire  des  moments  d^nertie 
à  une  base  constante.  —  Autre  définition  de  l'ellipse  centrale  et  sa  construction 
par  points. 

Cantoni  (G.).  —  Une  expérience  de  Galilée  reproduite  et  com- 
mentée. (916-920). 

Expérience  d'Hydrodynamique  donnant  la  mesure  de  la  force  de  percussion  de 
l'eau. 

Casorati  [F,).  —  Sur  la  théorie  des  solutions  singulières  des  équa- 
tions diiFéreutielles.  (962-966). 

L'auteur  traite  ici  le  seul  cas  des  équations  différentielles  algébriques. 

Schiaparelli  (G.-/^.).  —  Nouvelles  observations  et  orbite  de  IV- 
toile  double  7  de  la  Couronne  australe.  (969-973). 

Cantoni  (G,)  —  La  décharge  des  cohibants  armés.  (974*978). 
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MONTHLY  NOTICES  of  tiib  Royal  Astronomical  Society  op  Loxdon  {'). 

Tome  XXXVIII;  novembre  1877  à  juin  1878. 

GUI  [David).  — Correspondance  et  rapports  sur  son.  expédition 
à  Tilede  TAscension.  (i-ii). 

L'expédition  astronomique  faite  par  M.  Gill  à  Ttle  de  l'Ascension  arait,  on  se  le 
rappelle,  pour  but  principal  la  détermination  de  la  parallaxe  de  Mars  à  l'aide  d'ob- 
servations de  la  planète  faites  au  voisinage  de  son  lever  et  de  son  coucher;  il  im- 
portait donc,  à  un  haut  degré,  de  faire  choix  d'une  station  dans  laquelle  l'atmo- 
sphère serait  constamment  pure.  —  Sur  la  foi  d'observations  météorologiques  faites 
autrefois  à  Sainte-Hélène  par  le  capitaine  Sabine  (  la  station  de  ce  météorologiste  se 
trouve  le  point  le  plus  nuageux  de  l'Ile),  on  fit  choix  de  l'Ascension. 

Arrivé  dans  cette  lie  le  i3  juillet  1877,  M.  Gill  s'établit  d'abord  dans  la  localité  de 
Garrison  ;  mais  il  dut  la  quitter  quelques  jours  après  pour  s'établir,  à  l'extrémité 
sud  de  l'Ile,  sur  les  bords  d'une  petite  baie,  aujourd'hui  baie  de  Mars,  qui  ne  se 
trouvait  pas  sous  le  vent  de  la  montagne  Verte,  dont  le  sommet  est  souvent  le 
point  d'attache  d'une  longue  bande  de  nuages. 

L'observatoire  étant  complètement  installé  le  5  août,  les  observations  commen- 
cèrent dès  la  nuit  suivante  et  ont  été  poursuivies,  toutes  les  fois  que  le  ciel  l'a  per- 
mis, jusqu'au  5  octobre.  Pendant  ces  deux  mois,  M.  Gill  a  obtenu  vingts-cinq  séries 
d'observations  du  matin  et  trente-deux  séries  d'observations  du  soir  ;  le  plus  grand 
nombre  d'entre  elles  se  rapportent  à  la  période  du  4  au  11  septembre.  L'opposition 
avait  lieu  le  5  septembre. 

Airy  [G.-B.).  —  Recherches  sur  les  valeurs  de  la  parallaxe 
moyenne  du  Soleil  d'après  les  observations  faites  par  les  expé- 
ditions anglaises  durant  le  passage  de  Vénus  du  8  décembre 
1874.  (1 1-16). 

Cette  Note  a  déjà  été  analysée  dans  le  Bulletin  {Tt*  série,  t.  II,  p.  147). 

Gill,  —  Observations  micrométriques  de  Mars,  faites  à  Tile  de 
l'Ascension,  du  3i  juillet  au  3  octobre  1877.  (17-21). 

DunJiin  [E.^, —  Sur  le  mouvement  propre  de  2270  et  2276  Groom- 
bridgc.  (22-24). 

La  position  absolue  de  cette  intéressante  paire  d'étoiles  a  été  déterminée  d'abord 
par  Lalnnde  (1790),  puis,  aux  époques  récentes,  aux  Observatoires  de  Radclifle, 
de  Redhill  et  de  Greenwich.  Les  mouvements  propres  qui  résultent  de  la  com- 


(«X^-*  Lp.  ,,, 
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Uruoiiibrïilee  117^ ■  -o,o66<)  — 0,116 

•  iTi6 -0.O555         — o,i6g 

L«  deux  lilolln  ont  iloiif  ilv-  niouTcinenli  r>ri)pr««  prc!*i|uc  G(;siii  vI  panW 
li  l(  petit  cloagament  lurtcnu  daat  Irur  angle  de  puftîtiuii  ilt-puis  Ira  ubtn 
J'IInuchL'l.  »n  17R1,  u'eal  p»  luniiiint  [inur  dùmoutrer  que  ws  dtn 
■yittmt,  Il  panil  nÉBumoIna  probable  qu'olles  nunt  aiaei  mùÎB 
lia  l'autre  pour  obéir  ■  la  nifuo  cauto  do  inonTcmont. 


Dunkin  [K-).  —  Noie  sur  l'aMOciation  pliysi<juc  supposée di 
et  3Ô1I  du  Catalogua  di;  Groombridge.  (a4-35). 

tablil  qufi  lu  mourament  propre  ie  35i  r  Groomlirîdgiî  e»t  lAob 
-^o-.oSo  en  ■•Mnaioti  ilrorli-  el  Ao  -i-n',iy^i  en  distance  polalrp.  ol  qoe  I 
ètoilM  no  fonnnot  pu,  «imme  l'a  cni  M.  Flanuaarion,  un  aystéme  fe  no 
npidi-  mmpanbli!  ■  oeiu  do  36  Opbiucbu*  et  du  'Su  ScnriiEoti. 

Snfford  [T.-H.).  —  \otc  sur  lu  mouvement  propre  de 35  ii(. 
bridge.  (3J-38). 

M.  SalTurd  montm  (|ti«  Ira  olHor*alinui  de  catto  dlolle,  faïloa  de  1700  k 
ttlOiirontn  lutroliomn.  peiiiont  *tr«  rL'pnisr.ntAca  par  les  formiilea 

«=^,ll■7S-.■,■;^oo-^o^ol0((  — ,855), 
J  =  7!)«53'V.'   -o'.o'8((  — 1855). 
I«  mniivi^ineiil  pru|jre  wrail  encore  plus  petit  que  celui  qn'a  trotivà  M.  C 

n-ih.m   './.-M.)   et  Scfi/>rokf    (G.-AÎ.).  —    Note    sur  le 
Catalogue  d'étoiles  doubles  observées  à  l'Observatoire  de] 

(.9-30). 

Ce  second  CatalogHc.  qui  wrn  piililiu  duns  le  lome  XLIII  de*  Ménm. 
SoeUlé  /tiironomiqiif,  rciiupreiid  les  obsertnlion*  micro  métrique*  fli-toiln 
rnilca  de  |8;4  à  187;  li  l'cqHatorial  d'Altan  Clnrh,  de  It  1  poucrs  d'ouvertur 

Hiissell  [H.-C). —  Sur  les  lignes  alinospbériques  comprise 
les  lignes  D  du  spectre  solaire.  (3o-32), 

Chrislie  et  Maunder.  —  iNotc  sur  l'observation  du  speclrt 
tache  solaire  à  l'Observatoire  deGrecnwicli.  (3^-33). 

Outre  le  renforcement  d'un  certain  iioiubro  de  lifiiies  métalliques,  on  a 
dani  quelques-unei  d'entre  elles  un  déplacement  latéral  résultant  d'un  nu 
boriiontal  dans  Ih  matière  de  la  tache. 

Chrislie  et  Maunder.  —  Observations  physiques  de  Mars    ; 
<irecnwich.  (34-38). 


REV  UE  DES  PUBLICATIONS.  ïo5 

de  Mars  donne  quelques  bandes  spéciales  anaIo(;ues  aux  bandes  atmosphériques  de 
I  la  Terre;  des  nuages  accidentels  paraissent  se  montrer  dans  l'atmosphère  de  la 
,        planète. 

Green  [N.-E.).  —  Observations  de  Mars,  faites  à  Madère  en  août 
et  septembre  1877.  (38-4 a)» 

M.  Green  a  observé,  en  diverses  circonstances,  des  taches  non  permanentes  qu'il 
attribue  à  des  nuages  ;  il  croit  aussi  avoir  constaté  l'existence,  vers  le  pôle  sud,  de 
montagnes  élevées  reconnaissables  à  ce  qu'elles  conservent  la  neige  plus  longteifips 
que  les  parties  voisines. 

Adams  [J.'C.)»  —  Note  sur  le  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune 
dans  le  cas  où  les  orbites  du  Soleil  et  de  la  Lune  seraient  suppo- 
sées dépourvues  d'excentricité  et  où  leur  inclinaison  mutuelle 
serait  infiniment  petite.  (43-49)* 

Neison  {E.),  —  Note  sur  un  nouveau  terme  de  longue  période 
dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune.  (49-^3). 

Cette  Note  a  pour  but  le  calcul  de  la  valeur  numérique  du  terme  qui  dépend  de 
l'action  do  Mars. 

Neison  {E,).  —  ■Note  sur  trois  petites  inégalités  dans  le  moyen 
mouvement  de  la  Terre  et  sur  une  inégalité  dans  le  moyen  mou- 
vement de  Mars.  (33-55). 

JFard  [J.-TV.).  —  Observations  du  satellite  de  Neptune.  (55-56). 

Six  positions  de  cet  astre  ont  été  obtenues  du  16  octobre  au  G  novembre  avec 
une  lunette  de  l\j'S  pouces. 

Plummer  {W-)-  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  comète  de  Cog- 
gia,  comète  1877.  (56). 

GUI  (/?.).  —  Rapport  sur  son  expédition  à  l'Ascension.  (56-57). 

Brett  [John).  —  Note  sur  la  condition  physique  de  Mars.  (58- 
61). 

M.  Brett  croit  devoir  conclure  des  observations  faites  par  lui  pendant  la  dernière 
opposition  que  Mars  est  un  corps  solide,  porté  à  la  température  du  rouge  sombre, 
et  que  les  taches  blanches  polaires  sont  des  nuages  condensés  dans  l'atmosphère  et 
non  pas  des  amas  de  neige. 

Pratt  (//.).  — Notes  sur  Mars.  (6f-63). 

M.  Pratt  a  remarqué,  dans  l'atmosphère  de  Mars,  des  défauts  locaux  de  transpa- 
micc,  analogues  à  ceux  que  produiraient  des  brouillards  ou  des  nuages.  —  L'inbtni- 
nient  eni|>luyé  est  un  télescope  de  8  J  pouces  d'ouverture. 
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Zenger  (C.-f^.).  —  Nouvelle  méthode  astrophotométrîque.  (65- 
70). 

La  méthode  consiste  à  noter  l'heure  à  laquelle  disparaît  dans  la  lueur  de  l'au- 
rore un  astre  ou  les  détails  d'un  astre.  Le  moment  de  la  disparition  étant  celui  où 
l'éclat  du  point  considéré  est  égal  à  celui  du  fond  du  ciel,  il  n'y  a  plus  qu'à  cal- 
culer, par  une  formule  connue,  l'intensité  lumineuse  de  ce  dernier.  Appliquée  au 
système  de  Jupiter,  la  méthode  d'observation  a  donné,  pour  l'éclat  des  diverses 
parties,  les  nombres  suirants  : 


Pourtour  du  disque i,555 

Bande  équatoriale  nord. . .  i ,  i3o 

Zone  polaire  nord i»i34 

Bande  équatoriale  sud. ...  i ,  1 10 

Zone  polaire  sud, lyOQi 


Troisième  satellite i  ,000 

Deuxième        «       o,  970 

Premier           •      o,g6o 

Quatrième       »       o,8ao 


Perry  [S.-J.).  — Phénomène  des  satellites  de  Jupiter,  observés  à 
Stonyhurst  du  4  février  au  1 5  juin  1877.  (72-73). 

Tebbutt  (/.).  —  Note  sur  le  troisième  satellite  de  Jupiter.  (  73-74)- 

M.  Tebbutt  donne  les  détails  des  obsenrations  faites  par  lui  lors  des  passages  du 
troisième  satellite  derant  la  planète  les  4  mars,  u3  avril,  18  juillet  1874  et  3a  mai 
1875. 

Boys  [C- F,).  —  Note  sur  une  nouvelle  horloge  astronomique. 

(74-78). 

Burnham  («S.-?F'.  ).  —  Neuvième  catalogue    d*étoiIes   doubles 
découvertes  avec  son  réfracteur  de  6  pouces.  (78-80). 

fViUon  [J,'M.),  — Note  sur  un  cas  spécial  du  calcul  du  résultat 
le  plus  probable  d'un  grand  nombre  d'observations.  (8 1-8 a). 

En  supposant  le  poids  d'une  observation  inversement  proportionnel  à  son  écart  du 
nombre  vrai,  le  résultat  le  pins  probable  sera  obtenu  de  la  manière  suivante  :  les 
observations  étant  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante ,  si  leur  nombre  est 
impair  le  résultat  probable  est  l'observation  du  milieu,  si  leur  nombre  est  pair 
le  résultat  probable  est  un  nombre  quelconque  compris  entre  les  deux  observations 
du  milieu. 

Addison  (major  Thomas).  —  Note  sur  la  détermination  des  lon- 
gitudes de  Kurrachee  et  de  Madras.  (83-84). 

Les  longitudes  déterminées  en  1874  par  des  signaux  galvaniques  sont  : 

LonsUude  est  tle  Grccnnicb 


ui 


Kurrachee '| .  '27 .  jH ,  'l'i 

Madras 5. 20. 39,6) 
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•  Hall  [M.).  —  Observations  de  l'opposition  de  Mars  en  1877.  (85- 
86). 

Des  observations  faites  par  lui  à  la  Jamaïque,  du  4  >ioût  au  17  septembre,  avec 
,        un  équatorial  de  4  pouces  d'ouverture,  il  déduit,  pour  valeur  de  la  parallaxe  so- 
laire, 8', 789,  avec  une  erreur  probable  de  ±:  o'fOÔo. 

Lindsaj  [\oTà).  —  Note  sur  le  volume  II  de»  publications  de  l'Ob- 
servatoire deDun-Echt.  (86-88), 

Ce  volume  renferme  une  partie  des  travaux  eflTectués  par  M.  Gill  à  l'tle  Maurice, 
et,  en  particulier,  les  observations  de  Junon.  Ces  observations,  faites,  au  lever  et 
au  coucher  de  la  planète,  en  vue  de  déterminer  la  parallaxe  diurne,  ont  donné  pour 
parallaxe  du  Soleil 

:r=3  8*,77±o',o4i- 

Ventosa  (^.).  —  Note  sur  les  mouvements  réels  des  étoiles  dans 
l'espace.  (90-94)- 

M.  Ventosa  donne  les  formules  au  moyen  desquelles  on  peut  déduire  du  mouve- 
ment propre  apparent  d'une  étoile  et  de  son  mouvement  dans  le  sens  de  la  ligne 
de  visée  la  direction  et  la  vitesse  de  son  mouvement  absolu  dans  l'espace. 

TVaters  [Sidney^).  —  Sur  la  distribution  des  étoiles  fixes  dans 
Tespace.  (94-95). 

M.  Sidney  Waters,  en  étudiant,  au  moyen  des  sondages  d'Herschel,  la  distribution 
des  étoiles  du  ciel  austral,  montre  qu'elle  ne  s'accorde  pas  avec  les  vues  exposées 
par  M.  Stone  dans  les  Monthfy  Notices  de  mars  1878. 

Marth  {A.).  —  Ephéméride  des  satellites  d'Uranus  de  janvier  à 

mai  1878.  (96-97). 

Common  [A. -A,).  —  Note  sur  les  satellites  de  Mars  et  de  Saturne. 
(97-roo). 

Observations  des  satellites  de  Mars  et  de  Saturne,  faites  avec  un  télescope  de 
iK  pouces  d'ouverture,  de  septembre  1877  k  janvier  1878. 

Co/)eland  (/?.).  —  Observation  du  passage  de  Tombre  de  Titan  sur 
Saturne  le  aS  décembre  1877.  (i 00-1 01). 

IJuggins  (^'^).  —  Note  sur  Tarrangement  cyclonique  des  granule» 
du  Soleil.  (loi-ioa). 

I/auteiir  indique  que,  dés  1866,  il  a  observé  un  arrangement  cyelonique  des  gra- 
nules Aolaires,  analogue  à  celui  que  montrent  les  photographies  faites,  à  RIeudon, 
par  M.  Jansscn. 

Downiiif^  {.J,-  ir.),  —  Sur  Terreur  probable  des  passages  du  prc-^ 
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inier  et  du  deuxième  bord  du  Solt^il  dans  les  observations  de  pas- 
sage faites  au  chronographe.  (102-104). 

En  discutant  ces  observations,  faites  à  Greenwich  en  187.)  et  1876,  l'auteur 
montre  que,  surtout  pour  les  jeunes  observateurs,  l'erreur  probable  des  observa- 
tions du  premier  bord  est  un  peu  plus  grande  que  l'erreur  probable  des  passagea 
du  deuxième  bord  ;  ceci  doit  être  attribué  à  la  différence  des  circonstances  phy- 
siques des  deux  phénomènes. 

TVinneche.  —  Note  sur  la  variabilité  de  la  nébuleuse  H.  H,  278. 
(104-106). 

La  variabilité  de  cette  nébuleuse  est  déduite  de  la  discussion  des  observations 
faites  par  W.  Herschel,  lord  Rosse,  d'Arrest,  SchOnfeld,  Vogel  et  Winnecke,  depuis 
1785  jusqu'à  ce  jour;  elle  ne  parait  pas  douteuse. 

Stone  {E.'J.).  —  Sur  une  cause  d'apparition  de  lignes  brillantes 
dans  le  spectre  des  amas  d'étoiles  irrésolubles.  (106-108). 

Christie  (  W,'H,'AI,). —  Note  sur  la  réflexion  spéculaire  de  Vénus. 
(108-110). 

Les  observations  faites  à  Greenwich,  par  M.  Christie,  montrent  qu'il  y  a  à  la  sur- 
face de  Vénus  une  gradation  de  lumière  identique  à  la  distribution  théorique  qui 
doit  résulter  de  la  réflexion  de  la  lumière  solaire  sur  un  corps  poli  enveloppé 
d'une  épaisse  atmosphère. 

Denning  {W,-F,).  —  Note  sur  la  répétition  probable  ou  seconde 
émission  des  points  radiants  et  sur  la  longue  durée  des  averses 
météoriques.  (iii-ii4)- 

M.  Denning  pense  que  le  nombre  des  points  radiants  doit  être  beaucoup  réduit 
en  réunissant,  comme  appartenant  au  même  courant  météorique,  plusieurs  points 
voisins,  et  que  la  durée  d'un  point  radiant  est,  en  général,  beaucoup  plus  longue 
qu'on  ne  l'a  admib  jusqu'ici;  il  pense  aussi  que  des  étoiles  filantes  apparaissent  au 
même  point  du  ciel  après  une  période  de  trois  mois  environ. 

Tupman  (  G.-L,).  —  Remarques  sur  la  Note  de  M.  Denning.  (ii5- 
116). 

M.  Tupman  croit  que  la  durée  des  averses  météoriques  est  encore  trop  mal 
déterminée  pour  qu'on  puisse  appuyer  sur  elle  des  considérations  de  Tordre  de 
celles  qu'a  développées  M.  Denning. 

Neison  {£,).  —  Sur  un  petit  terme  à  longue  période  dans  Texpres- 
sion  du  moyen  mouvement  de  la  Lune  et  sur  un  terme  séculaire 
du  môme  mouvement  (  1 1 6- 1 1 8  ) . 

Godwavd  C^^.).  —  Correction  des  éléments  de  Cérès.  (i  19-1  22). 

M.  Gotlward  coirigc  les  clémrnls  de  Schubert,  qui   sont  employés  par  le  iViufr» 
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}      tical  Alinnnae  au  calcul  des  positions  de  la  planète,  à  l'aide  des  observations  de 
l'astre  faites  à  Grcenwich  de  1857  à  1876. 

Hall [Asaph).  —  Note  sur  le  centre  de  gravité  du  disque  appa- 
p.       rent  d'une  planète.  (  1  au- 1 2.3) . 

.  Erch  [TVeiitworth),   —  Description   d'une  monture  équatoriale 
portative  pour  les  lunettes  de  faibles  dimensions.  (i24)> 

fc  Rapport  anivcel  du  Conseil  db  la  Société  astronomique.  (i25- 
254). 

■  Ce  Rapport,  toujours  tr^s-ëtendu,  ne  saurait  être  analysé  ici  d'une  manière  eom- 

é        plète  ;  nous  en  extrayons  les  penseignements  suiTants  : 

Au  3i  décembre  1877,  le  nombre  des  membres  ou  associés  de  la  Société  était 
de  617  et  les  recettes  de  l'année  se  sont  élevées  à  54376  francs. 

B  La   Société  a  publié  les  Tolumes  XLI  et  XLIII  de  ses   Mémoires.   Le    premier 

;  renferme  un  précieux  ensemble  de  documents  sur  les  éclipses  totales  de  Soleil 
antérieures  à  187 1.  Dans  le  second  on  trouve  :  1*  un  Mémoire  de  M.  Knobel  sur  la 

[  chronologie  de4  Catalogues  d'étoiles;  a*  une  série  de  mesures  micrométriques 
d'étoiles  doubles  par  M.  Knott;  3*  le  second  Catalogue  de  mesures  d*étoilea 
doubles  observées  à  Rugby  par  MM.  Wilson  etSeabroke;  4*  une  théorie  du  photo- 
héliographe  horizontal,  par  M.  Harkness;  5*  un  Mémoire  sur  le  système  sidéral, 
par  M.  Maxwell  Hall  ;  6*  un  Mémoire  sur  la  période  commune  à  la  fréquence  des 
taches  solaires  et  à  la  variation  de  la  déclinaison  magnétique,  par  le  D*  Rudolf 
Wolf. 

Parmi  les  notices  nécrologiques,  on  remarque  celles  sur  Talbot,  Bremiker,  Heii^ 
par  E.  Denning,  Le  Verrier,  par  Hind,  Littrow  et  Santini. 

Le  Rapport  du  Conseil  renferme  encore  :  i*  un  important  résumé  des  re- 
cherches de  MM.  Newcomb,  Bill,  Adams  et  Airy,  sur  le  mouvement  et  les  tables 
de  la  Lune;  a*  une  Note  sur  les  travaux  de  M.  Draper,  relatifs  à  la  recherche  de 
l'oxygène  dans  le  Soleil;  3*  un  résumé  des  progrès  de  l'Astronomie  météorique 
en  1877. 

La  médaille  d'or  de  la  Société  a  été  accordée  au  baron  Dembowski  pour  set 
travaux  sur  les  étoiles  doubles. 

Taylor  [Sedlej),  —  Recherches  sur  le  procès  de  Galilée  devant 
rinquisition.  (256-267). 

La  Note  de  M.  Sedley  Taylor  est  une  analyse  des  publications  récentes  deWohl- 
vi'ill,  Gherardi  et  von  Gebler. 

Neison  [E.].  —  Note  sur  un  terme  à  longue  période  dans  la  théo- 
rie de  la  Lune  par  liansen.  (268-279). 

Stone  [E.'T.).  —  Note  sur  les  observations  télescopiques  du  pas- 
sage de  Vénus  en  18749  recueillies  par  les  expéditions  anglaises. 
(279-295). 

Cett(>  Note  a  déjh  été  analysée  dans  le  Bulletin  (a*  série,  t.  Il,  p.  147)- 
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Safford  [T.-H.) .  —  Sur  certains  groupes  d'étoiles  qui  ont  un  mou- 
vement propre  commun.  (agS-agj). 

Parmi  les  groupes  d'étoiles  de  la  même  réfploii  da  eiel  qui  ont  des  monTements 
propres  presque  identiques,  l'auteur  signale  les  suivaiits  : 

Groupe  /.  Groupe  lU* 

A«.  A*.  A».  Aâ. 

36Céphée -ho'o5  -ho'oa  ^^^^^"S  ^^ -+- o'oq  -  oro8 

SgCéphée -ho,o85  -+-o,oi  B^^ï^y  4o^ -^o,o4  -0,09 

Bradley3i87 -ho,o3  0,00  RadcUffcSii ^o,o4  -0,09 

Bradley  74 -f-  o,o4  —  0,01                              Groupe  IV, 

43  Géphée +  0,068  0,00 

Bradleygô   -+-0,07  -0,01  Groombridge  i85o.  -0,06  H-0,06 

6  de  la  Petite  Ourse.  — 0,094  -i-0,07 

^'•''«/«^  "'  Groupe  V, 

Bradley  65 +0,11      — o,oa      3o  Léopard — o,o53     -4-o»o3 

Polaire +0,11  0,00      303  Léopard — 0.06      -ho,o4 

Marlh  [A.).  —  Ephéméride  pour  l'observation  physique  de  Jupi- 
ter pendant  Tannée  1878.  (apS-Soo), 

Airjr  [G.'B,),  —  Occultations  d'étoiles  et  éclipses  des  satellites  de 
Jupiter  observées  à  Greenwich  en  1877.  (3oo-3oi). 

Proctor  [R.'A.). —  Réponse  à  une  Note  de  M.  Stone insérée  dans 
les  Monthlj  Notices  de  janvier  1878.  (3o2-3o3)- 

Denning  [W.-F.).  —  Observations  d'étoiles  filantes  en  1877. 
(3o3-3i4). 

Denning  [TV.'F.),  —  Catalogue  des  points  radiants  déduits  des 
observations  d'étoiles  filantes  faites  en  187a  par  les  membres 
de  l'Association  météorique  italienne.  (3i5-3i9). 

Proctor  [R,-A.).  —  Note  sur  la  détermination  de  l'axe  polaire  de 
Mars  par  rapport  à  la  Terre.  (3 20-328). 

M.  Proctor  indique  une  solution  géométrique  du  problème. 

Downing  [A,^TV,).  —  Sur  le  mouvement  propre  en  ascension 
droite  de  ti^  du  Dragon.  (  3a8-329). 

En  comparant  entre  elles  les  observations  faites  de  1800  à  1874*  Fauteur  tit>uve 
pour  le  mouvement  propre  en  ascension  droite  +  o',oo/io8. 

Tebbutt  (/.).  —  Note  sur  une  nouvelle  étoile  variable  de  la  con- 
stellation deTAra.  (33o-33i). 


i 
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^ÊErck  [TVentworth).   —  Note  sur  une  disposition   adoptée  par 
M.  Grubb  dans  les  spectroscopes  destinés  à  Tétude  du  bord 
^     solaire.  (33i-33a). 

Knott  (G.).  —  Maximum  de  l'étoile  variable  u  des  Gémeaux. 

•    (334). 

Rodgers  (/.).  —  Note   sur  l'observation  de  l'éclipsé  totale  du 
_      ^9  juillet  1878  dans  l'Amérique  du  Nord.  (335-337). 

~  Jenkins  [B.-G.).  —  Sur  la  tache  lumineuse  observée  dans  les  pas- 
■      sages  de  Mercure  (337-34o). 

M.  Jenkins  rappelle  que,  dans  les  passages  antérieurs  de  Mercure,  les  astronomes 
ont  Yu  soit  une  tache  lumineuse  située  dans  les  environs  du  centre  du  disque  noir 
de  la  planète,  soit  un  anneau  brillant  tout  autour  de  l'astre;  il  pense  qu'il  y  a 
intérêt  à  rechercher  si  quelque  phénomène  analogue  sera  TÎsible  pendant  le  pro- 
chain passage  du  6  mai. 

Johnson  [S.-J,).  —  Sur  les  anciens  passages  de  Mercure*  (34o-34i). 

Slone  [E.-J,).  —  Comparaison  des  observations  du  passage  de 
Vénus,  faites  au  Cap  de  Bonne-Espérance  le  8  décembre  1874^ 
avec  les  observations  correspondantes  obtenues  par  les  expédi- 
tions anglaises.  (34i-347)- 

Cette  Note  a  déjà  été  analysée  dans  le  BuUetin  (  2*  série,  t.  Il,  p.  147). 

Ahney.  —  Photographie  des  parties  les  moins  réfrangibles  du 
spectre  de  la  lumière  solaire.  ( 348-35 1). 

En  employant  comme  couche  sensible  du  bromure  d'argent  dans  un  état  particu- 
lier d'émulsion,  le  capitaine  Abney  a  obtenu  des  photographies  de  la  partie  rouge 
du  spectre  qui  s'étendent  au  delà  de  A  jusqu'à  la  longueur  d'onde  de  io3oo,  bien 
au  delà,  par  conséquent,  du  rouge  visible. 

Greg  {R,-P,).  —  Sur  la  durée  des  averses  météoriques.  (35 1-353). 

L'auteur  pense  que  la  durée  d'une  averse  météorique,  produite  par  la  rencontre 
de  la  Terre  avec  un  même  groupe  d'astéroïdes,  ne  peut  guère  dépasser  trois  se- 
maines; ses  opinions  se  rapprochent  donc  de  celles  du  capitaine  Tupman. 

Bosanquel  [R.-ff.-M.).  —  Note  stu*  la  résolution,  par  essais  suc- 
cessifs, de  l'équation  de  Lambert  qui  se  présente  dans  le  calcul 
des  orbites  paraboliques.  (353-36o). 

Eastman  (/.-/{.).  —  Observations  du  Compagnon  de  Sirius  faites 
au  cercle  méridien  de  Washington  en  mars  1878.  (36o). 
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Marth.  —  Discussion  des  observations  des  satellites  de  Mars,  faites 
par  MM.  Mandauer  à  Greenwich,  Pritchard  à  Oxford,  Went- 
worth,  Erck,  Key,  Brett  et  Common.  (36i-366). 

Plummer  [J.-J,).  —  Note  sur  Tiniluence  probable  d'une  niasse  de 
briques  sur  les  erreurs  d'un  instrument  de  passage  situé  dans 
son  voisinage.  (367-369). 

Herschel  [A. -S.).  —  Tableau  des  concordances  connues  entre  les 
orbites  des  comètes  et  des  étoiles  filantes.  (369-395). 

D'après  cette  liste,  le  nombre  des  concordances  serait  de  71. 

Denning  {W.^F,).  —  Note  sur  les  étoiles  filantes  de  la  Lyre. 
(396-397). 

Ces  étoiles  filantes,  qui  se  montrent  du  19  au  33  avril,  paraissent  en  relation  avec 
la  comète  I  de  1861. 

Airj  [G.-B.), —  Observations  du  passage  de  Mercure  le  6  mai  1878, 
faites  à  Greenwich.  (  395-4^1  )• 

Les  observaiions  ont  été  contrariées  par  le  mauTais  temps;  les  contacts  n'ont 
pas  été  notés.  —  Quelques  obsenrateurs  ont  distin^^é  une  couronne  brillante 
autour  de  la  planète  et,  vers  le  centre  de  son  disque,  une  tache  lumineuse. 

Brett,  Chambers  (G.^F.)^  Cote,  Penrose,  Prince,  Pritchard  et 
Proctor.  —  Observations  du  passage  de  Mercure  faites  dans 
leurs  observatoires  particuliers.  (4oi-4o8). 

Burnliam  {S,-W,).  —  Note  sur  (3  du  Lion  et  3992  B.  A.  C.  (4o8 
409)- 

Ellery  [R.-L.-J.).  —  Observations  du  diamètre  polaire  et  du  dia- 
mètre équatorial  de  Mars  avec  un  équatorial  de  8  pouces  d'ou- 
verture. (409)- 

Rutherford  [L.-M,),  —  Sur  une  photographie  du  Soleil.  (4 10). 

M.  Rutherford  adresse  à  la  Société  une  photographie  du  Solc.l  faiie  par  lui 
le  II  août  1871,  et  sur  laquelle  on  distingue  les  granulations  de  la  surface  de 
l'astre. 

Tebbutt  (/.).  —  Note  sur  la  grande  comète  de  1861.  (4i'^)- 

Uauteur,  qui  a  le  premier  découvert  In  comète  le  i3  mai  i85t,  a  été  aussi  \m 
promicr  ii  en  calnil«»r  l'orbitr. 


■ 
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imNoble  (  /"/'.).  —  Position  de  robservatoîrc  de  M.  de  Boij,  aux  envi- 
ai    roiis  d'Anvers.  (4 1 3). 

h^  Longitude  est  de  Grccnwich I7'"38',  6. 

Latitude  »  Sfii'iS". 

^  Plummer  (/.-/.).  —  Passage  de  Mercure  du  6  mai   1878.  (4*3- 

«   414). 

Quoique  le  ciel  fût  très-nu a{|[eux,  les  contacts  de  l'entrée  ont  pu  être  obsenrés.  La 
planète  était  visible  sur  la  couronne  solaire  avant  le  premier  contact. 

j  Lindsay  et  Copeland.  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  le 
6  mai  1878,  faite  à  Duneclit.  (4i4'~42^)' 

La  première  partie  du  passage  a  été  observée,  d'une  manière  très-complète,  par 
g        lord   Mndsay  et  MM.  Carpenter  (H.-J.),  Lobsc  (J.-G.),  Copciand  et  Kanyard;  en 
outro,  une  série  de  photo(|[raphies  a  été  faite  par  M.  Davis. 

Young  (C-^.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  le  6  maî 
1878,  faîte  à  Princeton,  dans  TEtat  de  New-Jersey.  (423-4^*5). 

Langley  (S.-P.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure  à  l'Ob- 
servatoire d'AIlegheny.  (425-4^6). 

Konholj  [N.  von),  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  faite  à 
rObservatoire  de  O-Gyalla,  en  Hongrie.  (4^6-4^8). 

Tiipman  [G.-L.).  —  Note  sur  la  valeur  moyenne  de  la  parallaxe 
solaire,  d'après  les  observations  du  passage  de  1874.  (4^9-4^7)' 

Le  Mémoire  de  M.  Topman  débute  par  la  publication,  d'après  les  documents 
reçus  à  Greenwich,  des  observations  non  encore  imprimées  dans  les  Monthljr 
Noticrs,  L'astronome  de  Greenwich  fait  ainsi  connaître  les  résultats  obtenue  au 
cap  de  Bonne-Espérance,  à  Port-Élisabeth,  à  Maurice,  en  Egypte,  en  Arabie  et  dans 
rindc,  et,  enfin,  dans  les  divers  observatoires  fixes  ou  temporaires  d'Australie. 

L'ensemble  de  toutes  les  observations  connues,  d'entrée  ou  de  sortie,  est  ensuite 
discuté  de  la  manière  suivante  : 

Pour  les  observations  d'entrée,  par  exemple,  M.  Tupman  forme  les  équations 
de  conditions  relatives  à  toutes  les  observations  supposées  avoir  le  même  poids,  et 
résout  ces  équations  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Les  résidus  obtenus  lui 
montrent  alors  que,  pour  certaines  observations,  la  discordance  est  vraiment  trop 
grande  ;  ces  observations  sont  alors  écartées,  et,  parmi  celles  qui  restent,  des  poids 
égaux  à  3  sont  accordés  à  celles  qui  ont  été  faites  dans  des  circonstances  tout  à  fait 
favorables  par  des  astronomes  expérimentés.  Le  groupe  des  équations  conservées  est 
alors  de  nouveau  résolu  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Par  cette  méthode,  M.  Tupman  obtient,  pour  la  valeur  moyenne  de  la  parallaxe 
solaire  : 

Par  les  observations  d'entrée 8,845 

Par  les  observations  de  sortie 8,846 

Moyenne 8,8455 

Bull,  des  Sciences  mtith.f  2*  série,  t.  II.  (Décembre  1878.)  ^"  '9 
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L'accord  des  deux  résultats,  obtenus  indé|)etidaminent  l'un  de  l'autre  et  par  une 
mcthodc  quo  Ton  doit  re^jarder  comme  correcte,  est  remarquable. 

Neison  (£*.).  —  Note  sur  quelques  termes  à  longue  période  dans  le 
mouvement  de  Mars.  (457-460). 

Adanis  [J.-C).  —  Note  sur  une  propriété  remarquable  de  l'ex- 
pression analytique  de  l'inverse  du  rayon  veeteur  de  la  Lune. 

(460-472). 

Chvistie[W,'H.'M.),  —  Sur  Texistence  de  lignes  brillantes  dans 
le  spectre  de  la  lumière  solaire.  (47^-474  )• 

M.  Christie  pense  que  les  lii'.nes  brillantes  qui  se  montrent  au  voisinage  de  G,  et 
quo  M.  Draper  assimile  à  des  lignes  brillantes  de  l'oxygène,  ne  sont  autre  chose  que 
le  fond  brillant  du  spectre  continu  du  Soleil. 

Marth  {^-)-  — Epliéméride  du  satellite  de  Neptune,  d*aoùt  1878 
à  février  1879.  (475-476). 

Burnham  [S.-W.).  —  Note  sur  la  duplicité  du  Compagnon  de 
Rigcl.  (47M78). 

En  février  et  mars  1878,  le  Compagnon  de  Rigel  lui  a  plusieurs  fois  paru  double 
dans  i'cquatorial  de  18.J  pouces  anglais  de  Dearborn. 

Burnham  [S.-TV,).  —  Liste  de  quelques  nouvelles  étoiles  doubles. 

(478). 

Safford  [T.'H,).  —  Sur  la  position  de  X  Petite  Ourse.  (479-484)- 

Marth  (^4.), —  Noie  sur  les  observations  du  satellite  de  Mars,  par 
M.  Erck.  (485-486). 

Harhiess  [W.),  —  Sur  la  mesure  de  Tinégalité  des  tourillons  d'un 
instrument  méridien  par  le  spliéromètre.  (487-493). 

^irj  {G.-B.),  —  Résultats  obtenus,  au  moyen  du  spectroscope  de 
(jreenwîch,  relativement  au  mouvement  des  étoiles  dans  la  di- 
rection de  la  ligne  de  visée.  (493-5o8). 

Les  observations  faites  par  MM.  Manduuer  et  Christie  se  rapportent  à  vingt-cinq 
étoiles  et  embrassent  la  période  d'août  1877  à  mai  1878. 

Ttipman  (G.-L.).  —  Note  sur  les  photographies  du  passage  de 
Vénus.  (5o8-5i3). 

La  mesure  dos  plaques  daguerricnues  a  présenté  à  MM,  Burlon  et  Tiipnian  los 
l-lus  grandes  diniciiltés,  à  cause  de  l'incertitude  des  bords  du  Soleil  ou  d«»  la  pU- 
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nèlc  dans  des  images  d'environ  6  centimètres   de  diamètre.  En    fait,  ces  obscr- 
rations  conduisent,  pour  la  parallaxe,  au  nombre  inadmissible  de  S",!  environ. 

^Oowning  {A.-W,).    —  Sur  le  mouvement   propre  de  quelques 
étoiles  du  Seven-Year Catalogue  de  Greenwicli.  (5i3-524). 

M        L'auteur  a   déterminé  les  mouvements  propres  de  176  des  étoiles  de  ce  Catn- 

lofTue. 
01        ** 

TF'aison.  — Lettre  relative  à  la  découverte  de  la  planète  Vulcaîn. 

(525-526). 
rt! 

^Sojfford  (7\'H,).  —  Note  sur  le  mouvement  propre  de  5  Ser- 
pent. (527-528). 
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Torae  II;  1875- 1876. 

Young  (  J.-R,),  —  Sur  quelques  formules  générales  pour  la  réso- 
lution des  équations  algébriques  du  troisième  degré,  etc.  (26-39). 

Cas  où  l'équation  complète  du  troisième  degré  se  résout  au  moyen  d'un  seul 
radical  cubique.  Discussion  des  racines. 

Casej  (/.).  —  Sur  Téquation  aux  carrés  des  dilTérences  d'une 
équation  biquadratique.  (4o-40* 

Burton  (  Ch.-E.).  —  Sur  un  spectroscope  de  la  forme  binoculaire 
pour  l'observation  des  spectres  de  peu  d'éclat.  (4^-44)* 

Burton  {Ch.'E.).  —  Note  sur  le  spectre,  la  polarisation  et  la  forme 
de  la  lumière  zodiacale,  d'après  les  observations  des  années  1874 
et  1875. (218-224). 

Robinson  (Rev.  T.-R.).  —  Sur  la  théorie  de  l'anémomètre  à 
coupe  et  sur  la  détermination  de  ses  constantes.  (4^7-44^  )• 

Kinahan  [G.-H.).  —  Le  pouvoir  entraînant  des  courants  de 
marée,  comparé  à  celui  des  vagues  formées  par  le  vent.  (443- 

456). 


(')  y ow  Bulletin,  I,  Sop;  Vil,  i8i. 
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Bail  {R,'St,),  —  Sur  une  démonstration  élémentaire  des  équa- 
tions du  mouvement,  de  Lagrangc,  en  coordonnées  quelconques. 

(463-464). 

Soient  Y  Ténergie  potentielle  d'un  système  dynamique,  T  l'énergie  cinétique, 
q  une  des  n  coordonnées  généralisées  qui  déterminent  la  position  du  système.  Si 
le  système  reçoit  un  déplacement  ^^,  la  particule  m(jc,v,s)  recevra  un  déplace- 
ment dont  les  composantes  seront 

Ô7/^'     T/^'     dT/"^' 

Li^s  forces  agissant  sur  m  sont  mx^,  m.r"*  «»  ^  ;  donc,  la  quantité  de  tr»irail  produite 
pendant  que  le  déplacement  âç  s'opère. sera 

\àq  àq  ôq       ) 

L't'nergic  potentielle  du  système  est  donc  diminuée  de  cette  quantité,  d'où 

r-  =  Sm  (  — : A^  -h  -•--  r*  -h  —  c*  )• 

flq  \  Oq  Oq  Oq      J 

in      ^     (   ,àx'  df        ,dz'\ 

--  =  Sm  (  x'  --  -h  y'  ^^z'  -—  y. 
Oq  \      Oq  Oq  Oq  / 

Supposons  que  los  autres  coordounées  généralisées  soient  r,  s,  . . .;  nous  aurons 


On  a  aussi 
d'où 


ffx      dx    ,      ôx    ,       dx  , 
<it        Oq  '         Or  Os 


d'dù 


âx'       0 


X 


Oq'        Oq 


Par  conséqiient, 
7) 


T       ^      /    ,0x'  \  /âx         ,0r  ()z\ 

•y  \    ^q'         )  \    Oq    '   0,       Oq) 


d'où,  on  ditrérontiniit, 

Oq'        âf  OV 

dû  Oq  ~        Oq 

On  démontrera  de  même  les  h  —  i  autres  équations  analogues. 

Dvejc.r  [John-L.'E,),  —  Sur  les  erreurs  personnelles  dans  les 
observations  astronomiques  des  passages.  (484-59.8). 

Parmi  les  orroui"s  personnelles  dont  sont  afTectces  los  observations  astronomiques, 
oolliVHqui  se  roprodiiisent  le  plus  rroquommont  sont  los  orrours  sur  les  observations 
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^    des  passages.  L'auteur  examine,  dans  ce  Mémoire,  les  faits  qu'il  a  lui-même  observés, 
ei  tous  ceux  qu'il  a  rencontrés  dans  les  dirers  recueils  astronomiques. 

JToung  (7.-jR.).  —  Sur  une  certaine  relation  entre  l'expression 
quadratique  Q-  —  SPP'et  le  produit  des  carrés  des  dilTérences 
des  racines  d'une  équation  cubique.  (744*753). 

En  posant  P  =  jr'  -h/ur  -H  y,  Q  et  P'  désignent  les  quantités  ^  et-  .^-5,  d*où 

Q'  — 3PP'  =  —  3/» x'  —  gyx -+-/»•.  Le  produit  des  carrés  des  racines  de  l'équation 
cubique  est  égal  à  —  V(  '"i  -^  ''%)**  '"i  «* '"i  étant  les  racines  de  l'équation  Q«  —  3  PP'  =0. 


The  transactions  of  the  Royal  Irish  Agademt.  Dublin  (  *  ). 

Tome  XXV  (suite);  1874-1875. 

Malet  [John  C),  —  Quelques  théorèmes,  sur  la  réduction  des 
intégrales  hyperelliptiques.  (279-294  )• 

Kéduction  de  certaines  de  ces  intégrales  aux  intégrales  elliptiques. 

Bail  {It,-St.).  —  Coordonnées  de  \is  et  leurs  applications  à  des 
problèmes  de  la  Dynamique  des  corps  rigides.  (295-327). 

Voir,  pour  la  terminologie,  Bulletin ,  VU,  17/1  et  176. 

I.  Sur  la  nature  des  coordonnées  de  vis,  —  1.  Introduction.  —  2.  Notation.  — 
3.  Sur  la  méthode  cinématique  pour  déterminer  la  position  d'une  vis  quand  ou 
donne  ses  coordonnées.  —  4.  Lemme.  —  5.  Sur  une  équation  identique,  qui  est 
vérifiée  par  les  coordonnées  d'une  vis.  —  6.  Décomposition  d'un  dyname  Hae  en  tes 
constituants  autour  des  six  vis  fondamentales.  —  7.  Calcul  des  coordonnées  d'une 
vis,  quand  sa  position  est  donnée.  ~  8.  Expression  du  coefficient  virtuel  entre  un 
couple  de  vis  au  moyen  de  leurs  coordonnées.  —  9.  Vis  réciproques.  —  10.  Piteh, 

—  il.  Interprétation  d'une  équation  linéaire  en  coordonnées  de  vis.  —  12.  Ex- 
pression àvk  sextant  9iVL  moyen  des  coordonnées  des  six  vis.  —  13.  Construction  de 
la  vis  unique  réciproque  de  cinq  vis  données.  —  14.  Coordonnées  de  la  vis  réci*- 
proque  de  cinq  vis  données.  —  15.  Condition  pour  que  m  -f- 1  vis  forment  un 
complexe  de  vis.  —  16.  Sur  la  simplification  de  la  fonction  d'ordre  m  par  un  choix 
convenable  des  vis  fondamentales.  —  17.  Sur  certaines  formules  Identiques,  liées 
avec  un  système  coréciproque.  —  18.  Cosinus  de  l'angle  entre  deux  vis,  exprimé 
en  fonction  de  leurs  coordonnées.  —  19.  Coordonnées  d'une  vis  sur  un  cyllndroide. 

—  20.  Sur  les  coefficients  virtuels  entre  les  vis  sur  un  cylindrolde  et  une  autre  vis 
quelconque.  —  21.  Lieu  d'une  vis  qui  a  un  coefficient  virtuel  constant  avec  une 

('}  Voir  UuUetin^  I,  3oG;  VU,   175. 
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Tis  donnée.  —  22.  Méthode  pour  exprimer  les  coordonnées  d*une  vis  appartenaot  à 
un  complexe  de  vis.  —  23.  Sur  le  coefficient  virtuel  entre  une  vis  donnée  et  chacune 
des  vis  d'un  complexe  de  vis. 

II.  Application  des  coordonnées  de  vis  à  V étude  de  V effet  d'une  impulsion  sur  un 
corps  rigide^  libre  ou  non,  —  24.  Introduction.  —  25.  Liaison  entre  la  tîs  d'ino- 
pulsion  et  la  vis  instantanée  correspondante.  —  26.  Énergie  cinétique,  acquise  par 
l'impulsion  Ui}*  —  27.  Si  a  et  )3  sont  deux  vis  d'impulsion  et  a  et  /3  les  deux  vis 
instantanées  correspondantes,  alors,  quand  a  est  réciproque  de  /3,  fi  est  réciproque 
de  a.  —  28.  Expression  générale  de  l'énergie  cinétique  d'un  corps.  —  29.  Les  dé- 
rivées partielles  du  pitch  d'une  vis  par  rapport  aux  coordonnées  sont  proportion- 
nelles aux  coordonnées  de  la  vis  d'impulsion  correspondante.  —  30.  Un  degré  de 
liberté.  —-  31.  Condition  pour  que  l'un  quelconque  de  deux  wrenches  d'impulsion 
soit  capable  de.  produire  le  même  effet  sur  un  corps  ayant  un  degré  de  liberté.  — 
32.  Étant  donné  le  wrench  d'impulsion  H  y],  déterminer  Ha  quand  le   corps  est 
astreint  à  pivoter  (twist)  autour  de  a.  —  33.  Expression  de  la  différence  entre  l'é- 
nergie cinétique  qu'aurait  acquise  un  corps,  s'il  eût  été  libre,  par  suite  du  wrench 
d'impulsion  Hij,  et  l'énergie  qu'il  acquiert  lorsqu'il  est  obligé  de  pivoter  autour 
de  a.  —  34.  Lieu  de  a  si  l'énergie  cinétique  est  constante.  —  35.   Si  un  wrench 
Hi}  agit  sur  un  corps  libre  seulement  de  pivoter  autour  de  a,  trouver  la  réaction 
initiale  Hp  sur  les  liaisons.  —  36.  Sur  l'ellipse  d'égale  énergie  cinétique  dans  le 
plan  principal  du  cylindroide.  —  37.  Étant  donnée  la  vis  >},  trouver  le  H)}  qui, 
agissant  pendant  un  temps  très-court  r,  communiquera  une  unité  d'énergie  ciné- 
tique à  un  corps  assujetti  à  pivoter  autour  de  la  vis  ji  sur  le  cylindroide  a^S.  — 
38.  Calcul  des  coordonnées  des  trois  vis  principales  d'inertie  d'un  corps  ayant  trois 
degrés  de  liberté.  —  39.  Calcul  de  l'ellipsoïde  d'égale  énergie  cinétique.  —  40.  Le 
plan  réciproque.  —  41.  Énergie   cinétique  acquise  par  une  impulsion.  —  42.  Ap- 
plication de  la  théorie  des  vis  d'énergie  cinétique  conjuguées.  —  43.  Sur  la  réac- 
tion des  liaisons.  —  44.    Détermination  de  la  vis  d'impulsion,  la  vis  instantanée 
étant  connue.  —  45.  Un  wrench  d'impursiou  agit  autour  d'une  vis  p  sur  un  corps 
ayant  cinq  degrés  de   liberté  :  trouver  la  vis  instantanée.  —  46.  Un  corps  rigide 
ayant  cinq  degrés  de  liberté,  calculer  les  cinq  vis  principales  d'inertie.  —  48.  Sur 
la  théorie  générale  du  complexe  de  vis  du  mt^me  ordre  et  du  second  degré.  —  47.  Dé- 
termination géométrique  de  la  relation  entre  la  vis  d'impulsion  et  la  vis  instan- 
tanée pour  tous  les  ordres  de  liberté. 

Malet  (John-'C.).  —  Sur  certaines  fonctions  symétriques  des  ra- 
cines d'une  équation  algébrique,  (337-342). 

Jellett  (Rev.  J,-HJ). —  Recherches  d'Optique  chimique.  (37i-56o). 
Doberck  {TV.),  —  Sur  la  première  comète  de  i845.  (459-480). 

Calcul  de  l'orbite  définitive  de  cette  comète. 

Doberck  (^.).  —  Sur  /x"  du  Bouvier,  considéré  comme  une  étoile 
double  à  révolution.  (481-490). 

Détermination  de  l'orbite  de  cette  étoile,  découverte  en  1781  par  Herschel  el  com- 
posée de  deux  étoiles  très-voisines  l'une  de  l'autre.  Le  temps  de  sa  révolution  <»si 
de  2Ç)o  ans  environ. 
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Hart  [^.S.).  —  Sur  le  contact  du  liuîtîème  ordre  des  courbes  eu- 
biques.  (jjp-DODj. 

l  m  Outro  les  points  doubles  ou  nœuds,  il  y  a,  comme  on  sait,  sur  les  courbes  eu- 
,  biques,  d'autres  points  singuliers  où  la  courbe  a  un  contact  de  Tordre  le  plus  élevé 
j  avec  d'autres  li(;nes;  parmi  ces  points,  les  plus  connus  sont  les  neuf  points  (réels  ou 
ima{;inaires)  d'infleiion,  auxquels  la  courbe  a  un  contact  du  second  ordre  avec  des 
lignes  droites.  Outre  cela,  il  y  a  les  vingt'sept  points  de  contact  des  tangentes 
menées  des  points  d'inflexion,  pour  lesquels  la  courbe  a  un  contact  du  cinquième 
ordre  avec  des  coniques,  et  soixante-douze  autres  points  eu  cha<;un  desquels  elle  h 
un  conUct  du  huitième  ordre  avec  une  infinité  d'autres  cubiques. 

te  Ces  derniers  points  ont  été  discutés  par  M.  Salmon  dans  un  Mémoire  lu  à  la 
Société  Royale  le  17  juin  i858,  et  dans  lequel  ce  géomètre  a  non-seulement  déter- 
miné le  nombre  de  ces  points,  mais  encore  a  donné  sous  une  forme  simple  l'équa- 
tion dont  ils  dépendent. 

»  M.  Hart  donne,  dans  ce  Mémoire,  la  solution  complète  de  cette  équation,  ainsi 
que  sa  forme  générale  exprimée  au  moyen  des  invariants  et  des  covariants  de  la 
cubique  •. 

Doberck  [TV.), — Sur  les   étoiles   binaire  a  Couronne,   Ophiu- 
clius,  y  Lion,  J^  Verseau,  36  Andromède  et  i  Lion.  (58i-6o3). 

Détermination  des  orbites  de  ces  étoiles. 


Tome  XXVI;  1876- 1878. 

Doberch  (W.).  —  Mémoire  sur  les  étoiles  doubles  :  44  du  Bou- 
vier, n  de  Cassiopée  et  ji  du  Dragon.  (i-3o). 

L'étoile  double  44  ^u  Bouvier  a  été  mesurée  pour  la  première  fois,  en  1781, 
par  W.  Herschel;  depuis,  elle  a  fait  l'objet  des  observations  de  J.  Herschel,  Dawes, 
Struve,  Dembovi'ski,  Dunér,  etc.  Maedler  a,  le  premier,  publié,  en  iS55,  les  éléments 
de  son  orbite.  Tes  calculs  de  M.  Doberck  portent  sur  l'ensemble  des  observations  do 
1781  à  1876.  L'ephémeride ,  déduite  des  éléments  auxquels  il  arrive,  s'accorde  fort 
bien  avec  l'observation.  La  période  est  de  261  ans. 

Pour  17  de  Cassiopée,  qui  est  aussi  une  découverte  de  W.  Herschel,  la  période  à 
laquelle  arrive  l'astronome  de  Markree,  par  la  considération  de  l'ensemble  des 
mesures,  est  de  m  ans. 

Pour  fi  du  Dragon,  les  distances  et  les  angles  de  position  se  représentent  correcte- 
ment par  des  formules  linéaires  ou  paraboliques  du  second  degré,  et  il  n'y  a  pas 
lieu  de  rechercher  une  orbite. 

Doberck  C^.).  —  Mémoire  sur  w  du  Lion,  considéré  comme  une 
étoile  double.  (i65-i86). 

L'extrême  voisinage  des  deux  composantes  de  tt  du  Lion  en  fait  une  des  étoiles 
du  ciel  les  plus  difficiles  à  observer;  aussi  des  mesures  de  cet  astre  n'ont  guère  été 
faites  que  par  W.  Herschel,  Dawes,  "\V.  et  0.  Struve.  Maedler,  Winnccke,  Secchi. 
Dembowski  et  Dunér.  Par  la  même  raison  aussi,  c'est  une  des  étoiles  dont  les  ob« 
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lenrations  sont  le  plut  discordantes  et  dont  Torbite  est  le  plus  difficile  à  déter- 
miner. De  i855  à  1871,  M.  Klinkerfues  a  fait  du  calcul  de  cette  orbite  l'objet  de 
trois  importants  Mémoires.  Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Doberck  a  utilisé  l'en- 
semble des  observations  obtenues  de  1783  à  1876,  et  il  est  arrivé  à  des  éléments  qui, 
avec  une  période  de  iio'°'|83,  i*eprésentent  très-correctement  l'ensemble  des  po- 
sitions relatives  du  Compagnon. 

Birmingham  (J.).  —  Observations  et  Catalogues  d'étoiles  rouges. 

(249-354). 

Le  premier  Catalogue  d'étoiles  rouges  qui  ait  été  mis  à  la  disposition  des  astro- 
nomes est  celui  de  Schjellerup,  publié  en  1866  dans  les  Astronomiscke  N€u:hriehtcn 
et  réimprimé,  avec  d'assez  nombreuses  additions,  dans  le  Tome  IX  du  Viertel^ 
jahrsschrift  der  Astronomischen  Gesellschaft,  J.-F.-J.  Sclimidt  et  puis  d'Arrest 
ont  ensuite  ajouté  quelques  étoiles  à  la  liste  précédente,  et,  enfln,  le  R.  P.  Seccfai  a 
indiqué,  dans  son  Prodromo  di  un  catalogo  délie  stelle  rosse  (Mémoires  des  Spectro- 
scopistes  italiens,  t.  V),  un  grand  nombre  d'étoiles  qui,  par  leur  couleur  et  par 
leurs  spectres,  appartiennent  au  type  des  étoiles  rouges. 

L'intérêt  qui  s'attache  à  ces  étoiles  roup.es,  si  remarquables  par  l<*ur  spectre  et 
par  la  variabilité  d'un  grand  nombre  d'entre  elles,  a  engagé  M.  Birmingham  à 
examiner  de  nouveau  le  ciel  au  point  de  vue  de  la  découverte  des  étoiles  de  cette 
coloration,  et  à  réunir  dans  une  liste  unique  les  étoiles  rouges  reconnues  par  ses 
devanciers  ou  signalées  par  lui-même. 

Le  Catalogue  d'étoiles  rouges  de  M.  Birmingham  renferme  658  étoiles,  dont  la 
position  est  donnée  pour  1880,0,  et  dont  la  synonymie  avec  les  Catalo^es  de 
Schjellerup  ou  de  Schmidt  est  soigneusement  indiquée. 

Le  Catalogue  proprement  dit  est  suivi,  et  ce  n'est  pas  la  partie  la  moins  précieuse 
du  Mémoire  du  savant  astronome,  de  Notes  sur  celles  de  ces  étoiles  dont  le  spectre 
a  été  décrit  par  les  physiciens  qui  explorent  le  ciel  au  point  de  vue  de  la  consti- 
tution physique  des  astres.  Ces  Notes,  éparses  dans  des  Recueils  qu'il  n'est  pas 
toujours  aisé  de  se  procurer,  sont  réunies  ici  pour  la  première  fois,  et  de  leur  rap- 
prochement naissent  des  contradictions  dont  l'explication  n'est  point  encore 
connue. 

Drejer  [J.-L.-E.),  — Supplément  au  Catalogue  général  de  nébu- 
leuses et  d'amas  d'étoiles  de  Herscliel.  (381-426). 

Depuis  que,  en  1864*  sir  J.  Herschel  a  publié  dans  les  Transactions  philosophiques 
son  Catalogue  général  des  nébuleuses,  un  grand  nombre  d'astres  de  cette  espèce 
ont  été  découverts  par  d'Arrest,  Schônléld,  Schullz,  Marth,  Vogel,  Rûmker,  Ste- 
phan,  et  quelques  erreurs  ont  été  signalées  dans  le  Mémoire  du  savant  astronome 
anglais,  t^e  sont  ces  corrections  et  additions  que  M.  Drcyer  publie  aujourd'hui 
d'une  manière  systématique. 

Son  Mémoire  renferme  donc  deux  Parties  :  i"  ce  qu'on  peut  appeler  un  errata; 
2*  une  liste  de  nouvelles  nébuleuses. 

Ces  dernières  sont  au  nombre  de  ii6j,  ce  qui  porte  à  62^5  le  nombre  de  ces 
astres  dont  la  position  est  aujourd'hui  connue.  Les  positions  des  nébuleuses  sont 
données  pour  1860,  et  chacune  d'elles  se  trouve  décrite  par  quelques  mots  qui 
permettent  de  s'assurer  de  son  identité. 
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Burton  [C.-E.).  —  Notes  sur  l'aspect  de  Mars  pendant  les  opposi- 
tions de  1871  et  1873.  (427-430)' 

M.  Burton  donne  16  destins  fort  soignés  de  la  planète. 

Malet  {John-C).  —  Démonstration  directe  des  propriétés  delà 
preuilère  podaire  négative  d'une  conique  à  centre  par  rapport  à 
un  point  quelconque  du  plan.  (  43 1-447  )• 

Hart  (jindrew-Searle),  —  Sur  les  intersections  des  courbes  planes 
du  troisième  ordre.  (449~4^2)- 

Construction  du  neuvième  point  d'intersection  des  courbes  du ,  troisième  ordre 
passant  par  huit  points  donnés,  par  une  méthode  qui  dispense  de  la  construction 
effective  d'une  do  ces  courbes. 

Malet  [J.'C).  — Sur  une  démonstration  du  théorème  que  toute 
équation  algébrique  a  une  racine.  (4S3-4S^)- 

L'auteur  part  de  la  proposition,  facile  à  démontrer,  que  toute  équation  de  degré 
impair,  à  coefficients  réels,  a  une  racine. 

Malet  [J.'C).  —  Sur  une  certaine  surface  dérivée  d'une  qua- 
drique.  (  456-4^4 )• 

Lieu  du  centre  d'une  sphère  variable,  coupant  orthogonalement  une  sphère  fixe 
et  tangente  à  uhe  quadrique  donnée. 

Lloyd  {H.).  —  Essai  pour  déduire  la  loi  générale  de  la  variation 
de  la  température  à  la  surface  de  la  Terre  des  variations  des  ra- 
diations solaires  et  terrestres.  (  4^5-474  )• 

Le  problème  a  été  traité  par  Poisson  dans  sa  Théorie  mathématique  de  la 
chaleur;  M.  Lloyd  le  résout  d'une  manière  plus  complète  en  tenant  compte  de 
la  chaleur  émanée  du  Soleil,  qui  éprouve  dans  l'atmosphère  une  diminution  pro- 
portionnelle à  la  longueur  de  son  trajet  dans  l'air,  et  de  la  chaleur  rayonnée  par 
la  Terre. 

G.  R. 


JOURNAL  FÎJR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  Mathematik,  herausgegebeo  von 

C.-W.  BORCIIARDT  ('). 

Tome  LXXXUI;  1877.       ' 

TVeingarten  (/.).  —  Sur  la  condition  nécessaire  pour  qu'une  fa- 
mille de  surfaces  appartienne  à  uu  système  de  surfaces  orthogo- 
nales, (i-i^). 

(•)  Voir  Bulletin,  I,  i\\  III,  i38,  338,  3)8,  367;  IV,  87,  j33;  V,  283 j  VI,  188;  VII, 
323,  a48;  VIII,  17;  IX,  176;  XI,  ^7;  II„  \2. 
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•  On  uil  qn*  H.  Itoiiqucl  a  le  pivmlcr  rriBarqutf  {Jnurm^  Jt  Iwwtar.lV 
qoK,  «Uni  diiodii  un  f*i>«*<i  iiurkiiDiiU"  il«  •nrr'Of»  f  =  /f.*.r. 
pa>  im  p*n)>rml  i<Ul>lir  Jnui  >uliv>  filumius  qui  coni|>o*rnt,  avM  I*  fiMrmg  tau 
no  «jriUiinn  de  lurfacKii  rk  Coupant  t  aaglM  droit*.  Il  a  pnf  orv  montré  4M  U  naii- 
Uun  Jfl  l'iiliatiiiico  ils  c«  <li>ut  niiutwui  falutaui  rcvlput  A  une  crnalart^i^ 
dJfflFrnnlielle  pour  !•  )>ara>nMre  f,  vquallnii  qu'il  ■  ■■■»>l  il«vclup|iM  pou  li  n 
^2^ (ai-f-  ^(r)-t-  z(*)î  cependant  II  a  rrnonce  A  lo  dvdiiire  ru 
parce  que  Id  catrul  lui  MiubUll  Alra  irup  ciirapliquu.  Apr^  cette  r 
■Dlfant  In  bvllv*  rcrhvrvhiw  dv  M.  &«T«ti  ol,  |iln*  lard,  cwilea  d* 
l«a  lyalèmn  de  «urfiFe*  orlhuipoale»!  wia  l'^uallDn  dinemitlell*  n*  t'm  1^ 
pia  doTi>nua  plut  acrmttbie.  Eoflti,  lonqnv,  dans  un  <^irellpnl  Mtoutin  (■/•«■ 
,/r  l'fi^U  P-lUKknijur.t.  XVI.  iSjqV  M' >-*•}  ""t  decouTcrt  une  nndilia»  |b- 
tnélrlqua  nK«Halrr  et  tnlilHnte  puiir  ri>tiamiei<  Je  ces  ayat^mr*  rie  autTam  si*> 
goiiaW,  CD  fut  M.  Cajiej  qui  réiioil  à  «Ublir  {Comptsi  rmr/ui,  1.  LXXIVj  Tofr 
lluii  dinerentlellc-  dcmsudAe,  qui  rat  du  imlalAcDO  iinlrt-,  mai*  il  la  doaai  ta 
une  furmi!  trèa-compilquM,  et  M.  Dartioui.  qui  ■  bMiiiGi>u|i  enrielii  la  iliMnia 
lurfkcea  m  quealion,  en  limplilli  nncore  le  dé<plop[H-i>i<!»t.  Flnalniuint,  N-MU 
a  draité  la  in«nie  oqiialion  ilUrurontiolls  daan  une  forma  non  dvTvIoppn  IJimrm 
./*(>»//-,  I.-Q). 

>  Ont  pnurqnoi  il  lemblR  qui.>  la  i|uMllon  iiir  la  condition  niVciiMiir*  f^ 
qu'une  Umillr  de  «urrice»  «l'pnrliiiiinn  h  un  ayilème  de  ourfaci'a  orUn^;»»^ 
n'ait  pM  sneure  trouté  une  répunait  prdstataul  lo  dFj;ré  da  aimpilcit^  ilunt  «Uia 
•aweptible.  Le*  dé<elo|ipenienU  qui  aultnnt  Undaul  k  la  donner-  • 

Fucfu  {L.).  —  Sur  quelques  i«-oj>riL-U'S  des  intégrales  de»  vipi 
lions  difTérent telles  auxquelles  salisfoat  les  ntodutes  de  p<^rioil 
cité  des  iutégralcs  elliptiques  des  dcuv  premières  espèces.  Ëxm 
d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermite.  (iS-Sy), 
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de  la  propriété  déjà  signalée  de  cette  fonclîon,  de  ne  point  pcrmeltrt^  dVxtension 
continuelle  au  delà  de  cette  périphérie. 

En  second  lieu,  l'auteur  considère  les  périodes  de  l'intégrale  elliptique  de  seconde 
espèce  J  et  J'  comme  fonctions  de  la  variable  indépendante  k,  en  les  définissant 
par  une  équation  difTérentielle  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  elles  satisfont. 
Les  valeurs  diverses  de  J  et  J',  qui  correspondent  aux  chemins  divers  de  la  va- 
riable indépendante,  menant  au  même  point  A,  ont  respectivement  les  formes 
a,  J -4- /3,  J\  oe,  J -H  â,  J',  où   a^, /3,,  «,,  ^,  sont   des   nombres  indépendants  de  A. 

Après  la  détermination  de  ces  nombres,  vient  l'étude  du  quotient  Z  =  — ^-^ ^r-r»' 

««•'-+-/*«•' 
Si  l'on  envisage  enaore,  dans  l'équation  i  =  e-  <Z,  «  comme  variable  indépendante, 

I  — A" 
la  fonction  —7^ —  de  i,  qui  en  résulte  par  Inversion,  est  aussi   holomorphe  dans 

rintérieur  d'un  cercle  L,  décrit  autour   du   point  s  =  o  comme   centre  avec   un 
rayon  égal   a  l'unité.  Mais  on  trouve  une  diflTérence  essentielle  entre  la  fonction 

^T%~  ^®  '  c^  ^^  fonction  A*  de  q  dont  nous  avons  parlé  plus  haut  :  c'est  que  les 

valeurs  de  A,  correspondant  aux  points  de  l'intérieur  de  L,  n'épuisent  pas  tous  1rs 

I  —  A« 
points  du  plan  de  A;  au  contraire,  la  fonction  — — —  de   s  permet  une   extensitm 

continuelle  au  delà  de  la  périphérie  de  L,  de  telle  -manière  que,  dans  l'extérieur 
de  L,  elle  est  aussi  holomorphe  jiour  toute  valeur  finie  de  q.  Enfin,  la  recherche 

J  J'  K' 

même  éclaircit  pourquoi  c'est  •=;  et  non  —  qui  joue  le  rôle  analogue  à  -rr-» 


flolzmûller.  —  Sur  la  représentation  x+ji=^  \/X-f-Yt  et  sur 
les  coordonnées  lemniscatéennes.  (38-42)« 

ISctto.  —  Démonstrations  et  tliéorcines  sur  les  groupes  transitifs. 
(43.5(>). 

Grassmann  [flermann).  —  Contribution  à  rÉlectrodynamiquc. 

(.T7-64). 

L'auteur,  décédé  depuis,  de  cette  Note  a  déjà  établi  en  i8{5  une  loi  sur  l'action 
mutuelle  de  deux  cléments  de  courants  électriques,  loi  difl*érente  de  celle  d'Ampère; 
cette  lui  de  Grassmann  est  identique  à  la  loi  développée  par  M.  Clausius  (t.  LXXXIl 
du  même  Journal),  C'est  ce  que  l'auteur  de  la  Kote  démontre,  et  M.  Clausius  lui- 
même  reconnaît  franchement  la  priorité  de  la  découverte  de  Grassmann  dans 
une  Note  publiée  p.  363  du  même  Tome;  il  y  explique  aussi  comment  un  Rapport 
des  Fortschritte  der  Physik^  où  la  formule  principale  se  trouve  affectée  d'une  faute, 
l'avait  déterminé  à  ne  plus  relire  le  Mémoire  original  de  Grassmann  dans  les 
Annales  de  Poggendorjf* 

Frahke.  —  Sur  l'expression  qui,  au  cas  de  racines  égales,  tient 
lieu  de  la  fonctioa  alternée  de  Yandermondc.  (65-71). 

Caspary  (F.).  —  Remarque  sur  Téquation  dont  dépend  la  déter- 
minatioii  d«i  ni<L>ffWtoJk%'ii^       ''^  àvi  second  ordre.  (72-73  ). 

La  RMii  iMÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊlttÊÊÊÊk  ^  GMMeh  (t.  LXII,  p.  70)  et  de 
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M.  Caspary  Iai*Bèin«(t.LXXXI,  p.  iSo),  et  relative  à  la  tarfacedeseeotrem  de  conrlnire 
pour  une  surface  do  second  ordre.  Dan»  an  certain  cas,  l'é^lilé  de  deux  raciae» 
de  l'équation  mentionnée  avait  été  mal  interprétée  par  ces  géomètres.  M.  An^ast 
attira  l'attention  de  M.  Caspary  sur  ce  point,  et  celui-ci  découvrit  nasaiU>t  la  source 
de  l'erreur.  Voici  le  théorème  corrigé  :  «  Quand  on  excepte  les  plaDs  principaai 
des  surfaces  du  second  ordre,  les  racines  coïncidentes  de  l'éqnatioD  qui  détermiae 
les  normales  fourniront  aussi  des  normales  coïncidentes.  Un  point  quelconqoe 
d'un  plan  principal  admet  tout  au  contraire  six  normales  distinctes  ;  quatre  de  ces 
normales  sont  situées  dans  ce  plan  même,  tandis  que  les  deux  autres  sorteat 
du  plan  et  ont  la  même  longueur  et  une  position  symétrique  par  rapport  à  luL  • 

Hunyady  (-£*.).  —  Sur  les  formes  difTérentes  de  réquation  de  con- 
dition qui  exprime  que  six  points  sont  situés  sur  une  section 
conique.  (76-85). 

L'auteur  montre  que  :  i*  le  problème  dePappus,  a*  le  théorème  de  Desargues. 
3*  le  théorème  de  Newton  et  le  théorème  de  Chasies  sur  le  rapport  anfaarmoniqne 
des  points  d'une  conique ,  4*  1^  théorèmes  de  Pascal,  de  Maclaurin  et  de  Braiken- 
ridge ,  5*  le  théorème  de  Camot,  s'expriment  par  des  équations  analytiques  qui  se 
prêtent  %.  des  transformations  algébriques  les  unes  dans  les  autres. 

Netto  {E,).  —  Nouvelle  démonstration  pour  Timpossibilité  de 
résoudre  les  équations  des  degrés  supérieurs  au  quatrième.  (86- 

88). 

TTiomé  [L,'TV.),  —  Sur  la  théorie  des  équations  diflférentiellcs 
linéaires  (suite  du  t.  LXXXI).  (89-170). 

Dans  ce  Mémoire,  M.  Thomé  publie  la  suite  de  ses  recherches  sur  les  équations 
différentielles  linéaires  (voir  Bulletin t  t.  XI,  p.  36),  et,  en  particulier,  sur  celles  à 
coeflScients  rationnels. 

Si  une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  rationnels  a,  en  chaque 
point,  un  indice  caractéristique  égal  à  zéro,  elle  possède  la  forme 

où  j»  =  (x  —  o^){x —  û,)  . . .  (x  —  a^\  et  ^^(x)  =  une  fonction  entière  rationnelle 
de  degré  égal  ou  inférieur  k  a{k —  i).  Une  équation  différentielle  comme  celle-ci 
n'a  que  des  intégrales  régulières  (voir  liulletirif  t.   IV,  p.  337);   voilà    pourquoi 

M.  Thomé  appelle  rexpresslon  F<n(j^,  x)  expression  différentielle  régulière.  De  plus, 
Texpression  différentielle  e*^F„(jre— w,  «•)  =  F„(j^,  x),  où  w  est  une  fonction  ra- 
tionnelle, ^m\Xt^]  une  expression  différentielle  régulière,  a  des  coefiicîents  ration- 
nels, et  est  nommée  par  M.  Thomé  expression  différentielle  normale;  enfin  le 
facteur  e^  reçoit  le  nom  de  Jacteur  déterminant  de  l'expression  différentielle 
normale. 
Cela  étant,  qu'on  construise  l'expression  différentielle 

^" /«  (^  —  0» '»  •  •    il)àéhiQne  une  expression    différentielle   normale   d'ordre  a^. 
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^m-ë  -...-«  ('t  ')  ^^^  expression  difTérentieUe  linéaire  et  homogène  d'ordre 
m —  a^  — ... —  a^  à  coefficients  rationnels;  enfin  m—  a, — ... —  a^  est  ou  égal  à  zéro 

ou  supérieur  à  séro,  et,  dans  ce  dernier  cas,  F^_^ ^^  (5,  jt)  ne  peut  pas  être  mise 

sous  une  des  formes  ^^(x,  x)=  5,,  Y^('t»-i^)f  ^,»  Y^  étant  des  expressions  difie- 
rentielles  homogènes  et  linéaires  à  coefficients  rationnels,  et  encore  ^^  une  expres- 
sion normale.  Une  eipression  de  la  forme  (a)  est  appelée  par  M.  Tbomé  système 
d  ^expressions  différentielles  homogènes  et  linéaires. 

Après  cela,  Tauteur  développe  des  méthodes  générales  pour  rechercher  si  une 
expression  différentielle  linéaire  F^(^,  «)  à  coefficients  rationnels  peut  être  repré- 
sentée sous  une  forme  telle  que  la  furme  (3)^  et  quelles  sont  ces  représenta- 
tions. Puis  il  compare  les  différentes  formes  de  représentation  de  cette  sorte  les 
unes  aux  autres,  et  il  fait  Tétude  des  intégrales  de  l'équation  différentielle 
K^(^,  jt]  =  o,  F^  étant  supposé  posséder  la  forme  (a  )  dans  le  voisinage  des  points 
singuliers.  Parmi  ces  équations  différentielles  il  faut  signaler  celles  qui  contiennent 
les  intégrales  réunies  des  équations  différentielles  où  des  expressions  normales 
sont  égalées  à  zéro.  C'est  à  celles-ci  qu'appartient,  comme  cas  spécial,  l'équation 
différentielle  à  coefficients  constants. 

Gundelfinger  (*S.).  —  Sur  le  problème  des  polygones  inscrits  et 
circonscrits  à  deux  sections  coniques.  (171-174  )• 

Frobenius  et  Stichelberger,  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonc* 
tions  elliptiques.  (i75-i83), 

«  La  formule  remarquable  communiquée  par  M.  Hermite  dans  une  Note  nouvelle- 
ment publiée  (t.  LXXXII,  p.  3^3)  nous  a  déterminés  à  signaler  la  connexion 
qu'il  y  a  entre  quelques  formules  semblables.  » 

La  Communication  a  pour  objet  le  développement  de  quelques  déterminants  dont 
les  éléments  se  composent  de  la  transcendante  q{ju)  ou  de  la  fonction  elliptique  y  (//), 
et  qui  se  prêtent  à  des  transformations  élégantes  en  produits  de  fonctions  9  (d'après 
la  notation  de  M.  Weierstrass). 

Mertens  (F,),  —  Sur  le  tétraèdre  maximum  dont  les  faces  ont  des 
aires  données.  (8o-83). 

u^ron  [H.),  —  Sur  un  théorème  relatif  à  l'équilibre  élastique. 

(«84). 

«  Dans  tous  les  (>roblèmes  relatifs  à  l'équilibre  élastique  de  corps  homogènes 
isotropes  libres,  les  forces  de  tension  ne  dépendent  que  d'une  constante  ^  de  l'élas- 
ticité. » 

Hamburger.  —  Sur  un  principe  qui  sert  à  représenter  la  marche 
des  fonctions  multiformes  d'une  variable  complexe,  surtout  des 
intégrales  d'équations  dillérentielles  linéaires  dans  le  voisinage 
de  points  singuliers.  (180-209). 

« M.  Fuchs  a  établi,  il  y  a  peu  de  temps,  une  méthode  générale  pour  effec- 
tuer In  continuation  d'une  fonction  à  partir  d'un  point  x,  jusqu'à  un  autre  :i*,,  sans 
qu'on  eiU   besoin  de  calniler   les  valeurs  de  In  fonction   pour  les  points  inlermé- 
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Cajh    (.4.). 


■  Sur  lus  iloultic-s  rtmclîaiiJi  5,  t-n  ( 


■faiT  liu  quulrit'ïuiv  <ntlr<;  m   strisu  poinu  siDjtnlitn 


Cajiey  {^.).  —  Suitu  des  n-cherches  sur  li-s  Joul)!us  W 
(aao-a33). 

M.  Cajley  appelle  </««*/«  /'.nrt."'n  a    cellus    ■!«    foiictloo.  #  qaUjf 
deui  areiimonli  u  r%  a'. 

lîorchaidl{C.-Jr.}.  —  Sur  la  rt'ijréseuLalioa  du  U  nufi 
mt-rii-nin;  du  qtialiîùnic  ordre  au  moyeu  de  la  relation t> 
ti(]ilf  (11-  Gtipcl  uiilic  (juatrc  lonctions  â  k  deux  variabl 
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dans  pbisiciir»  .qualions.  l'm.r  lever  ce  .loulo  j'indique 
formation  liu.airB  pur   laquelle  l'une  des  formes  des  * 
hancaru  celle  du  Gopel 

MalinfK^n  [C.-J.).  —  Sur  un  Llit-ort-ine  dt;  la   ihécrie  d 
viagères.  (a45-a-ïo). 

Pnm  {F.-K.'].  —  l).'nioustialioii  d'un    théorème    de  I 


'^ 
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Voici  le  théorème  dont  il  i»ç\t  :  «  Que  la  surface  T,  à  /i  feuilles  n'présente  U 
ramification  de  la  fonction  algébrique  s  de  z,  définie  comme  racine  de  l'équation 

irréductible  '^  \Sn  z  j  =  o  ;  alors  toute  fonction  rationnelle  p  {z,  s)  de  s  et  s^  qui. 
en  vertu  de  sa  définition  même,  peut  toujours  se  mettre  sous   la  forme 

(  A  =  o,  I,  2, . . . ,  A,  il  =  o,  1,7,...,/,  a  et  ^  étant  des  constantes  qui  peuvent  aussi 
s'évanouir  en  partie),  sera  une  fonction  uniforme  dans  la  surface  T,  de  la  variable 
complexe  z  ;  elle  ne  possédera  que  pour  un  nombre  fini  de  points  de  la  surface 
des  disicontinuités  de  la  première  espèce,  et,  en  outre,  elle  restera  continue.  Réci- 
proquement, toute  fonction  9  de  la  variable  complexe  2,  uniforme  dans  la  surface  T^, 
et  qui  ne  possède  que  pour  un  nombre  fini  de  points  de  la  surface  des  disconti- 
nuités do  la  première  espèce,  mais  qui  reste  partout  ailleurs  continue,  peut  être 
représentée  par  une  expression  de  la  forme  la^^i^s^  il^^^^s^,  ou,  ce  qui  revient  à 
la  même  chose,  elle  est  une  fonction  rationnelle  de  z  et  ^.  » 

Clausius[R.).  —  Sur  la  loî  de  Grassmann  concernant  la  force  pon- 
déromotrice.  (a6a-263). 

Prix  proposé  par  la  Société  Jabloi^owski  pour  l'annéb  1878. 
(a64). 

Dedehind^R.), —  Lettre  à  M.  Borchardt  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions modulaires  elliptiques.  (260-292). 

J  1.  —  Nombres  équivalents.  —  J  2.  —  Système  complet  de  nombres  représen- 
tants. —  $  3.  —  La  valence.  —  $  4.  —  Points  de  ramification.  —  $  5.  —  Équations 
difierentielles.  —  $  G.  —  Les  fonctions  modulaires  ellipliques.  —  $  7.  —  Transfor- 
mation. 

Newcomb  [Simon),  — Théorèmes  élémentaires  relatifs  a  la  géo- 
métrie d*un  espace  de  trois  dimensions  et  de  courbure  uniforme 
positive  dans  la  quatrième  dimension.  (293-299). 

•  Les  théorèmes  suivants  se  fondent  sur  les  idées  de  Riemann,  énoncées  dans  sa 
dissertation  célèbre  Sur  les  hypothèses  qui  servent  de  fondement  à  la  Géométrie, 
quoiqu'ils  puissent  ne  pas  être  entièrement  d'accord  avec  ses  remarques  sur  le 
résultat  de  sa  théorie.  Considérer  le  sujet  sous  le  point  de  vue  de  la  Géométrie 
élémentaire,  au  lieu  de  suivre  la  méthode  analytique  employée  en  général  par  les 
auteurs  qui  ont  écrit  sur  la  Géométrie  non  euclidéenne,  c'est  ce  qui  m'a  paru  ne 
pas  être  dépourvu  d'intérêt.  • 

Schottky  [F')'  —  Sur  la  représentation  conforme  de  surfaces 
planes  qui  ont  une  liaison  multiple.  (3oo-33i). 

E.  L. 


MfiJi 


^•jls  seconde  partie. 


SITZUNGSBERICHTE  dbb  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaftex  zu 
Wien;  Mathematiscli-naturwissenschaftliche  Classe  ('). 


Tome  LXXII;  juin-décembre  1875. 

Starh  {J,'E.).  —  Sur  la  détermination  de  l'orbite  de  la   planète 
@  Hécate.  (i3-43). 

Mach  [E.)el  Wosjka  (/.  ).  —  Sur  quelques  effets  mécaniques  de 
rétÎDcelIe  électrique.  (44~^2;  1  pi.)* 

Puluj  [J')»  —  Contribution  à  la  détermination  de  l'équivalent 
mécanique  de  la  chaleur.  (53~6o). 

Stefan  («/.).  —  Recherches  sur  la  conductibilité  de  la  chaleur  dans 
les  gaz.  Deuxième  Mémoire  :  Déterminations  relatives  des  pou- 
voirs conducteurs  de  différents  gaz.  (69-101). 

Handl  [AL).  —  Nouvelles  contributions  à  la  théorie  moléculaire. 
V.  (102-1 14). 

Mach  [E.)  et  Rosichy  (  W.),  —  Sur  une  nouvelle  forme  des  expé- 
riences d'interférence  de  Frcsuel  et  Arago  avec  la  lumière  pola- 
risée. (197-212). 

Ih^oJ'àk  (^.  )•   —  ^^^  Tatlraction   et  la  répulsion  acoustiques. 

(21 3-244)* 

Puschl  (  C).  —  Sur  l'influence  de  la  pression  et  de  la  traction  sur 
les  coefficients  thermiques  de  dilatation  des  corps,  et  sur  la  ma- 
nière dont  se  comportent  dans  ces  circonstances  l'eau  et  le  caout- 
chouc. (245-256). 

Finger  (Jos.).  —  Sur  la  réaction  élastique  d'un  fil  d'acier  toixlu. 
(  257-265). 

Plank  («/.).  —  Expériences  sur  la  conductibilité  thermique  des 
masses  gazeuses.  (269-282). 

(')  \o\v  JJui/etifi,  I.,   ii/|. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  ^29 

Puschl  (C).  —  Abaissement  de  la  température  du  maximum  de 
■i    densité  de  Teau  parla  pression.  (a83-286). 

Allié  [M,),  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions  de  trois 
variables.  (  289-31 1). 

L*objet  de  ce  travail  est  de  donner  à  la  théorie  des  fonctions  de  troit  Tariables 
une  base  géométrique,  comme  on  le  fait  habituellement  pour  let  fonctions  d'une  et 
»  j     de  deux  variables»  par  l'introduction  des  courbes  et  des  surfaces. 

Macli  {E,)  et  Merten  (/.  ).  —  Remarques  sur  le  changement  de 
^      la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  quartz,  produit  par  la  pression. 
(3i5.328). 

j  Gegenbauer  [L,),  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (343-354)- 

Lippich  {F,),  —  Sur  la  prétendue  dépendance  entre  la  longueur 
d'onde  de  la  lumière  et  son  intensité.  (355-365). 

I   Odstrlil  (/.  ).  —  Quelques  expériences  sur  les  actions  magnétiques 
des  conducteurs  matériels  tournants.  (389-396). 

lioltzmann  {L.).  —  Sur  l'équilibre  thermique  des  gaz  soumis  à 
Taction  de  forces  extérieures.  (427-457). 

$  1.  Considération  des  gaz  mono-atomiques.  —  J  2.  Considération  des  gaz  poly- 
atomiques.  —  Appendice.  Sur  le  travail  intérieur  négatif. 

Boltzmann  {L.).  —  Remarques  sur  la  conductibilité  thermique 
des  gaz.  (458-47o). 

Boltzmann  {L.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  diiléren- 
tielles  partielles  du  premier  ordre.  (471-483). 

L'auteur  expose  sous  une  forme  un  peu  différente  la  dernière  méthode  de  Jacobi, 
de  manière  à  faire  mieux  apercevoir  l'essence  de  cette  méthode,  et  les  relations  qui 
existent  entre  l'intégrale  complète  trouvée  par  Jacobi  et  let  autres  Intégrales  de 
l'équation  diflTérentielle. 

Durège  (//.).  —  Sur  les  tangentes  doubles  des  courbes  du  qua- 
trième ordre  avoc  trois  points  doubles.  (495-5 18). 

Tollinger  («/.).  —  Sur  les  phénomènes  caloriGqucs  qui  se  pro- 
duisent dans  la  dissolution  de  Tazotate  d'ammoniaque  dans  l'eau, 
et  leur  appréciation  dans  l'emploi  de  ce  sel  pour  les  mélanges 
réfrigérants.  (535-577^  3  ?'•)• 

Bull,  tirs  Sciences  math,,  3*  Série,  t.  11.  (Décembre  id^S.)  R*  20 
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TVinchler  [A,),  —  Sur  les  déterminations  approchées.  (6a3-666). 

Quoique  les  fonctions  dont  il  s'agit  puissent  se  calculer  avec  one  approximation 
aussi  grande  qu'on  voudra  au  moyen  des  séries  infinies,  il  y  a  cependant  beaucoup 
de  cas  où  l'on  doit  préférer  aux  expressions  rigoureuses  de  simples  expressions 
approximatives,  se  présentant  sous  forme  Onic  et  fournissant,  dans  certains  inter- 
valles, une  détermination  très-exacte  des  grandeurs  qu'elles  déterminent.  On  trouve 
souvent  à  foire  usage  de  semblables  expressions  dans  les  calculs  numériques  et  dans 
les  intégrations  approchées,  ainsi  que  dans  les  cas  où  il  s'agit  de  trourer  des  valeurs 
entre  lesquelles  est  comprbe  une  quantité  de  grandeur  inconnue.  Outre  leur  utilité 
pratique,  ces  expressions  offrent  encore  un  intérêt  théorique. 

L'auteur  examine  successivement  les  formules  approchées 


X  =  sinx^secx  (formule  de  Maskelyne), 

X 

X  =  sinxséc  --r  (sujette  à  une  erreur  six  fqis  moindre  que  la  précédonte)« 

X  =  — ^ (attribuée  an  cardinal  de  Cusa\ 

2  -H  eus  X 

etc.,  etc. 

Exner  [K.),  —  Sur  les  bandes  d'interférence  produites  par  deux 
surfaces  troubles.  (675-679). 

fVe^r  [Em,).  —  Sur  la  représentation  d'une  courbe  gauche  ra- 
tionnelle du  quatrième  ordre  sur  une  section  conique.  (686-706). 

Guntner  (C),  —  Sur  Tutilisalion  de  la  chaleur  solaire  pour  le 
chauffage  à  Taidc  d*un  nouveau  réflecteur  plan.  (713-725^  i  pi.). 

Pfaundler  {L.),  —  Sur  le  thermomètre  dillércntiel  a  air.  (729- 
748,  api.)- 

Becherliinn  {K.).  —  Contributions  à  la  connaissance  de  la  nitro- 
glycérine et  de  ses  préparations  les  plus  importantes.  (759-770). 

Jelinek  {C),  —  Sur  les  constantes  des  anéroïdes,  et  sur  les  ané- 
roïdes à  écli elles  de  hauteur.  (771-825). 

Tomo  LXXIIl;  janvier-mai  1876. 

Niemlscliih  {It,).  —  Sur  la  construction  des  surfaces  enveloppes 
de  sphères  variables.  (7-185  3  pi.). 

u^llé  (^/.  ).  —  Sur  les  équations  du  mou\ement  d'un  système  de 
points.  (  25-46). 
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Puschl  (6\  ).  —  Nouveaux  théorèmes  de  la  Théorie  mécanique  de 
la  chaleur.  (5i-8o,  345-365). 

1.  De  la  chaleur  développée  ou  absorbée  dans  les  variations  de  volume  des  corps. 
—  II.  Sur  les  forces  qui  déterminent  le  volume  dçs  corps. 

Loschmidt  (/.  ).  —  Sur  Tétat  d'équilibre  thermique  d'un  système 
de  corps,  en  ayant  égard  à  la  pesanteur,  (i  28-14^)  366-37^). 

Second  théorème  de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  —  Équilibre  thermique 
des  ga/..  ^  Loi  générale  de  la  dépendance  entre  les  températures  et  la  hauteur. 

Mosluimmer  (C).  —  Sur  la  Géométrie  du  mouvement  hélicoïdal, 
et  sur  une  surface  réglée  du  troisième  ordre.  (i43-i68^  3  pi.  ). 

Durhge  [H,),  —  Sur  les  discontinuités  non  polaires.  (173-176). 

L'auteur  explique»  en  prenant  pour  exemple  la  fonction 


c* 


i 
c  —  e» 


la  manière  dont  se  comporte  une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point  présentant 
une  discontinuité  de  cette  espèce. 

Ditscheiner  {L.).  —  Sur  les  couleurs  des  lames  cristallines  minces. 

(180-199). 

Weyr  [Em.),  —  Nouvelles  remarques  sur  la  représentation  d'une 
courbe  gauche  rationnelle  sur  une  section  conique.  (2o3-22o). 

Suite  du  Mémoire  inséré  dans  le  Volume  précédent.  (  Voir  ci-dessus^  p.  33o}. 

Pfaundler  (X.).  —  Sur  la  nature  de  l'état  d'agrégation  mou  ou 
semi-fluide  ;  sur  la  recongélation  et  la  recristallisation.  (249-268). 

TFejprecht  [K,  ).  —  Principaux  résultats  des  observations  magné- 
tiques faites  pendant  l'expédition  polaire  austro-hongroise. 
(3i3.33i). 

Pelz  {€.),  —  Sur  la  détermination  des  axes  des  sections  coniques. 
( 379-432 î  api.). 

Ohermayer  [A.  1;.).  —  Sur  la  dépendance  entre  le  coefficient  de 
frottement  intérieur  des  gaz  et  la  température.  (433-474)* 

Frombeck  {H,),  —  Les  figures  fondamentales  de  la  Géométrie  de 
la  ligne.  (475-5i5). 

Subie  [S.).  —  Hygromètre-manomèti'e.  (53i-552). 

R.30. 
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Sterneck  (R,  v,),  —  De  rinflucnce  de  la  Lune  sur  la  direction  et 
rintensité  de  Ja  pesanteur  sur  la  Terre.  (SSS-Syo). 

Puluj  (/.).  —  Sur  la  dépendance  entre  le  frottement  des  gaz  et  la 
température.  (589-628^  '  P^*)* 

Rosickf  (  W.).   —  Sur  les  cflets  mécauico-acousliques  de  l'étin- 
celle  électrique.  (6^9-6505  i  pi.). 

Tf^eyr  (Em,),  —  Sur  la  relation  projectîve  entre  les  éléments  sin- 
guliers d'une  involution  cubique.  (654-656). 

Lang  (  /^.  V.  ).  —  Sur  la  théorie  de  la  double  réfraction.  (666-67^). 


Tome  LXXIV;  juin-décembre  1876. 
^llé  (31.  ).  —  Sur  la  théorie  de  la  mesure  de  courbure  de  Gauss. 

(9-38). 

Let  développements  suivants  se  rattachent  aux  considérations  dont  l'auteur  a  fait 
usage  dans  un  Mémoire  publié  dans  les  SUzungsbcricIue,  t.  LXXII  (voir  ci-desaus, 
p.  329)  et  contiennent  d'abord  une  extension  de  la  notion  de  l'indicatrice  intro- 
duite par  Dupin.  On  acquiert  par  là,  tout  en  restant  à  un  point  de  vue  principale- 
ment géométrique,  un  nouveau  moyen  d'étendre  la  théorie  de  la  mesure  de  la 
courbure  de  Gauss  à  des  variétés  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

«  L'objet  de  ce  Mémoire  se  rattache  étroitement  au  contenu  d'un  travail  de  Kro- 
neckcr,  publié  dans  les  Monatsberichte  de  Berlin  (5  août  1869),  mais  que  nous 
n'avons  connu  qu'après  avoir  déjà  arrêté  le  plan  et  l'exécution  de  notre  travail.  » 

Stark  [J.-E.),  — Sur  la  détermination  de  Torbite  de  la  planète 
@  Hécate.  (So-iip). 

Ce  travail,  qui  fait  suite  à  un  travail  précédent  {voir  ci-dessus,  p.  128),  repose 
sur  une  révision  complète  du  calcul  des  perturbations  de  1^  planète,  produites  par 
Jupiter  et  Saturne. 

Gegenhauer  (L.),  —  Sur  les  fonctions  de  Bessel.  (i24-i3o). 

Moshammer  (K,).  —  Sur  la  Géométrie  des  systèmes  semblables, 
et  sur  une  surface  du  troisième  ordre.  (i3i-i47)  i  ?!•)• 

Hocevar  [F,).  —  Sur  le  calcul  des  valeurs  de  quelques  intégrales 
définies,  (i 55- 170). 

Igel  [B,],  —  Sur  quelques  séries  infinies  élémentaires.  (189-204). 

Hann  (/.  ).  —  Sur  la  mesure  barométrique  des  hauteurs.  (279-29 1  ). 
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Igel  {B.).  —  Sur  le  discriminant  du  covariant  de  Jacobi  de  trois 

M      formes  quadratiques  ternaires.  (355-37o). 

.S 

'•   Frombeck  {H*)*  —  Remarques  sur  la  théorie  des  coordonnées. 

•il      (399-4i5). 

I.  Sur  un  certain  groupe  de  déterminanU  géométriques  :  (A),  le  plan;  (B),  déter- 
minants sphériques  ayant  pour  noyau  ï,  àz  cosa'a'  co^b'b'  cos c'c'  =  %\n}a' h' <^\  (C), 
<#       les  expressions  de  l'espace.  —  II.  Des  coordonnées  radiales  goniométriques. 

Stefan  («/.).  —  Sur  la  conductibilité  thermique  de  la  gomme  dure. 
,        (438-462). 

'    Boltzmann  (L.).  —  Sur  la  formation  et  l'intégration  des  équa- 
^        tions  qui  déterminent  le  mouvement  moléculaire  dans  les  gaz. 

(5o3-552). 

L'auteur  reprend,  avec  plus  de  rigueur,  les  démonstrations  données  dans  un  pré- 
cédent Mémoire  {voir  ci-dessus,  p.  33g),  et  il  confirme  ainsi  l'exactitude  de  ses  pre- 
miers résultats. 

Boltzmann  (X.  ).  —  Sur  la  nature  des  molécules  des  gaz.  (553- 
56o). 

Tome  LXXV;  janvier-mai  1877. 

Kunerth  [Ad.),  —  Nouvelles  méthodes  pour  la  résolution  en 
nombres    entiers    des    équations    quadratiques   indéterminées. 

(7-58). 

S  1 .  De  l'équation  x  =  V'-t-B/>-^C^  —  SS  ^  et  3.  De  l'équation  «  =  A  ^  i'I^.f. 
•'  ai»*  -h  bjf't'C  "•'  ^  y  -"  ^ 


r*  —  m 


—  S  4.  De  l'équatioli  *•  =  gz*  -+-  3  r«  —  /  4-  — —  •  —  J  5.  Résolution  des  congruences 

de  module  composé.  —  $$  6  et7.  Le  problème  de  Pell.  —  JJ  8-10.  Calcul  de  nou- 
velles valeurs  des  inconnues.  —  $  ^l*  Résolution  de  quelques  équations  de  la  forme 
>  *  =  ax*  -(-  h  pour,  des  valeurs  positives  âe  a.  —  $  12.  Résolution  an  moyen  des  con- 
gruences.  Résolution  à  l'aide  de  la  méthode  de  Leslie.  Résolution  au  moyen  de 
Texpression  du  $  4.  —  $  13.  Résolution  d'une  équation  de  la  forme/'  =ax'  +  ^ 
pour  des  valeurs  négatives  de  a.  —  J  14.  Appendice. 

Boltzmann  [L,).  —  Remarques  sur  quelques  problèmes  de  la 
Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  (  62-100) . 

I.  Sur  la  chaleur  spécifique  des  liquides  que  l'on  emploie  dans  la  théorie  de 
l'état  de  leurs  vapeurs  saturées.  —  11.  Sur  la  relation  entre  un  théorème  général 
de  Mécanique  et  le  second  théorème  fondamental  de  la  Thermodynamique.  — 
m.  Remarque  sur  l'importance  inécanique  dn  second  théorème  fondamental  de  la 
Thcniiodynamique. 


234  SECONDE  PARTIE. 

Mach  (JE*. )  et  Sommer  (/. ).  —  Sur  la  vitesse  de  propagation  des 
ondes  sonores  d'une  explosion .  (  i  o  i  - 1 3o  ) . 

TVallentin  [L-G.).  —  Sur  la  théorie  de  l'action  des  bobines  cylin- 
driques d'un  nombre  variable  de  spires.  (i35-i44)* 

Schell  (-^.  ).  —  Télémètre,  avec  la  base  attachée  à  l'instrument. 
(i45-i6i^  I  pi*)- 

JVejr  [Em,),  —  Sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  avec  un  point 
double,  (i  68- 174)' 

Pelz  (C).  —  Sur  une  méthode  générale  de  détermination  des 
foyers  des  contoiu*s  des  siu'faces  du  second  degré.  ( i  ^5-2 17;  2  pi.) . 

Gegenbauer  (X.).   —   Sur  la  théorie  des  fonctions  de    Bessel. 

(aiS-aaa). 

Lippich  {F.).  —  Sur  la  théorie  de  l'Électrodyuamîque.  (223-244)* 

iVallenhofen  [A.  v.).  —  Sur  l'expérience  de  Pellicr.  (245-259). 

Exner  {Fi\),  —  Sur  la  diffusion  des  vapeurs  à  travers  des  la- 
melles de  iluide.  (263-286). 

Loschmidt  (/.).  —  Sur  l'état  d'équilibre  thermique  d'un  système 
de  corps,  en  ayant  égard  à  la  pesanteur.  III.  (287-298). 

Exner  [F,).  —  Nouvelles  expériences  sur  la  dilatation  galvanique. 

(373-400). 

Zahradnik  {-K.),  —  Sur  une  aflinité  géométrique  par  rapport  aux 
courbes  de  troisième  ordre  et  de  troisième  classe:  (437-440). 

Igel  (B,).  —  Sur  les  singularités  d'un  réseau  de  coniques  et  d'un 
tissu  de  coniques.  (445-457). 

Tf^ejrr  [Etn.),  —  Des  systèmes  de  points  sur  les  courbes  gauches 
rationnelles  du  quatrième  ordre.  (458-462  ). 

Escherich  (G.  "v,).  —  Les  systèmes  linéaires  réciproques  de  sur- 
faces. (523-563). 

I.  Deux  systèmes  linéaires  réciproques  de  surfaces  du  /x'ème  de(;rc.  —  II.  La 
génération  des  surfaces  par  deux  faisceaux  réciproques  de  surfaces.  —  III.  Con- 
struction des  surfaces  du  troisième  ordre  au  moyen  de  dix-huit  points  donnés.  — 
IV.  Construction  des  surfaces  du  troisième  ordre  au  moyen  de  dix-neuf  points 
donnés. 
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ïf'iiicllar  {j4-)-  —  Sur  l'inlégratioD  des  équations  diOcTcn tu-Iles 
linéaires  du  seeond  ordre.  {577-619). 


TFallentin  [I.'G.).  —  Nouvelles  remarques  sur  la  théorie  de 
l'action  des  bobines  cylindriques  à  un  nombre  variable  de  spires. 
{637-638). 

Obermayer  [A.  v.  ).  —  Contribution  à  la  connaîssanre  des  lluides 
visqueux.  (665-678;  I  pi.). 

BaumgartHer  (G.).  —  De  t'influence  de  la  température  sur  la 
vitesse  d 'évapora tio»  des  liquides.  (679-688). 

Sf^'dler  {A.  ).  —  Sur  l'orbite  de  Dioné  @.  {689-697), 

Lang  (F^.v.).  — Théorie  de  la  polarisation  circulaire.  (719-737). 

Puxchl  (C).  —  Sur  la  constitution  intérieure  et  la  chaleur  latente 
des  vapeurs.  {745-782). 

Niessl  { G.  v.  ).  —  Contributions  à  la  théorie  cosmique  des  météo- 
rites. (783-800). 

Bohzmann  (£.)■  —  Sur  une  nouvelle  détermination  d'une  quan- 
tité, dans  la  théorie  de  la  capillarité,  qui  se  rapporte  à  la  mesure 
de  la  molécule.  {8oi-Si3). 

Jgel  (R.).  —  Addition  au  Mémoire  :  «  Sur  le  discriminant  de  l'in- 
variant de  Jacobi  ».  {8.'îo-83a). 

Margules  (Max.).  —  Sur  le  flux  stationnaire  de rélectrieité  dans 
une  plaque,  en  employant  des  électrodes  rcetiligncs.  (833-847) 

Koutnj  (Em.).  -^  Les  surfaces  normales  aux  surfaces  du  second 
oi-dre  le  long  d'une  section  plane  de  celles-ci.  {85t-868;  2  pi.). 

Gegenbnuer  (L.).  — Sur  la  fonction  C'„(x).  (891-905). 

Peschka  [G.-Ad.-F.).  —  La  projection  oblique  libre.  {91 7-940» 

,  pi.). 
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BULLETINS  de  l'âcadémib  royalb  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique.  —  44*  année,  %'  série.  Bruxelles,  F.  Hayez,  1876. 

Tome  XLI;  janvier-juin  1876. 

Folie  (F.),  —  Note  sur  la  transformation  des  coordonnées  et  sur 
les  signes  des  angles  et  des  distances  en  Géométrie  analytique. 

(86-96). 

L'auteur  établit,  par  une  méthode  purement  analytique,  avec  plus  de  rigueur 
qu'on  ne  le  fait  ordinairement,  les  formules  de  transformation  des  coordonnées 
ponctuelles  cartésiennes  dans  le  plan.  Les  conventions  fondamentales  sont  les  sui- 
vantes :  tous  les  angles  se  comptent  en  tournant  de  droite  à  ganche;  on  r^arde 
comme  positive  la  partie  d'une  droite  qui  se  dirige  vers  la  moitié  du  plan  située 
au-dessus  de  Taxe  des  X  (c'est-à  dire  à  gauche  de  cet  axe,  pour  un  observateur  qui 
en  regarde  la  partie  positive),  ou  la  partie  de  la  droite  qui  a  la  même  direction  que 
l'axe  des  X  positifs,  dans  le  cas  d'une  droite  parallèle  à  cet  axe.  La  direction  posi- 
tive de  la  perpendiculaire  à  une  droite  D  est  celle  qui  fait  un  angle  droit  avec  la 
partie  positive  de  D. 

Spce.  —  Lettre.surla  structm'e  des  taches  solaires.  (345-35o). 
Saltel  [L,).  — Généralisation  du  théorème  de  Desargues.  (594). 

Saltel  [L,).  —  Sur  une  loi  générale  régissant  les  lieux  géomé- 
triques. (595-599). 

Si  un  lieu  géométrique  est  tel  qu'en  faisant  passer  une  ou  plusieurs  des  courbes 
génératrices  par  des  points  arbitraires  les  paramètres  variables  que  renferment 
les  équations  de  ces  courbes  prennent  un  certain  nombre  de  valeurs  fixes,  ce 
lieu  se  décompose  en  plusieurs  autres  dont  on  peut  trouver  a  priori  les  équa- 
tions. 

f^an  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Application  de  la  Thermodyna- 
mique à  Tétude  des  variations  d'énergie  potentielle  des  surfaces 
liquides  \  conséquences  diverses.  (769-783). 

Soient  m  une  masse  liquide  dont  la  température  absolue  est  T,  S  la  surface  libre. 
J  l'énergie  potentielle  par  unité  de  surface.  Imaginons  que  l'état  du  liquide  soit 
caractérisé  par  S  et  T.  Le  second  principe  de  la  Thermodynamique  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

€/Q=T<//x— T(X</S-hYS</T), 

où  X  et  Y  sont  indépendants  de  S.  Si  dS  est  produit  par  le  travail  extérieur  JcfS, 
l'énergie  totale  sera  donnée  par  la  relation 

kd\}  =  T(X<«  H-  \SdJ)  —  AJ<«, 

A  étant  l'équivalent  calorifique  de  l'unité  de  travail.  En  exprimant  que  <//ut  et  dli 
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suiit  des  diflTérentlelles  eiaêtes,  il  vient 

Comme  on  a  aus^i  </Q  ^mgAdlt  k  étant  le  calorique  spécifique  à  la  température T, 
on  tire  de  là 

AT^J,r« 
(Ibis)  rfT=  ^^n-. 

La  théorie  des  courants  électriquvB  de  Clausius  prouve  que  la  diflTérence  x  de 
niveau  électrique  qui  t'établit  au  contact  de  deux  corps  hétérogènes  est  de  la 
forme  AT,  X  étant  une  constante  qui  dépend  de  la  nature  des  deux  corps.  La 
quantité  de  chaleur  dQ  qui  traverse  dans  le  temps  dr  la  surface  de  contact 
est  kxidxt  i  étant  Tintensité  du  courant.  Mettant  cette  valeur  XXTidr  de  dQ 
dans   (i),  il  vient 

(2)  idT=xd(s^^^y 

relation  donnant  la  quantité  d'électricité  qui  traverse  la  surface  do  contact. 

Ces  deux  formules  expliquent  divers  phénomènes  signalés  antérieurement. 
Sir  W.  Thomson  a  étudié  l'effet  thermique  produit  lors  de  l'extension  d'une  lame 
liquide,  au  moyen  d'une  formule  qui  se  confond  avec  (i),  si  l'on  admet,  comme  il 

est  probable,  que  -3:=;  est  petit.  La  formule  {iàis)  conduit  à  diverses  conséquences 

qui  sont  d'accord  avec  des  expériences  de  l'auteur,  de  Melsens,  de  Jungk  et  de 
Pouillet.  La  formule  (a)  a  été  trouvée,  par  M.  Lippmann,  pour  la  quantité  d'élec- 
tricité qui  traverse  la  surface  de  l'eau  acidulée  et  du  mercure.  L'auteur,  qui  l'obtient 
au  moyeu  d'hypothèses  plus  générales  que  celles  de  M.  Lippmann,  en  dédbit  les 
lois  suivantes  :  i"  la  constante  capillaire  à  la  surface  libre  d'un  liquide  quelconque, 
à  la  surface  de  séparation  de  deux  liquides  qui  ne  se  mêlent  pas  ou  à  la  surface 
de  contact  d'un  liquide  avec  un  solide  est  une  fonction  de  la  température  absolue 
de  cette  surface;  3*  lorsque,  par  dos  moyens  mécaniques,  on  déforme  une  surface 
liquide,  la  température  de  cette  surface  varie  dans  un  sens  tel,  que  la  tension  super- 
ficielle développée  s'oppose  à  la  continuation^du  mouvement. 

Les  formules  (i)  et  (3)  permettent  aussi  d'expliquer  comment  l'évaporation  des 
mei*s  et  la  condensation  des  vapeurs  produisent  sans  cesse  des  courants  thermo- 
électriques. 

Spring  (  W,),  —  Etude  des  phénomènes  capillaires.  (912-918). 

Catalan  {E.)y  Folie  (/^.),  Liagre.  — Rapports  sur  les  «  Tables  de 
logarithmes  à  12  décimales,  jusqu'à  434  billions,  par  M.  A.  Na- 
mur,  avec  Introduction,  par  M.  P.  Mansion  ».  (921-933). 

Exposé  de  la  méthode  de  M.  Naraur;  critique  de  l'Introduction. 

Liagre.  —  Rapport  sur  les  «  Notes  d'Algèbre  et  d'Analyse,  par 
M.  E.  Catalan  ».  (932-934). 


238  SECONDE  PARTIE. 

Catalan, —  Rapport  sur  la  «  Note  sur  réquatibn  xj  ''-h  hy' —  y  =  o, 
par  M.  C.  Le  Paige  ».  (gSS-pSg). 

Montigny,  Duprez,  Folie  [F.).  — Rapport  sur  le  Mémoire  inti- 
tulé «  Sur  le  développement  de  rélectrîcité  statique,  par 
M.  W.  Sprîng  ».  (939-952). 

Houzeau  [J.-C).  —  Fragments  sur  le  calcul  numérique.    (961- 

lOIl). 

Fragment  IV.  Des  approximations  et  des  séries.  Ce  quatrième  fragment  n'est 
guère  plus  susceptible  d'analyse  que  les  précédents.  Voici  les  titres  des  paragraphes  : 
I.  Moyens  d'approximation.  —  II.  Derniers  termes  sensibles  des  séries. —  111.  Classi- 
fication des  séries  numériques.  —  IV.  Séries  dont  la  convergence  est  augnaentée.  — 
V.  Renversement  des  séries. 

Le  Paige  (C).  -^  Note  sur  Téquation  xj^-h  hy* — y=^  o.  (loii- 
1016). 

Cette  équation  n'est  intégrable  que  si  A  =  J  diM,  /i  étant  entier. 

Le  Paige  i^C).  —  Relation  nouvelle  entre  les  nombres  de  Ber- 
noulli.  (loi  jr). 

Catalan  [E,),  —  Note  sur  la  Communication  précédente.  (1018- 
1019). 

Spring  (  Tf^.),  —  Sur  le  développement  de  Télectricité  statique. 
(1024-1071). 

Ce  Mémoire  de  M.  Spring,  comme  le  précédent  (p.pia-giS),  est  expérimental;  mais 
il  est  utile  de  le  rapprocher  du  travail  de  M.  van  der  Mensbrugghe,  analysé  plus 
haut. 

Steichen,  —  Rapport  sur  uhe  Thèse  de  M.  Charles  Savcr  :  «  La 
matière  est-elle  inerte?  »  (ii53-i  i55). 

Terhj  [F,),  —  Résultats  d'observations  de  la  planète  Saturne, 
faîtes  de  1868  à  1874^  à  Foutenay  (Calvados),  par  M.  Ch.  Lehar- 
dclay.  (i3i5-i3i9). 

Tome  XLII;  juillet-décembre  1876. 

Liagre.  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  Houzeau,  intitulé 
<(  Uranométrie  générale,  avec  une  étude  sur  la  distribution  des 
étoiles  visibles  à  Tœil  nu.  »  (5-i  i). 
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■PR  der  Membrugglie  (C).  —  Application  de  la  Tlicrmodyna- 

mique  n  l'étude  des  variations  d'énergie  potentielle  des  surfaces 

liquides.  (21-34)- 
_     Suite  du  tranil  andyaé  plm  hanl.  Soit  Kla  nioriqua ipéclflqae,  t«l  que  l'ixpc- 
4ianca  le  donne  >  la  température  T,  k  le  calorique  spécifique  iniliqué  plui  baul, 
qui  tuppase  que  la  surfice  ait  une  énergie  potcnlielle  nulle.  On  > 


1,  par  »i 


1kd\  =  kdT~KTdU^y 


:n  comparaiion  de  dT, 


K  =  * 


,  Si  A  eil  négligeable  1 

r  (4) 

Enflp,  *i  T  est  conilaDl,  U  rormnie  fandanientale  donne 
(5)  Q  =  -AT^(S,-S,), 

pour  II  quanlité  de  cbileur  néceuaire  pour  chiner  S,  ( 


Voici 


8  rormulei. 


mule(3)  explique  ce 
le  la  chaleur  spécifique  si 


Tariations  do  «olunie  des  corps  par  la  chaleur.  Dans  la  forinule  (4),  -pri  est  néga- 
tif, d'après  l'expérience.  On  en  canelul  qu'il  faut  moins  de  chaleur  pour  élever 
d'un  degré  la  température  d'une  sphère  liquide  que  celle  de  n  petites  sphère*  de  ce 
liquide,  ayant  uoe  m£nio  masae  que  la  iphère  unique,  puis  d'autres  conséquences 

divers  phénomènes  observés  dans  la  vaporisation  des  liquides  cl  la  fusion  des 
solides.  L'auteur  termine  par  l'eiplicstion  de  quelques  faiti  relatirs  aux  liquides 
qui  ont  un  maximum  de  deniité.  Il  insiste  sur  llmportaoce  du  terme  idS  don* 
le*  équations  fondamentale*  de  la  thermodynamique  des  liquides. 

De  Tilly.  —  Rapport  sur  le  «  Supplément  au  Mémoire  de 
M.  Boussinesq  :  Essai  théorique  sur  l'équilibre  d'élasticité  des 
massifs  pulvérulents  et  sur  la  poussée  des  terres  sans  cohésion  ». 
(34a-a43). 

FoUe  [F.)  et  Mantigny.  —  Rapport  aurle  travail  intitulé  «  Sur 


récoulement  du  mercure  p«r  Jei  tubes  capiltaiies  et  les  pbéno- 

mi-ncs  élo 

tlriqucs    qui 

raccompagiieiil,  par  M. 

W.  Spiiiig  ». 

(.43-»-.). 

M/.  (F.)- 

—  Rapport  SI 

ir  la  NdtL- 

intitulée  "  >'oi 

.ivell."  méthodt.- 

pour  déterminer  l'ordre  d'un  lit;i 

Il  géoiiK'lritpie 

défini  par  des 

fouditionï 

1 

algéliriquus, 

par  M.  L. 

é 

Sullvi  0.  (i53- 

■»34). 
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Saltel  [L,).  —  Nouvelle  métliode  pour  déterminer  Tordre  d'un 
lieu  géométrique  défini  par  des  conditions  algébriques.  (3oo- 
333). 

Exposition  d'une  méthode  sur  laquelle  on  peut  consulter  de  nombreux  articles 
publiés  dans  les  Compta  rendus  (t.  LXXX,  p.  1064-1067;  t.  LXXXI,  p.  1047-10Ô0; 
t.  LXXXII,  p.  63-66;  t.  LXXXIII,  p.  529-533). 

Spring  (  TV,),  — Sur  Técoulement  du  mercure  par  des  tubes  capil- 
laires et  les  phénomènes  électriques  qui  Taccompagnent.  (333- 

370). 

Travail  expérimental  qu'il  faut  rapprocher  de  celui  de  M.  van  der  Mensbruçghe, 
analysé  plus  haut. 

Le  Paige  (C). —  Note  sur  la  transformation  des  coordonnées 
dans  la  Géométrie  analytique  de  Tespace.  (384-393). 

Travail  analo(;ue  à  celui  de  M.  Folie  {Bulletin,  t.  XLI,  p.  B6-96). 

Houzeau  [J.-C,)  et  Quetelet  {£,).  —  Rapports  sur  le  travail  intitulé 
«  D'une  histoire  des  Sciences  et  des  Lettres  en  Belgique  pendant 
la  seconde  moitié  du  xviii*  siècle.  Du  projet  qu'on  avait  formé, 
en  1786,  de  créer  une  chaire  à  l'Université  de  Louvain  pour 
l'astronome  de  Zach  et  d  y  ériger  un  observatoire,  par  M.  de 
Mailly.»  (475-479). 

Catalan  [E,),  —  Rapport  sur  le  travail  intitulé  «  Applications 
delà  loi  de  décomposition,  par  M.  L.  Saltel  ».  (484^486*). 

Catalan  [E,)  et  Folie  [F,),  —  Rapport  sur  le  travail  intitulé 
«  Sur  la  formule  indiquant  le  nombre  des  coniques  d'un  sys- 
tème (|u,  v)  satisfaisant  k  une  cinquième  condition,  par 
M.  L.  Saltel  p.  (486-487). 

Houzeau  [J.-C.)  et  Folie  {F,).  —  Sur  les  étoiles  filantes  d'août 
1876.  (532-534). 

Saltel  {L.).  —  Applications  de  la  loi  de  décomposition.  (586-617). 

Saltel  {L.),  —  Sur  la  formule  indiquant  le  nombre  des  coniques 
d'un  système  (fx,  v)  satisfaisant  à  une  cinquième  condition.  (617- 
6a4). 

Fan  der  Mcnsbrugghe  (G.).  —  Quelques  mois  sur  la  relation 


Il 


■ 
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h  entre  les  perturbations  météorologiques  et  les  variations  magné- 
tiques. (ySS'joS), 

m      L'auteur  signale  quelques  faits,  observés  par  le  P.  Secchi,  qui  confirment  les  vues 
é:  théoriques  exposées  par  lui  dans  sa  première  Note  préliminaire  (  Toir  Bulletins  de 
l'Académie,  t.  XLI,  p.  769  et  suivantes). 

louzeau  [J.-C).  —  Sur  les  Compagnons  de  la  Polaire.  (ySS-ySp). 

Catalan  (/?.)  et  De  Tilly»  —  Rapport  sur  un  Mémoire  en  ré- 
ponse à  la  question  :  «  Perfectionner  en  quelque  point  impop^ 

I  tant,  soit  dans  ses  principes,  soit  dans  ses  applications,  la  théorie 
des  fonctions  imaginaires.  »  (paS-pSp). 

Notes  critiques  relatives  à  I*  théorie  des  fonctions  imaginaires,  de  M.  Maxim i- 
lien  Marie. 

Mans.  —  Discours  sur  les  travaux  de  la  classe  des  Sciences  de 
l'Académie.  (993- 10 19). 

Tome  XUII;  janvier-juillet  1877. 

Houzeau  [J.-C),  —  Rapport  sur  le  travail  intitulé  «  Observa- 
tions phvsiques  de  Vénus  en  1876,  par  M.  O.  van  Ertborn  ». 

(5-7)- 
Houzeau  [J.-C,),  —  Apparence  anormale  sur  le  disque  de  Sa- 
turne. (8-9). 

F^an  Ertborn  (O.).  —  Observations  de  la  planète  Vénus  en  1876. 

(20-24). 

Salf.el  (L,).  —  I**  Détermination  «  par  la  méthode  de  correspon- 
dance analytique,  de  l'ordre  de  la  surface  enveloppe  d'une  sur- 
face de  degré  /,  dont  les  coefficients  de  son  équation  sont  des 
fonctions  de  n  paramètres  variables,  liés  entre  eux  seulement 
par  n  —  2  conditions.  2*  Théorèmes  sur  les  courbes  gauches. 
(24-32). 

Catalan  (£".),  Folie  (F,)  et  De  Tillj,  —  Rapports  sur  le  travail 
intitulé  «  Notes  sur  les  équations  homogènes,  etc.,  par  P.  INIan- 

sion  ».  (65-72). 

Plateau  (J,),  — Quelques  exemples  curieux  de  discontinuité  en 
analyse.  (84-91). 
f'oir  plus  bas  le  résumé  de  cet  intéreaaant  traTail  du  saTtnt  physicien  belges 
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7erJy  {/■'.).  —  D«  l'iuopporluniu;  actuelle  d'un*  mUTclk 
(11-  ÎMnr)  et  il'uuenniivi-IK-  imiriciiclaiurt-  ili-*  Uckcsilfta 
uèlv,  â  |>ropus  d'iiii  ■i-criiL  Ouvraf^c  dv  M.  Flii&miiiti 
marquc^s  iiri-paratoïrcs  aux  obturvations  de  tSjj  Ki'n 
(iSg-ifig). 

Mansiwt  (P.).  — ÎVotc  sur  le»  équations  dîi1'ûn;iiiielleïbiu 
et  sur  l'équation  deCtaîraut.  (169-186). 
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1  difli'renliclle  dcjt  lij;nes  de  courbure  dei  surfaces  du  leeund 
iIJiplique. 

^ffouzeau,  Qaetelet  (£".)  et  Folie  (F.).  —  Rapports  sur  le  travail 
intitulé  <(  Étude  comparative  des  observations  faites  sur  l'ai- 
guille aimantée  et  sur  les  taches  solaires  pendant  l'amiéc  iSyH, 
à  l'observatoire  du  Collège  romain,  par  M.  l'aLbé  Spée.  u  (34^- 

Plateau  (/■)■  — Addition  à  la  Wote  îutilidée  n  Quelques  exemples 
\     curieux  de  discontinuité  en  Analyse  ».  (aSS-aSy). 

Voici  le>  principiui  réinluu  contenus  dam  cette  Note  et  dans  celle  du  même 
auteur  que  noua  eToni  tlgnaléa  plus  biut. —  1.  La  fonctloo 

représente  une  conrbe  aifant  au  point  x  ^=a,  j  ^b,  ai  f  <a,  deux  points  df> 
rebrou ssenienl  où  les  tangentes  font  un  angle  Uni.  —  2.  La  fonction 

J-  =  A-i-Vlogsini» 
rcpréMDte  une  suila  do  points  isolés  situés  sur  la  courbe/  =/'(x].—  3.  Les  courbes 
.r  =  eoi^(i'  —  Jt*,  j-=  (x  -+-  i)cos^o'  —  x' ont  deui  ^wWi  d'arrêt  correspondant 
il  j=(i.  x=^  —  «.La  courbe  j  =rbn  (a  —  jr]z^  a  un  point  double  en  z  =  a;  il 
en  résulte  que  la  courl)e  r  =  incos^a  —  x -il  n[a  —  x)xijx  a  ou  point  saillant  en 
i- =  n.  En  général,  si  dans  l'équation  d'une  courbe  qui  présente  un  point  mul- 
lijile  ciirrrapondanl  à  x  =:b  on  remplace/  par/  —  cosy'o  —  x,  on  transformera  eo 
point  multiple  en  un  point  saillant.  —  4.  L'équation 

représente  une  courbe,  tangente  a  l'aie  doa/,  formant  une  espèce  de  /oliam  dans 
l'angle  des  j:  el  des/  posilifs  ;  au-dessous  de  l'aie  des  .r,  elle  se  prolonge  IndéD- 
niment  suirant  deux  branches  situées  l'une  d'un  côté,  l'autre  de  l'autre  de  l'aie 
des/.  Si  l'on  remplace/  par/  —  cost/z,  la  feuille  et  la  branche  de  droite  sunt 
modiriHcs,  la  branche  de  gauche  disparaît.  La  courbe  dont  l'équation  est 

.».l^-».^)lt,+^-™«V[,-^(r-~.iSn'l 

présente  une  particularité  aanblable  :  elle  a  detu  brancLea  ladéBniM  au-dessus  de 

Ouns  ces  (Ivut  courb»,  Iv  |«>iiit  j  =  o,/ =  i  conaliuic  un  paiiil  singuUrr  d'uiif 
noHurlU  tiptrt,  qu'où  peut  op(H!l«r  puiiit  de  drJouhlcmtHI .  Il  n'a  été  signalé  pnr 
portonne,  quu  nous  Hobians,  afanl  l'illuitre  physicien  belge. 

FlainiimriQH  {€.]. — Réponse  aux  iritrijues  iinagïin-osparM.Tfrljy 
conlru  la  Carte  pidiliée  tiaus  les  «  Terres  du  Ciel  ".  {  a58-alij). 

Siillfl  (  f..).  — Tliûorùinc  Kur  lus  arguvKteunfs.  (965--.i(}ti). 
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Saltel  {L.),  —  |o  Applications  de  la  méthode  de  correspondance 
analytique  et  de  la  loi  de  décomposition  k  certaines  courbes 
gauches,  notamment  â  la  détermination  des  singularités  du  lieu 
des  centres  des  sphères  osculatrices  d'une  courbe  gauche  donnée. 
2^  Sur  la  détermination  du  nombre  des  points  communs  à  deux 
courbes.  (266-273). 

Spée.  —  Etude  comparative  des  observations  faites  sur  l'aiguille 
aimantée  et  sur  les  taches  solaires,  pendant  Tannée  1870,  à  l'ob- 
servatoire du  Collège  Romain.  (274-295). 

Les  conclusions  de  Tauteur  sont  favorables  à  l'idée  d'une  concordance  entre 
les  périodes  des  deux  phénomènes.  Les  commissaires,  dans  leurs  Rapports,  font  dos 
réserves. 

Catalan  (i?.),  De  Tilly  et  Folie  [F,).  —  Rapports  sur  le  travail 
intitulé  ((  Remarques  sur  la  théorie  des  fractions  continues 
périodiques,  par  M.  G.  Le  Paige  ».  (325-33o). 

Quetelet  {£,).  —  Rapport  sur  le  travail  intitulé  «  Etudes  sur  la 
planète  Mars  (10*  Notice),  par  M.  F.  Terby  ».  (33i). 

De  Tilly.  —  Rapport  sur  le  travail  intitulé  «  Suite  des  théo- 
rèmes sur  les  polygones  réguliers,  par  M.  Reinemund  ».  (332). 

Catalan  (E.),  —  Remarque  sur  un  Rapport  de  M.  Folie.  (335- 

337). 

Le  Paige  {C).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  fractions  continues 
périodiques.  (337-348). 

Les  équations  du  sixième  de(^  U  =  o,  V  =  o,  qui  ont  pour  racines  respective- 
ment les  sommes  m  =  x  -1-/  et  les  produits  c  —  xx  des  racines  des  équations  qua- 
dratiques ar'  —  />|Jf-4-  Çi=  o»  ^'•"/'t'  "^  7  =0»  *®  réduisent  aisément  à  des  équa- 
tions du  quatrième  degré  ayant  pour  résolvantes  des  équations  du  deuxième,  les 
équations  U  =0,  V  =  0  donnent,  pour  u^  f,  dos  valeurs  développables  en  fractions 
continues  périodiques  si  le  produit  des  discriminants  des  équations  en  jt  et  en  j^ 
est  un  carré.  Cette  condition  est  ne  cessaire  et  suffisante  pour  U  =  o,  suffisante  seu- 
lement pour  V  =  0.  Donc,  pour  que  deux  fractions  continues  périodiques  aient  pour 
produit  (ou  pour  somme)  une  fraction  continue  périodique,  il  suffit  (et  il  faut) 
que  le  produit  des  discriminants  des  équations  génératrices  soit  un  carré.  M.  Ca- 
talan remarque,  dans  son  Rapport,  que  le  théorème  principal  énoncé  ici  peut  se 
démontrer  directement,  presque  sans  calcul,  si  l'on  ne  veut  pas  établir  que  la  con- 
dition relative  au  produit  des  discriminants  est  nécessaire. 

Terby  {F.),  — Études  sur  la  planète  Mars  (10*  Notice).  Explica- 
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|i  tîon  des  dessins  exécutés  en  1666  par  J.-D.  Cassinï,  J.  Campani, 
^  Salvalor  Serra  et  Hook.  (S-ia). 

^  H.  Terby  e«t  parvenu  à  mantrer  riecord  de  loulM  le«  aDciennei  oLierralioai  <le 
Hin. 

m 

^ànemund.  —  Suite  des  théorèmes  sur  les  polygones  réguliers. 
(356-358). 

Catalan  (£".)  et  folie  [F-)-  —  Rapport  sur  le  travail  intitulé 
a  Sur  les  sous-normales  polaires  et  les  rayons  de  courbure  des 
lignes  planes,  par  M.  E.  Ghysens  n.  {46i-4^y). 

Folie  {F.).  —  Sur  l'évolution,  ou  nouvelle  propriété  fondamentale 
dans  la  théorie  des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre,  et 
son  cxlension  aux  courbes  et  aux  surfaces  supérieures.  (5oo- 
5o5). 
Foir  plni  bai,  b  propoi  de  la  auiledo  eett«Note,  uo  rémmé  d^ialllè  de  l'cuMmble 
de*  recherches  de  M.  Folle  lur  l'érolulioa  en  1877. 

Folie  (-F.).  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  Catalan  sur  mon  Rapport 
concernant  le  Mémoire  de  M.  Mausion.  (5o6-5o8). 

Terby{F.).  —  Un  dernier  mot  en  réponse  à  M.  Flammarion.  (54a- 

544)- 

M.  Terbj  maiotient  que  H.  Flaramarlon  a  ulrall  de  «e*  publication!  loule  «ou 
biatoire  et  u  deuriptiao  dea  tacha  de  Han. 

Ghjsens  (  E.).  —  Sur  les  sous-normales  polaires  et  les  rayons  de 
courbure  des  lignes  planes.  (544'^S9). 

Si  p(r,  r,,  r ,r,)  =  o  eti  une  ralaiion  «i)ti«  le*  nyona  vectear*  de  n-i-i 

coarba*  ou  branehei  de  coorlw*,  >a(  point*  où  elle*  a*nt  rencontrée*  par  une 
droite  émanant  d'un  point  flie,  aa  ■ 

i,  étant  h  aaak-nenMile  pohir*  de  la  eoarlM  r^.  Si  p,  p„  ....  p,  tont  Ici  rajOM 
lu  coarbareedM  »-t-i  MoritMi  f/,  f/,,  ...,  f^  mox  d«  n-l>i  eoari>M  Ungente* 
■m  pointa  iiiinrffliii*.  u,  m,,  ...■  ^1m  ËM^m  dM  rajoa*  ftelenr*  r,r,,  ...,  r, 

C<.»'«\,1        p'J  3?        cu>'k,  Vp,  p'/df, 

reUc  formiite  G*t  «urliiut  remarquible  ri  l'on  oonaiiltro  a  Mnirliei  pl  leurs  laii- 
k's,  r  el  r'  «itiril  dcterminv*  p*T  -  -  - 

'Jull.  dri  Scitneri  mûtk. 
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Folie  [F.)  et  Catalan  {£.).  —  Rapport  sur  un  travail  intitulé 
(c  Théorèmes  relatifs  aux  foyers  des  coniques,  par  M.  Boset». 

(715-720). 

Tome  XLIV;  juillet-décembre  1877. 

F^an  der  Mensbrugghe  (G. ),  Catalan  (J?.)  et  De  Tilfy.  —  Rap- 
ports sur  le  travail  intitulé  a  De  l'influence  de  la  forme  des 
corps  sur  l'attraction  qu'ils  exercent,  par  M.  C.  Lagrange  ». 

(348-355). 

Lagrange  (C).  — De  Tinfluence  de  la  forme  des  corps  sur  leur 
attraction.  (23-55). 

I.  Si  une  masse  M  de  forme  quelcouque,  dont  le  centre  de  graTÎté  G  est  à  une  dis- 
tance S  d*un  point  matériel  de  masse  m,  agit  sur  celui-ci  d'après  la  loi  de  Newton, 
on  trouve,  en  néglif^eant  ^~^,  que  les  composantes  de  l'attraction  X,  Y,  Z  sont 

J=-J/xx</M.    I=-l/^.rfM.   J  =  îl  +  -|j[(l«-IK{I.-I)H-(l«-r)]i 

X,  j^  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  M,  par  rapport  à  des  axes 
rectangulaires  passant  par  G;  iMf  I|i»  \m.  les  moments  d'inertie  maximum,  moyen  et 
minimum  de  la  mssseM;  I  le  moment  d'inertie  autour  de  Gm.  On  conclut  de  ces 
valeurs  de  X,  Y,  Z  que  l'attraction  n'est  dirigée  suivant  G  m  que  si  G  m  est  axe 
d'inertie,  et  que  cette  attraction  est  maximum  suivant  l'axe  maximum  de  l'ellipsoïde. 
Le  potentiel  correspondant  aux  valeurs  de  X,  Y,  Z  peut  s'écrire 

■"+^[(l||-l)-H(I^-t)  +  (l„-l)], 

par  suite,  les  surfaces  d'égal  potentiel  ont  une  forme  analogue  à  celle  de  Tellip- 
solde  central  d'inertie,  et  l'on  peut  exposer  comme  il  suit  la  tendance  de  tout 
point  m  dans  son  mouvement  vers  une  masse  attirante  :  i<*  le  point  m  se  rapproche 
du  centre  de  gravité  G;  a"  son  rayon  vecteur  G  m  tend  vers  l'axe  maximum  GA 
de  rellipsoïde  central  d'inertie;  3*  le  plan  mGA  tend  à  se  rapprocher  du  plan  AGB, 
contenant  le  grand  axe  et  Taxe  moyen  do  l'ellipsoïde  d'inertie. 

II.  Dans  le  cas  de  deux  masses  quelconques  qui  s'attirent  d'après  la  loi  de  New- 
ton et  telles  que  la  cinquième  puissance  de  l'inverse  de  la  distance  de  leurs  centres 
de  gravite  soit  négligeable,  l'auteur  démontre  que  l'attraction  est  maximum  quand 
les  grands  axes  des  ellipsoïdes  centraux  d^inertie  des  deux  corps  coïncident  et  que 
les  autres  sont  parallèles.  Dans  leurs  mouvements,  les  deux  masses  tendent  sans 
cesse  à  se  placer  dans  la  position  où  les  axes  sont  situes  comme  nous  venons  de  le 
dire. 

III.  L'auteur  esquisse  ensuite  les  applications  de  ses  recherches  à  la  Physique 
générale.  11  espère  expliquer  diverses  propriétés  de  l'éther  lumineux,  la  forma- 
tion des  cristaux,  la  rotation  du  Soleil  sous  Finfluence  de  l'attraction  des  planètes, 
la  rotation  des  planètes  sous  l'influence  de  l'attraclion  du  Soleil  ou  des  satellites, 
et,  enfin,  la  rétrogradation  des  satellites  d'i>anus. 
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Catalan  (-£".),  Folie  [F.)  et  De  Tilly.  —  Rapports  sur  le  travail 
intitulé  :  a  Note  sur  une  équation  de  Jacobi,  par  M.  Mansion  ». 

(120-127). 

Folie  {F.),  —  Rapport  sur    le  travail  intitulé  «  Sur  quelques 
points  de  Géométrie  supérieure,  par  M.  C.  Le  Paige  » .  (  1 27- 1 28) . 

Folie{F.).  — Suite  à  la  Note  précédente  sur  l'évolution.  (182-193). 

{roir  plus  haut  le  titro  du  premier  travail  de  l'auteur  sur  ce  sujet.)  Un  hexagone 
inscrit  à  une  conique  peut  être  regardé  comme  formé  par  deux  triangles  dont  les 
côtés  se  coupent  sur  la  conique.  Les  côtés  opposés  de  ces  triangles  se  coupant  sur 
une  droite,  les  droites  joignant  les  sommets  opposés  se  coupent  en  un  point,  d'après 
le  théorème  de  Desargues.  Donc,  les  intersections  successives  des  côtés  alternants 
d'un  hexagone  de  Pascal  forment  les  sommets  successifs  d'un  hexagone  de  Brianchon. 
De  même,  les  jonctions  successives  des  sommets  alternants  d'un  hexagone  de  Brian- 
chon forment  les  côtés  successifs  d'un  hexagone  de  Pascal.  D'après  les  théories 
générales  de  l'auteur  en  Géométrie  supérieure,  les  propriétés  indiquées  ici  pour 
les  coniques  s'étendent  à  certaines  courbes  et  surfaces  d'ordre  supérieur.  Les  deux 
hexagones  peuvent  se  réduire  à  un  couple  unique  de  deux  triangles,  l'un  inscrit  à 
la  conique,  l'autre  circonscrit  et  ayant  pour  points  de  contact  avec  la  conique  les 
sommets  de  l'inscrit.  Une  transversale  coupant  les  côtés  opposés  de  ces  deux  triangles 
en  six  points,  que  nous  appelons  i,  i',  a,  a',  3,3',  on  a  la  relation 

ia'.a3'.3i'  =  i'2.2'3.3'i, 

et  les  six  points  peuvent  être  dits  en  évolution,  M.  Le  Paige  (même  volume,  p.  336- 
a37)  observe  que  i'',  conjugué  harmonique  de  i  par  rapport  à  a',  3',  est  en  involu- 
tion  avec  i',  a,  2^3,3'.  Récemment  M.  Folie  a  fkit  remarquer  que  quelques-uns  des 
théorèmes  contenus  dans  sa  Note  appartiennent  à  M.  Catalan,  qui  les  avait  perdus 
de  vue  (^yoir  Nouvelles  jfnnales  de  Mathématiques^  i85a,  t.  XI,  p.  173). 

Mansion  (P.).  —  Note  sur  une  équation  dilTérentielle  de  Jacobi. 
(195-220). 

L'équation  différentielle  de  Jacobi,  où  l'on  introduit  la  variable  fictive  «  =  i, 
prend  la  forme 

{^a^X'^a^-\-a^z){jrdz—'Zdjr)'^{^b^x-Jt-b^'^b^z){idx—xdz) 

-+-  (cj X  -h c^ -^c^z){xdjr  ^jrdx)  =  o. 

Multipliant  par  le  déterminant  2  ±:  «, ^tV»*  ^^  ^^  amené  naturellement  à  la  substi- 
tution de  Jacobi  u,  =  a,x  -f-  fitJ"  -l-  y,  «>  "t  =  •  •  •  >  ^^  ^  *<>°  intégrale  générale,  chaque 
fois  que  les  équations 

qui  déterminent  («ei^,yi),  (««i9«y«)>  (a«i9«V«)i  donnent  pour  A  des  racines  inégales. 
Si  deux  valeurs  de  k  sont  égalas,  on  trouve  l'intégrale,  devinée  dans  ce  cas  par 

M.  Serret,  en  posant  «g  «  -rpi  ^  =  g~»  y  =  -^  f  A,  étant  la  racine  double  de 


-  uw»  mciue*  égaie»,  u  buiu»  uo  laire  oc,  = 

R.2I. 


l'équation  eubli|n«  «n  il.  SI  eellê^  '^  trois  racines  égales,  il  suffit  de  faire  «t  =  -^r  » 


M.  CbktiM  iDl-m 


■rqucr  que  laiil»  les  eritii|iiMÎ^^| 
icune  rnlioii  il'i-liv,  parer  quXiM  M 
■  déclini  u  mtthodp  ioapplicnbtci. 


UËMOIRES  cDuronni^a  et  autres  Mémoires  publii^s  iwr  1 
Sciences,  îles  Lellres  el  des  Beaux-Arts  do  Belgique 
Bruxelles,  F.  Ila^ez  ('). 

Tomo  XXVI;  décembre  1875. 

Cr  Volume  ne  couliciil  aucun  Mùmairo  d«  HulhéœuiqB* 
PhjliqDC  mit  béni  a  (iq  II  V.  ^k 


Tome  XXVIl;  ma!  1S77J  ^^M 

Mail/j-  (£".)-  —  D'une  histoire  des  Sciences  < 
Be]gi<iuc  [rendant  la  seconde  inoilîé  du  xvm* 
que  l'on  avait  form^,  en  1786,  de  créer  une  c 
site    do  Louvaiti  pour    l'astronoDic  de   Zacb 
Observatoire.  (  16  pages). 

Ronteiancmcnti  dËtalIlôi  lur  en  projet  ol  Noiica  trës-aoig 
Preabouri!  le  ^  juin  1754.  mori  à  Par»  le  1  Hptemlirit   i833. 

Alaillj  [E.].  — Notice  sur  Rombaut  Boumons, 
demie   impériale  et  royale   des  Sciences   et 
Bruxelles.  (33  pages). 
ié  i.  Mdion  len  le  11  noTembr?  i:3i,  niori  fnu  la  93  m 
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iSaltel  [L,),  —  Mélanges  de  Géométrie  supérieure.  (32  pages). 

I.  Sur  l'extension  des  trois  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  série» 
homographiques.  —  II.  Construction  par  les  courbes  des  racines  des  équations  al(jc- 
briques.  —  III.  Nouvelle  construction,  par  la  règle  et  le  compas,  de  la  courbe  du 
troisième  ordre  définie  par  neuf  points.  —  IV.  Théorèmes  sur  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre. 

Saltel  (L,),  —  Mémoire  sur  de  nouvelles  lois  générales  qui  ré- 
gissent les  surfaces  à  points  singuliers.  [66  pages). 

Introduction  :  Remarques  diverses  sur  l'extension  des  théorèmes  relatifs  aux 
courbes  planes,  aux  surfaces.  On  ne  doit  pas  perdre  de  rue  qne  les  sarfaces  peuvent 
avoir  non-seulement  des  points  singuliers,  comme  les  courbes  planes,  mais  aussi 
des  lignes  singulières.  —  Chapitre  I  :  Étude  de  la  seconde  transformation  argué- 
sienne,  définie  par  les  relations  xx' =jry  =zz' =  utt'f  (x,j^,*,ii)  et  (x*,^',*',»') 
étant  les  coordonnées  tétraédriques  de  deux  points  ou  de  deux  droites  correspon- 
dantes. —  Chapitre  II  :  Des  points  communs  à  trois  surfaces  qui  ont  déjà  en  com- 
mun fi  points  multiples,  (a)  Deux  points  multiples  d'ordre  a,  b,  qui  appartiennent  à 
une  surface  d'ordre  m,  forment  une  combinaison  d'ordre  r^  =  tf  h-  ^  —  m.  (^}  Lemme 
fondamental  :  «  Si  une  surface  d'ordre  m  a  doux  points  multiples  d'ordre  a,  b,  for- 
mant une  combinaison  positive  d'ordre  r^,  la  droite  qui  les  joint  est  nécessaire- 
ment pour  cette  surface  une  ligne  multiple  d'ordre  r^*»  (y) Théorème:  «  SI  trois 
surfaces  les  plus  générales  de  leur  espèce,  d'ordre  iii,,JH,.m,,  ont  trois  points 
communs  multiples  d'ordre  (a,,  <>«« ''«)(^i>  ^t«  ^i)(^i»  ^t*  ^t)  formant  respective- 
ment trois  combinaisons  positives 

('■-1*1'  S*3'  ''-3*3)'  ('■*i'i'  '**ïV'"*»'3)'  ('■•i'i''"'a*3'  ''•j'J' 
le  nombre  des  points  simples  communs  aux  trois  surfaces  est  égal  à 

m,  m,  m,  —  n^  «,  «j  —  l^^  b^  *,  —  c,  c,  c, 

a,»,     «,»,    «3»j  *,  e,    »j,*j    «3^  *|«|    «,«,     «j-j 

{S)  Théorèmes  analogues  dans  le  cas  où  le  nombre  des  combioaisons  positives  est 
moindre,  ou  bien  où  le  nombre  des  points  multiples  commun  est  égal  à  4  ou  supé- 
rieur à  4f  mais  réductible  à  4  ou  3  par  transformation  arguésienne.  —  Chapitre  III  : 
Applications  diverses,  en  particulier  à  la  détermination  de  le  classe  d'une  surface 
d'ordre  m  la  plus  générale  do  son  espèce,  ayant /a  points  multiples.  —  Chapitre  If^: 
Problème  :  «  Une  surface  d*ordre  m  la  plus  générale  de  son  espèce  a  ju  points 
multiples  :  trouver  le  nombre  de  points  simples  qu'il  faut  Joindre  à  ces  points  mul- 
tiples |>our  la  déterminer.  •  Solution  pour  /a  =  1,  9,  3,  4«  coujeetures  pour  le  cas 
où  /x>  4. 

P.  M. 
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ÂTTI  DBLLA  R.   ACGADBIIIA  DELLB  SciBNZB  DI  TORINO  (' ). 

Tome  XII;  novembre  1876 -juillet  1877. 

Zucchetti,  —  Étude  relative  à  la  statique  d'un  système  de  forces 
dirigées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace.  (44~S4)* 

L'auteur  considère  sous  le  Dom  de  réseau  iriangulaire  ou  réseau  funiculaire  la 
figure,  en  général  non  plane,  formée  de  lignes  qui  joignent  des  points  particuliers 
déterminés  do  proche  en  proche  sur  les  lignes  d'action  des  diverses  forces  «ïonsé- 
cutÎTes,  et  de  lignes  qui  relient  les  points  précédents  situés  sur  deux  forces  non 
consécutiTCs.  Le  réseau  funiculaire  est  une  extension  de  la  notion  du  polygone  fu- 
niculaire au  cas  de  forces  non  situées  dans  un  même  plan. 

Le  Mémoire  que  nous  analysons  a  pour  but  d'indiquer  la  construction  du  réseau 
funiculaire  et  du  diagramme  correspondant  des  forces  pour  un  système  quelconque 
de  forces;  l'auteur  examine  ensuite  le  cas  spécial  où  les  forces  sont  en  équilibre,  et 
il  montre  que,  dans  ces  conditions,  le  réseau  funiculaire  et  le  diagramme  des  forces 
sont  des  figures  réciproques. 

Dorna  {A»)-  ^  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  princi- 
pales planètes  pour  l'année  1878  et  pour  Turin,  talcolées  en 
temps  moyen  de  Rome,  (i 5 1-173). 

Borchardt  [C-W,),  —  Note  sur  la  moyenne  arithmético-géomé- 
trique  de  quatre  éléments.  (283-284)* 

M.  Borchardt  résume  rapidement  les  principaux  résultats  d'un  Mémoire,  public 
par  lui  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  sur  l'extension  à  quatre  élé- 
ments de  l'algorithme  des  moyennes  arithmético-géométriques,  indiqué  par  La- 
grange  en  1784-1785. 

Oyidio  [E.  d').  —  Addition  à  la  Note  sur  les  déterminants  des 
déterminants.  (33 1-333). 

La  Note  est  un  complément  au  travail  sur  le  même  sujet  publié  dans  le  Vo- 
lume XI  des  Actes  de  V Académie  de  Turin, 

Ox^idio  [E,  d'),  —  Recherches  sur  les  systèmes  indéterminés 
d'équations  linéaires.  (  334-349  )> 

Genocchi  [A,).  —  Note  sur  la  publication  faite  par  le  prince  Bon- 
compagni  de  onze  lettres  inédites  de  Lagrange  àEuler.  (35o-366). 

Ces  onze  lettres  ont  été  trouvées  dans  les  Archives  de  lu  Salle  des  Conférences  de 


(')  Voir  UuUetin,  I„  19. 
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rAcadémie  de  Pétcrtbourg;  elles  ftont  intéressaDtet  pour  l'histoire  de  la  Tîe  et  det» 
travaux  de  Ljigrange. 

La  première  (juillet  1754)  est  relative  à  la  série  qui  exprime  les  différentielles 
ou  les  intégrales  successives  d'un  produit. 

La  seconde  (il  août  1755)  renferme  un  exposé  des  principes  de  la  méthode  ou 
du  calcul  des  variations. 

Dans  la  troisième  lettre  (ao  novembre  i7j5),  Lagrange  entretient  Euler  de  ses 
recherches  sur  les  cwrvœ  citissimi  appulsus  ad  datam  lineam. 

La  quatrième  lettre  (20  mai  1766)  est  relative  ii  la  proposition  qui  lui  avait  été 
faite  d'être  agrégé  à  l'Académie  de  Berlin,  à  la  méthode  de  maximis  et  minimisf  et 
aussi  au  principe  de  la  moindre  action,  qu'il  voudrait  appliquer  à  l'ensemble  de  la 
Mécanique. 

La  cinquième  lettre  (a8  juillet  1759)  accompagnait  l'envoi  du  premier  Volume  des 
Miscellanea  Taurinensia;  Lagrange  y  analyse  brièvement  les  différents  Mémoires 
qu'il  renferme,  et  surtout  le  Mémoire  de  Daviet  de  Foncenex  sur  les  quantités  ima- 
ginaires, 

La  sixième  lettre  (4  août  (759)  est  relative  à  la  même  publication,  sur  laquelle 
Lagrange  voudrait  bien  avoir  l'avis  de  l'Académie  de  Berlin. 

Dans  la  septième  lettre  (a4  novembre  1759),  Lagrange  entretient  Euler  d'une 
solution  analytique  du  problème  des  cordes  vibrantes  et  de  l'équation 


(^/ """"U^V' 


dont  il  dépend.  Le  fait  le  plus  intéressant  rapporté  dans  cette  lettre  est  le  sui- 
vant :  «  J'ai  aussi  »,  dit  Lagrange,  «  composé  moi-même  des  éléments  de  Mécanique 
et  de  Calcul  différentiel  et  intégral  à  l'usage  do  mes  écoliers,  et  je  crois  avoir  déve- 
loppé la  vraie  métaphysique  de  leurs  principes  autant  qu'il  est  possible.  » 

Un  manuscrit  des  principes  de  Calcul  différentiel  et  intégral  existe  dans  la 
bibliothèque  du  duc  de  Gènes;  on  ne  connaît  pas  de  copie  des  éléments  de  Méca- 
nique. 

La  lettre  du  26  décembre  1759  est  relative  à. la  solution  de  l'équation 

d*z  d*z  dz  z 

dt*  ""     dx*  xdx         jc*' 

d'où  dépend  le  problème  de  la  propagation  des  ondes  circulaires. 

La  neuvième  lettre  (i*'  mars  1760)  traite  de  la  recherche  du  corps  qui  présente 
le  plus  grand  volume  sous  une  surface  donnée  et  de  la  propagation  du  son  dans 
un  tube  conolde  de  section  proportionnelle  à  jc«.  Lagrange  dit  qu'il  a  cherché  à 
résoudre  le  problème  par  des  approximations  successives. 

La  dixième  lettre  est  datée  du  14  juin  1762  et  accompagne  l'envoi  du  second  Vo- 
lume des  Miscellanea  Taurinensia, 

Les  seules  parties  importantes  de  1*  onzième  lettre  (a8  octobre  1762)  sont  les 
lignes  suivantes  :  «  Ayant  appris,  par  une  de  vos  lettres  de  1769,  que  vous  avez  fait 
assez  de  cas  de  ma  méthode  de  maximis  et  mînimis  pour  l'étendre  et  la  perfec- 
tionner dans  un  Traité  particulier,  j'ai  cru  devoir  supprimer  entièrement  celui 
que  j'avais  presque  déjà  achevé  sur  ce  sujet,  et  je  me  suis  borné  à  en  exposer 
simplement  les  principes  dans  un  Mémoire  que  j'ai  t&ché  de  rendre  le  plus  court 
(|u'il  m'a  été  possible;  je  no  me  suis  même  déterminé  à  composer  ce  Mémoire 
(|ue  parce  que  vous  m'avez  fait  l'honneur  de  me  mander,  dans  la  même  lettre, 
que    vous    ne   vouliez  point  publier  votre  travail  avant  le   mien.   »   Le  Mémoire 
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auquel  Lagrange  fait  ici  allusion  est  celui  imprimé  dans  le  Tome  II  des  MisceiUutea 
Taurinensia  sous  le  titre  :  Essai  d'une  nout^lie  méthode  pour  déterminer  les  nuueiwna 
et  minima  des  formules  intégrales  indéfinies. 

Dorna  et  Charrier,  —  Observations  de  la  comète  1877,  découverte 
à  Strasbourg  le  5  avril  1877.  {i^^-^'^^)' 

Marco  [F,),  —  Note  sur  la  cause  de  la  lumière  zodiacale.   (434" 

449)- 

Le  Soleil  électrisé  donne  naissance  au  courant  terrestre  qui,  suivant  Ampère, 
explique  Torientation  de  Taiguillo  aimantée;  la  lumière  zodiacale  est  la  manifea- 
tation  partielle  de  la  portion  de  ce  courant  qui  traverse  l'atmosphère. 

Genocchi  (^.).  —  Résumé  d'un  Mémoire  intitulé  «  Sur  un  Mé- 
moire de  Daviet  de  Foncenex  et  sur  les  géométries  non  eucli- 
diennes ».  (489-494)* 

Le  travail  de  M.  Genoccbi,  qui  sera  inséré  dans  les  Mémoires  de  l'Acadé^mie  de 
Turin,  renferme  un  résumé  du  Mémoire  de  Foncenex  publié  dans  le  second  Vo- 
lume des  Miscellanea  Taurinensia,  et  une  critique  des  travaux  de  MM.  Beltrami  et 
De  Tilly  sur  l'interprétation  des  géométries  non  euclidiennes  et  sur  rimposaibilité 
d'une  démonstration  du  postulatum  d'Euclide  par  la  Géométrie  plane. 

Tomo  XIII;  novembre  1877 -juillet  1878. 

Dorna  (^.).  —  Méthode  pour  trouver  les  formules  générales  pour 
le  calcul  de  la  parallaxe  d*un  astre  à  l'aide  de  simples  relations 
de  Trigonométrie  plane.  (261-268). 

Le  savant  directeur  de  l'Observatoire  de  Turin  montre  que  les  notions  élémeu- 
taires  de  Géométrie  dans  Tcspacc,  jointes  à  la  connaissance  de  la  Trigonométrie 
rectiligne,  suffisent  à  trouver  des  formules  propres  au  calcul  numérique  des  chan- 
gements que  la  parallaxe  introduit  dans  les  positions  apparentes  des  astres.  Les 
formules  conviennent,  quel  que  soit  le  système  de  coordonnées  adopté. 

Lucas  {E,). —  Théorèmes  d'Arithmétique.  (271-284)- 

1"  Si  /»  désigne  un  nombre  premier,  on  a  l'identité 

3^- 


,6^  =  G«-(-^),xH% 


dans  laquelle  G  et  H  désignent  des  polynômes  en  x  à  coefficients  entiers. 

2**  Si  le  produit  de  deux  nombres  entiers  a  eX  b  est  de  la  forme  4^  -H  i»  les  divi- 
seurs propres  de 

a       -+-  /> 

appartiennent  ii  la  forme  linéaire  Habnq  •+■  i. 

3"  Si  les  nombres  ^7  -i   3  cl  87  -h  7  sont  premiers,  le  iiouibrc  a*''"'  ^ —  1  est  divi- 
sible par  87-^-7. 
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4*  Pour  quep  =  ^-f+^»-*-i  — ,  gQ|(  premier,  il  faut  et  II  laflit  que  l'on  ait  la  con- 
grue nce 

p-ht  p-k-X 

(a" -♦-  ^a*" -h  I  )   '    -i-(2"— ^a^-hi)   '    s  o. 

Ferraris  (G.).  —  Démonstration  du  principe  de  Helmholtz  sur  le 
timbre  des  sons  par  des  expériences  faites  à  Taide  du  téléphone. 
(287-299). 

Basso  (G.).  — Note  sur  les  courants  électriques  d'induction  pro- 
duits par  le  moyen  de  mouvements  oscillatoires.  (401-424 )• 

Quand  un  disque  do  fer  doux  oscille  devant  un  aimant,  de  manière  que  les 
oscillations  se  produisent  dans  la  direction  de  son  axe  magnétique,  et  si  ces 
oscillations  sont  isochrones  et  d'une  faible  amplitude  par  rapport  à  la  distance 
du  fer  doux  à  l'aimant,  le  courant  induit  produit  dans  une  spirale  placée  autour 
de  l'aimant  obéit  aux  deux  lois  suivantes  : 

I**  L'intensité  moyenne  du  courant  est  proportionnelle  au  nombre  des  oscilla- 
tions produites  dans  l'unité  de  temps  et  à  l'amplitude  des  oscillations. 

a**  L'intensité  moyenne  du  courant  est  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance 
entre  le  disque  oscillant  et  le  pôle  magnétique  de  l'aimant. 

La  vérification  expérimentale  de  ces  deux  lois  est  une  nouvelle  confirmation  du 
principe  général  que  la  variation  du  moment  magnétique  produite  dans  un  aimant 
quand  on  lui  présente  un  disque  de  fer  doux  est  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance  entre  le  disque  de  fer  doux  et  le  pôle. 

Basso  (G.).  —  Application  de  la  boussole  rhéométriquc  à  la  me- 
sure des  courants  électriques  de  courte  durée.  (61 5-625). 

Siacci  {F,).  —  Le  pendule  de  L.  Foucault  et  la  résistance  de  l'air. 

(695-715). 

M.  Siacci  suppose  que  les  oscillations  ont  une  faible  amplitude  et  que  la  résis- 
tance de  l'air  est  proportionnelle  à  la  vitesse;  prenant  alors  les  équations  complètes 
du  mouvement  du  pendule,  il  démontre  que  : 

«  Quand  un  pendule  se  meut  dans  l'air  en  s'écartant  peu  de  la  verticale,  un  point 
quelconque  de  sa  masse  décrit,  en  projection  horizontale,  une  spirale  équiangle 
autour  d'un  centre  qui,  à  son  tour,  décrit,  en  sens  opposé  et  autour  de  la  verticale, 
une  spirale  égale  à  la  première.  Les  deux  spirales  sont  parcourues  avec  une  vitesse 
inversement  proportionnelle  aux  rayons  vecteurs;  ces  derniers  tournent  d'un  mou- 
vement uniforme,  et  la  bissectrice  de  leur  angle  tourne,  avec  une  vitesse  égale  et 
contraire  &  celle  de  la  Terre,  autour  de  la  verticale  considérée.  » 

Genocchi  (A.).  —  Note  sur  les  fonctions  interpolaires.  (716-729). 

Le  Mémoire  traite  de  l'expression  des  fonctions  interpolaires  d'Ampère  et  de 
Cauchy  à  l'aide  d'intégrales  multiples,  ainsi  que  de  la  formule  d'interpolation  de 
Lagrange. 

Jiicheltny  {P.).  —  Observations  sur  la  théorie  donnée  par  Ponce- 
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let  pour  expliquer  la  résistance  des  fluides,  et  essai  d^un  calcul 

numérique  de  cette  résistance.  (730-749,'- 


L'aateur  démoDire  qce  let  formoles  de  Poaeelei  doiveat  être  alwdoaaée»  et 
remplacées  par  celles  de  Bélanger. 

Dorna  (■/^.).  —  Ephémérides  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  princi- 
pales planètes,  calculées  pour  Turin.  (879-905). 

Ferraris  {G.).  —  Recherches  sur  l'intensité  des  cxHiraiits  élec- 
triques et  des  extra-courants  du  téléphone.  (980-1027). 


BULLETIN  DE  LA  Société  Mathéiiatique  db  Faaxcb  (*). 


Tome  VI;  1878. 

Alarmlieim  [A.  ).  —  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  i-elatif 
au  déplacement  inCniment  petit  d'un  dièdre,  et  nouvelle  appli- 
cation de  ce  théorème.  (5-7). 

Lorsqu'une  face  d*un  dièdre  mobile  a  pour  caractéristique  une  droite  perpendi- 
culaire à  l'arête  de  ce  dièdre,  l'autre  face  a  aussi  pour  caractéristique  une  perpen- 
diculaire à  cette  arête.  On  en  conclut  que  : 

«  Lorsque  les  deux  rayons  de  courbure  d'une  courbe  gaucbe  sont  proportionnels, 
cette  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  une  surface  cylindrique.  » 

MannJieim  (A.).  —  Démonstrations  géométriques  d'un  théorème 
relatif  aux  surfaces  réglées.  (7-9). 

Il  s'agit  de  ce  théorème,  dû  à  M.  O.  Bonnet  : 

■  Une  ligne  tracée  sur  une  surface  gauche,  qui  coupe  sous  un  angle  constant  les 
génératrices  rectilignes  de  la  surface  et  qui  est  en  même  temps  ligne  géodésique, 
ne  peut  être  que  la  ligne  de  striction.  » 

Lucas   [E.),   —  Théorème    sur    la    géométrie  des    quinconces. 
(9-«o)- 

Les  centres  de  trois  cases  quelconques  d'un  échiquier  de  grandeur  quelconque 
ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral  ou  d'un  hexagone 
régulier. 


(•)  Voir  Bulletin,  ll„  i33. 


J .' 
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Halphen.  —  Sur  1rs  singularités  tics  courhrs  cauclufi  akt-br:«]i;i>. 
(10-43). 

Une  portion  d'une  courbe  gauche  passant  par  un  point  pri>  p*:««r  .•ri;:':io  *:  rt:- 
portée  à  trois  axes  rectangulaires,  dont  l'axe  de*  x  est  la  tan^ji-nl*  a  la  c  u;:-  *.'. 
l'axe  de»  z  In  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  peut  toujours  rire  rr;rc^:.*.f 
par  des  équations  telles  que 

Les  termes  A /"•♦•«,  B/"+*+''  étant  respectivement  les  premiers  termes  de  îi-i:-. 
séries  procédant  suivant  les  puissances  positive»,  entières  et  eroîuantes  de  :.  \if 
portion  de  courbe  qui  correspond  à  des  valeurs  de  r  qui  rendent  crs  M-nr»  ec  Li«*r- 
(rentes  est  appelée  cjrcle  par  M.  Halphen  ;  /i,  /.  v  sont  dits  l'ordre^  le  rans.  la  r le  •■' 
du  cycle.  Aux  environs  d'un  point  quelconque,  une  courbe  gauche  alg^Lriq:*'-  s- 
décompose  en  un  ou  plusieurs  cycles.  Les  courbes  planes  admettent  un^-  r^pref-^L- 
talion  analogue,  mais  il  n'y  a  lieu  de  considérer  pour  chaque  cycle  que  d<'iix  e^«* 
ments,  l'ordre  et  la  classe.  A  un  cycle  (//,  /,  v)  correspond,  dans  une  Ê^nr^  oi'rrt- 
lative,  un  cycle  (»»,  1,  «).  La  perspective  d'un  cycle  '/i,  1.  »•  .  fait*  d  ua  jo'lt 
((uelconque,  est  un  cycle  {n,  i);  d'un  point  quelconque  du  plan  oftculale-ur.  \. 
cycle  (/i, «-+-«');  d'un  point  quelconque  de  la  tangente,  un  c^c!*-  '  n  —  1,  i'  . 

Si  l'on  désigne  par  m  le  <^^rcf  d'une  courbe  gauche  ', nombre  d«ri  yM/inlt  '■;.  U 
courbe  est  rencontrée  par  un  plan),  i>ar  /&  sa  classe  (nombre  dtt»  plan^  'ft^ululfria >■ 
«lu'on  peut  lui  mener  par  un  point),  par  rson  rang  (nombre  de»  l^ù^tuU^  *  ,* 
courbe  qui  rencontrent  une  droite  donnée),  on  a,  entre  ces  élément»  et  l«r«  ordr*-». 
les  rangs  et  les  classes  des  cycles  de  cotte  courbe,  les  relationn 

se»»  —  /)—  /n::^3.'tt  —  r\ 
X  (  «  —  I  )  —  fl  :—  3  (  »l  —  tj. 

Ces  notions  établies,  M.  Halphen  se  pose  la  question  suivante  :  Liant  JiutiU»-*-  ur*'- 
équation  algébrique  entre  jr,,r,  z  et  les  dérivées  successives  de^r,  z  par  ni^pf^n  m  x. 
trouver  le  nombro  des  points  d'une  courbe  gauche  algébrique  Cj,  fn  e:hàf:uu  «i^v* 
quels  cette  équation  est  vérifico.  Après  avoir  indiqué  coramrnt  on  prut  Ira.t^-/ 
chaque  eus  particulier,  il  donne  le  théorème  suivant  : 

«  Le  nombre  des  points  d'une  courbe  gauche  G,  de  degré  m  fi  de  ran;;  /-,  •'u 
chacun  desquels  est  vérifiée  une  équation  différentielle  algébrique  du  pr<smi»r 
ordre,  nii.so  sous  forme  projectivo  et  dont  les  données  sont  indépendante»  *{*>.  C 
est  é{;al  à  6)  r  -h  0  m,  u  et  0  étant  deux  nombres  qui  ne  dépendent  qa«  de  I  ^qg^' 
tion  difTérenticlIc  donnée   • 

K\o  théorème  donne  lieu  à  de  nombreuses  et  intéressantM  applirations. 

Dans  le  cas  où  l'équation  différentielle  est  du  second  ordre,  le»  mkm»%  c/«ridi- 
ti(»ns  d'indé]>(>ndance  étant  toujours  supposées  remplie»,  le  nombre  rherche  »»t  \» 
somme  <le  quatre  nombres,  dont  chacun  est  le  produit  d'un  facteur  dépendant  de  l-k 
courbe  seule  et  d'un  facteur  dépendant  de  l'équation  seule. 

Pour  les  covariants  différentiels  d'ordre  RU|>érieur  au  second,  il  h'exist«  p«firil  d" 
fornniIoH  analogues  composées  d'un  nombre  lini  de  terme»  et  applieabl«^a  Vtnx  l*-^ 
cas;  mais  on  trouve  de  telles  formules  quand  on  se  borne  a  one  e/#arbe  u*-.  t^hniA." 
nant  que  <U's  singularités  ap])artenant  à  un  nombre  lini  de  f;iniilte«  donhf-i-t.  u^t 
r\<'mplc  à  une  courbe  ne  contenant  pas  d'autre  c.\r\t.  %in;;ulîer,  «n  |Kiîni  At-  tii«. 
poiH'tu''l,  que  «le»  rebrouS'MMneuts  ordinaires  '*».  1.  1,. 
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Fouret  (G.).  —  Sur  le  nombre  des  normales  conunuiies  à  deux 
courbes,   à   deux   surfaces,   à   une    courbe  et    à    une    surface. 

(43-49)- 

Normales  communes  à  deux  courbes  planes  algébriques,  à  deux  surfaces  algé- 
briques, à  deux  courbes  algébriques  planes  ou  gaucbes,  à  une  courbe  algébrique 
et  à  une  surface  algébrique. 

Lucas  [E.).  —  Sur  les  congruences  des  nombres  eulériens  et  des 
coefficients  différentiels  des  fonctions  trigouomé triques,  suivant 
un  modide  premier.  (49-*'>4)* 

En  faisant 

cosx  '  ' 

M.  SyWester  a  désigné  sous  le  nom  de  nombres  d'Euler  les  nombres 

E^  =  ( — i)"  1.2. 3...  (a  «)<*»> 

ces  nombres  sont  entiers  et  impairs.  M.  Lucas  montre  que  l'on  a,  p  étant  un  nombre 
premier, 

E^, -h  E^_, -h  . . . -f- E,  H- E.  =  o    (mod./y), 

E^  =  E^»(^,)    (mod./>), 

et  que,  en  général,  les  résidus  des  coefficients  différentiels  d'une  puissance  entière 

et  positiTC  de »  suirant  un  module  premier,  se  reproduisent  périodiquement. 


cosx 


Laguerre.  —  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième   classe. 

(54-57). 

Si  une  courbe  unicursale  de  troisième  classe  est  tritangente  à  une  conique,  les 
trois  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  cette  courbe  par  un  point  quelconque  de  la 
conique  rencontrent  de  noureau  cette  conique  en  trois  points.  Un  des  c6tés  du 
triangle  formé  par  ces  trois  points  passe  par  un  point  fixe. 

Lucas  [£,  ).  —  Sur  les  développements  en  séries.  (57-68). 

Application  du  calcul  symbolique  à  la  théorie  des  développements  en  série; 
généralisation  des  théorèmes  de  Stirling  et  de  Boole. 

Laguerre.   —  Sur  la  multiplication  des  fonctions   algébriques. 

(68-7.). 

Si  l'on  suppose  que  U  soit  une  forme  binaire  du  quatrième  degré  dont  H,  J,  S 
sont  respectivement  le  hessien,  le  covariant  cubique  du  sixième  degré  et  l'invariant 
quadratique,  on  trouve,  en  transformant  une  formule  due  à  M.  Hermite,  la  re> 
lation 

U>(x,j)U(f,>7)  =  A*-h6HA«««-+-4JA«'-h(SU«  — 3H»X 

où 

m  \    ÔJc  àr  J 
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M.  Laguerro  en  déduit  les  intégrales  algébriques  entières  des  équations 


5</x  </Ç 


=  o. 


=  o; 


il  traite  ensuite  le  cas  de  la  multiplication  par  un  nombre  impair  quelconque. 

Laguerre,    —   Sur  la   transformation  des  fonctions   elliptiques. 

(72-78). 

L^auteur  rappelle,  d'après  Eisenstein,  comment  l'intégration  de  l'équation 

dx 


^dv. 


où 

peut  être  ramenée  à  l'intégration  du  système  simultané 

AX« -h  a  BXY -H  CY*  =  y»  Y« -H  Y'« -H  ïl  \ 
qBX« -f- 4 CXY -h  aDY«  =  —  a ^XY -h  YX" -h  qX' Y' -4- XY\ 
ex»  -t-  aDXY  ■+-  EY*  =  ?X«  -4-X'*  —  XX', 

X  et  Y  étant  des  fonctions  de  v  dont  les  dérirées,  par  rapport  à  cette  variable,  sont 
désignées  au  moyen  d'accents  et  dont  le  rapport  fournit  une  intégrale  de  l'équation 
proposée,  et  ^  représentant  une  fonction  arbitraire  de  v.  Il  parvient,  au  moyen  de 
ces  formules,  à  retrouver  simplement'  les  formules  de  Jaoobi  pour  la  transfor- 
mation. 

P lequel.  —  Détermination  de  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  des 
axes  des  coniques,  perspectives  sur  un  plan  vertical  de  cercles 
de  rayons  égaux  situés  dans  un  plan  vertical  et  dont  les  centres 
sont  sur  une  horizontale.  Construction  des  axes  de  ces  courbes. 

(82-84). 

Penin.  —  Sur  une  relation  remarquable  entre  quelques-unes 
des  singularités  réelles  des  courbes  algébriques  planes.  (84-1 17). 

Il  s'agit  de  la  relation,  duo  à  M.  Klein  (Mathematische  jinnaien,  t.  X), 

m  -h  /,  -H  a  t',  =  /i  -h  A|  -h  a  ^, , 

entre  le  degré  m,  le  nombre  i^  des  inflexions  réelles,  la  classe  /i,  le  nombre  A^  des 
rebroussements  réels,  le  nombre  ^|  des  points  isolés  d'une  courbe  algébrique. 
M.  Perrin  déduit  cette  relation  d'un  certain  nombre  de  théorèmes  de  géométrie 
de  situation,  relatifs  à  un  mode  de  décomposition  des  contours  fermés  dont  le 
principe  est  dû  à  M.  Jordan. 

Lucfis  (/^.).  —  Sur  les  suites  de  Farcy.  (1 18-1 19). 
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Halphen.  —  Sur  Ica  sommes  des  diviseurs  di-s  nombres  fntiiTs  r! 
les  dccomposi lions  en  deux  carrés,  (iig-iao). 

Soionl  j  uii  nombra  entier  poailif  i-t  S(')  la  somme  des  diTiBeun  poiitib  dn  >, 
donllcc  quoticnl*  p«r  f  lunt  impair*;  la  loncUoD  Duncriquo  S(')  rértâe  11  reT>- 


S(i)-i[S(»-il-5(i-(>-i-S( 
on  pMit  déduire  de  là  le  théoiéne  lur  la  décompuii 


9)- 


••1: 


j4mtrè  [D.].  —  NuLi:  sur  les  diivcloppcmcnls  dos  puissaucca  d 
ccrlaîacs  fonctions,  (iao-131). 

f^ngaerru.  —  Sur  l'intégration  de  l'équation 


ifr      »  lilrV 

'  d,<     3  l,;.,  i 


-(■•/(') 


_/'élant  un  polynôme  du  second  degré.  (ia3-l^4  *■ 
rttiUgrala  compléta  de  cette  équation  m\ 


/dx        Ç  dn  _ 


arbltraïrea  d  où  ii^  fj  ';  dint  le  c»  uù  ■  «l 
nii),  crilo  di>niïéri>  équation  jn'iil  n'inlégrer  olRCbriqnentoDl,  ul  l'tin  trourt-  ainsi  ]<< 
paljDOmes  qui,  ainaï  qu'on  le  Bail,  aatiiront  à  l'cqualion  propotée. 

IjOguerre.   —   Sur  la   recherclie   du   facteur  d'intégrabilité  des 
équations  diÛ'érentielles  du  premier  ordre.  (124-139)- 

Soienty{j-,_r,  a)  une  fonction  quelconque  de  J-,  >- cl  d'une  conttan le  arbitraire  r. 

4>,  6,  F  des  roncliona  quelconques;  le  fadeur  d  înléurabilîté  de  l'équation 


relation  dans  laquelle  n  doit  Être  rempli 

■v 


•(.)K'(/lg. 
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Laguerre.   —   Sur   certains  réseaux   singuliers  formés    par  des 
courbes  planes.  (129-136). 

Soient  A,  B,  C  trois  polynômes  du  n^*"*^  degré  en  jt,  j^,  et  liés  par  la  relation 

Ax-+-Br-*-C«  =  0    («  =  i); 
on  voit  qu'en  faisant  varier  Ç  et  17  l'équation 

AÇ-+-Bîî-t-CÇ  =  o    (Ç  =  0 

représente  une  infinité  de  courbes  formant  un  réseau  dont  le  point  ^,  i}  est  dit 
le  point  principal.  Les  courbes  du  réseau  passent  par  n*  —  /i  -H  1  points  fixes  ;  deux 
quelconques  de  ces  courbes  se  coupent,  en  outre,  en  /i  —  i  autres  points  situés  sur 
une  même  droite;  le  n^**^  point  où  cette  droite  rencontre  l'une  quelconque  des 
courbes  est  le  point  principal.  Si  de  chaque  point  M  du  plan  on  mène  à  la  courbe 
du  réseau  ayant  ce  point  pour  point  principal  les  tangentes  dont  le  point  de  contact 
est  distinct  du  point  M,  toutes  ces  droites  enveloppent  une  même  courbe  A,  de 
classe  /i'  —  n  -t-  3,  de  degré  3(/i  —  i)  ;  cette  courbe  est  aussi  le  lieu  des  points  prin- 
cipaux des  courbes  du  réseau  qui  possèdent  un  point,  double.  Le  lieu  des  points  de 
contact  des  mêmes  tangentes  est  une  courbe  H  qui  est  aussi  le  lieu  des  points 
doubles  des  courbes  du  réseau. 

Jiodet  {L,).  —  Sur  un  Manuel  du  Calculateur,  découvert  dans  un 
papyrus  égyptien.  (189- 149). 

Ce  papyrus  a  été  publié  en  fao-simile  par  M.  Eisenlohr,  professeur  de  langue  et 
d'archéologie  égyptiennes  à  l'Université  de  Heidelberg.  Les  calculs  y  sont  effectués 
tout  au  long.  Il  contient  les  règles  pour  l'addition  et  la  soustraction  ;  quant  à  la 
multiplication,  l'auteur  ne  sait  que  doubler  un  nombre.  11  paraît  ignorer  absolu- 
ment ce  qu'est  la  division.  Il  traite,  en  outre,  des  fractions  ayant  pour  numérateurs 
l'unité,  et  résout  plus  ou  moins  exactement  quelques  questions  relatives  à  la  mesure 
des  volumes  et  des  surfaces. 

Lemonnier,   —  Sur  les  fonctions  analogues  à  celles  de  Sturm. 
(i49-i56). 

Y{x)ei  f{x)  étant  deux  fonctions  entières,  a  et  ^  deux  nombres  quelconques 
inégaux  et  n'annulant  pas/l^x),  si  Ton  pose 

et  que  Ton  détermine  Jl,  /m  de  façon  quey,(jc)  soit  entier,  en  sorte  que 


(._„)(,-*)/.(,)  =  -F(,)-y(,)[^)'-^J^^;— ] 


« 


les  diviseurs  communs  de  F(x)  et  de/(x)  seront  les  mêmes  que  ceux  de/(x)  et 
de  /K');  lorsque  F(x)  est  du  degré  m  ei/(x)  d'un  degré  inférieur,  le  degré  de 
/'i(x)  est  m  —  a  au  plus.  Dans  tous  les  cas,  /i(x)  est  au  plus  du  degré  m —  1,  m 
étant  le  degré  de  celui  des  polynômes  F(x)  et  /(x)  qui  a  le  degré  le  plus  élevé. 

Buii.  des  Sciences  mathém,  a*  Série,  t.  II.  (Décembre  1878.)  R. 22 
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En  remplaçant  F(x)  par/*, (u:),  puis  en  continuant  de  la  même  manière  jusqu'à 
un  résultat  constant  ou  nul,  soit  que  Ton  emploie  à  chaque  calcul  d'une  nouTellc 
fonction  les  mêmes  nombres  a  et  b^  soit  qu'on  les  change,  on  arrivera  à  connaître 
le  plus  grand  commun  diviseur.  Si  au  point  de  départ y(j:)  est  la  dérivée  de  F(jr), 
ces  polynômes  F(x),/(x)  et  les  suivants/,  (•r)iyi(-^)»  •  •  •  constitueront  une  suite 
de  polynômes  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  de  Sturm  à  l'égard 
de  valeurs  do  x  situées  d'un  même  côté  des  nombres  a,  6,  à  l'égard  de  valeurs  réelles 
de  Jr  quelconques,  si  a,  h  sont  des  nombres  imaginaires  conjugués.  M.  Lemonnier 
montre,  en  outre,  comment  dans  ce  dernier  cas  on  est  conduit,  par  son  procédé, 
aux  fonctions  de  Sturm  elles-mêmes,  en  faisant  augmenter  indéfiniment  le  module 
de  a;  il  donne  de  plus  des  formules  analogues  pour  des  nombres  a,  b  égaux  rt 
d'autres  formules  contenant  un  plus  grand  nombre  d'indéterminées. 

Laisant  {A,),  —  Note  sur  la  géométrie  des  quinconces.  (i56-i58). 

Tout  triangle  ayant  pour  sommets  les  centres  de  trois  cases  quelconques  d'un 
échiquier  de  grandeur  quelconque  présente  trois  angles  dont  les  tangentes  sont 
incommensurables. 

Polignac  [C.  de),  —  Représentation  graphique  delà  résolulion 
eu  nombres  entiers  de  Téquation  indéterminée  ax  H-  bj'  =  c. 
(i38-i63). 

André  (D,).  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  elliptique 
|[ji(x)  suivant  les  puissances  croissantes  du  module.  (i63-i65). 

Posant 

/A  =  •'„  H-f,  A'  -h  f, A*  -f-  l'.A*  -r  .    . , 

M.  D.  André  trouve 

f ^  =  2  Pij  a:'^  cos  (  2y  -»-  I  )  X  -+-  2  y,  y  a.^"*^  '  si  n  (  2y  -h  i  )  x , 

Pjj  et  f/fj  étant  des  constantes,  *  et  y  des  entiers  non  négatifs,  et  les  S  s'étendant 
le  premier  à  tuus  les  systèmes  de  valeurs  des  entiers  i  et  /  qui  satisfont  à  la 
condition 

2i-hy  <  A, 

et  le  second  à  tous  les  systèmes  tels  que  l'on  ait 

3  «  -i-  I  -f  y  <  Â. 

André  [D,).  —  Problème  sur  les  équations  génératrices  des  séries 
récurrentes.  (166-170). 

Étant  donnée  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  termes  V^,  V,^,, 
V„_5,  .  • .  d'une  série  récurrente,  et  les  termes  U^,  U„_p  U,.,»  •  •  •  d'une  autre  série 
récurrente,  en  Inquelle  relation  les  termes  V  sont  multipliés  par  des  constantes  et 
les  termes  U  par  des  polynômes  entiers  en  //,  déduire  l'i-quation  génératrice  delà 
t>erie  V  de  léquation  génératrice  de  la  série  U. 
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Léauté  {H.).  —  Note  sur  un  théorème  relatif  au  déplacement 
d'une  figure  plane. 

Lorsqu'une  figure  plane  se  déplace  dans  son  plan  suÎTant  une  loi  quelconque, 
si  Ton  considère  à  un  instant  donné  tous  les  points  situés  sur  une  droite  quel- 
conque issue  du  centre  instantané  de  rotation,  les  diamètres  des  trajectoires  que 
décrivent  ces  points  à  l'instant  considéré  enveloppent  une  conique  inscrite  dans  le 
triangle  rectangle  formé  par  le  diamètre  de  la  circonférence  des  inflexions  issu 
du  centre  instantané  de  rotation,  par  la  droite  considérée  et  par  la  perpendiculaire 
à  cetle  droite  menée  par  son  point  d'intersection  avec  la  circonférence  des  in- 
flexions. 

Halphen.  —  Sur  diverses  formules  récurrentes  concernant  les 
diviseurs  des  nombres  entiers.  (173-188). 

M.  Halphen  démontre  les  deux  théorèmes  qui  suivent  par  des  considérations 
purement  arithmétiques. 

Soient  A,  m,  n  des  nombres  quelconques,  le  dernier  positif  et  supérieur  à  la 
valeur  absolue  du  second.  On  fait  la  somme  des  expressions 


et 


/(j:)  étant  une  fonction  quelconque,  et  les  entiers  x  é\.jr,  ce  dernier  positif  et 
impair,  étant  choisis  de  toutes  les  manières  possibles  pour  rendre  entier  l'argument 
de  la  fonction.  Cette  somme  est  nulle,  sauf  dans  le  cas  où  il  existe  un  entier  a, 
tel  que  A  soit  égal  à  /i  a*  -<-  m  a.  S'il  existe  un  pareil  entier,  la  somme  est  égale  a 
(  —  0*^' «/(«)•  ^'>1  existe  deux  pareils  entiers  a,  ^,  la  somme  est  égale  à 

(-i)-*'«/(«)-e(-ir'/(^). 

Dans  les  mêmes  conditions,  on  fait  la  somme  des  expressions 


%-    ^/A  —  nx*  —  mx\  ,,    . 
(-  O'nP  ^ ^ j/(x), 
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où  P(<)  désigne  la  somme  des  diviseurs  pairs  de  z,  si  z  est  positif,  et  zéro  dans  les 
autres  cas.  Cette  somme  est  nulle  ou  bien  égale  à  l'une  des  deux  quantités 

(-.)«*>/(«)A,     [(-i)«+'/(«)  +  (-0»*'/(i8)]A. 

Ce  dernier  théorème,  en  faisant /(x)  =  i,  conduit  à  une  formule  récurrente  qui 
contient,  comme  cas  particulier,  la  loi  due  à  Euler,  qui  relie  chaque  nombre  à  la 
somme  de  ses  diviseurs. 

R.22. 
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Tchebjchef.  —  Sur  la  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un 
seul  point.  (  1 88- 1 93  ) . 

M.  Darboux  et  M.  Tchebychef  ont  donné,  en  décembre  1875,  l'an  dans  le  Builetin 
(t.  IX,  p.  281),  l'autre  dans  le  Recueil  mathématique  de  la  Société  Mathématique 
de  Moscou,  deux  démonstrations  du  parallélogramme  des  forces  fondées  sur  une 
relation  entre  les  angles  compris  entre  les  plans  qui  passent  par  un  point. 
M.  Tchebychef  reprend  à  noureau  cette  relation  pour  en  tirer,  sans  rien  admettre 
sur  la  direction  de  la  résultante  et  la  continuité,  un  point  essentiel  de  la  démons- 
tration du  théorème  fondamental. 

Luisant  (^.).  —  Note  touchant  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur 
le  centre  de  gravité. 

Lindemann,  —  Sur  une  représentation  géométrique  des  covariants 
des  formes  binaires.  (ipS-aoS). 

L'auteur  complète  une  Communication  antérieure  {Bulletin  de  la  Société  Jfa- 
thématique  de  France,  t.  Y,  p.  ii3)  sur  une  courbe  d'ordre  n,  particulièrement  at- 
tachée à  une  forme  binaire  d'ordre  3/1,  représentée  par  3/1  points  arbitraires 
d'une  conique  fixe. 

Chastes.  —  Mémoire  de  Géométrie  sur  la  construction  des  nor- 
males à  plusieurs  courbes  mécaniques.  (208-251). 

Ce  Mémoire  inédit  a  été  présenté  à  la  Société  Philomathique  le  ix  août  1899.  11 
contient  la  théorie  du  mouTement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Sa  lecture  ne 
laisse  pas  d'être  fructueuse  et  intéressante,  bien  que  les  méthodes  inau|rorées  par 
l'illustre  géomètre  soient  maintenant  passées  dans  l'enseignement,  et  l'on  doit 
saToir  gré  à  la  Société  Mathématique  de  l'avoir  fait  imprimer  dans  son  Bulletin, 
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Tome  LXXXVn;  juillet-décembre  1878. 

N°  1^1"  joillet. 

Moncel  [lli,  du),  —  Sur  un  système  de  téléphone  sans  organes 
électromagnétiques,  basé  sur  le  principe  du  microphone,  (y). 

Peters,  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  Clinton  (New-York). 

(2,). 
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Lamey.  —  Sur  les  déformations  du  disque  de  Mercure  pendant  son 
passage  sur  le  Soleil.  (22]. 

Mercure  paraissait  ovale.  Le  sommet  nord  du  £rrand  axe,  incliné  à  gauche,  formait 
avec  la  Terticale  un  angle  d'environ  37®.  Une  avance  de  huit  secondes  sur  l'instant 
théorique  du  contact  a  pu  être  produite  par  cette  ellipticité. 

Aymonnet,  —  Détermination  de  la  température  d'un  milieu  insolé. 

(a3). 

«<>  2^  8  juillet. 

Boileau  {P^)^  —  Théorie  et  formules  concernant  l'action  retar- 
datrice des  parois  des  courants  liquides.  (48)* 

Lei^eau  (G.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  planète  (j»)  Héra. 
(57). 

N0  3;  15  jiillet. 

Saint- Prenant  {de).  —  Sur  la  plus  grande  des  composantes  tan- 
gentielles  de  tension  intérieure  en  chaque  point  d'un  solide,  et 
sur  la  direction  des  faces  de  ses  ruptures.  (89). 

Faye.  —  Sur  une  brochure  de  M.  Him  relative  aux  tourbillons. 

(94). 

Swift  (Z^.)'  —  Découverte  d'une  comète  à  Rochester  (Etats-Unis). 

(io4). 

Perrotin.  —  Théorie  de  Vesta.  (io5). 

Crova  {A.).  —  Mesure  de  l'intensité  calorifique  des  radiations 
solaires.  (106). 

^^  4-,  22  jiilleU 

Moncel  [Tti»  du).  —  Sur  la  variation  de  l'intensité  des  courants 
transmis  à  travers  de  médiocres  contacts,  suivant  la  pression 
exercée  sur  eux.  (i3i). 

Boileau  (P.).  —  Théorie  et  formules  concernant  l'action  retarda- 
trice des  parois  des  courants  liquides.  (i34)* 
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Lesseps  [de).  —  Courants  observés  dans  le  canal  de  Suez  et  consé- 
quences qui  en  résultent.  (i4i)- 

Léauté  (H,).  —  Sur  les  systèmes  artîculés.  (loi). 

Solution  du  problème  suiTant  :  ■  TrouTer  dans  un  système  articulé  à  trois  tiges  le 
point  d'insertion  de  la  dernière  tige,  de  telle  sorte  que  l'on  fasse  décrire  à  an 
point  une  courbe  donnée  avec  le  maximum  d'approximation.  » 

Cette  solution  s'appuie  sur  la  considération  d'une  courbe  unicursale  du  troisième 
degré,  lieu  des  points  qui  se  trouvent  à  un  in»tant  quelconque  donné  à  un  sommet 
de  leur  trajectoire. 

TempeL  —  Découverte  de  la  planète  Tempel,  à  Florence.  (i56). 

Lalanne  [L.).  —  Sur  la  méthode  géométrique  pour  la  solution  des 
équations  numériques  de  tous  les  degrés.  Extrait  d'une  Lettre  à 
M,  Hermîte.  (157). 

Analogie  et  différence  de  la  méthode  de  M.  Lalanne  et  d'une  méthode  indiquée 
par  M.  Kronecker,  relative  à  l'équation  du  quatrième  degré. 

Desboves,  —  Sur  l'emploi  des  identités  algébriques  dans  la  réso- 
lution en  nombres  entiers  des  équations  d'un  degré  supérieur 
au  second.  (109). 

Application  d'une  méthode  due  à  Lagrange  aux  équations 

X*  -H  ajr*  =  2*. 

L'auteur  est  conduit  à  deux  identités,  dont  l'une  a  déjà  été  donnée  par  M.  Lucas, 
et  dont  l'autre  met  en  évidence  le  théorème  suivant  : 

«  La  deuxième  équation  peut  toujours  être  résolue  en  nombres  entiers  lorsque  a 
est  de  l'une  des  deux  formes  (  a  jc-+-^)x'^  ou  2j:'-+-^.  ■ 

Minich  (jK.).  —  Nouvelle  méthode  pour  l'élimination  des  fonctions 
arbitraires.  {161). 

Lorsqu'on  veut  éliminer  n  fonctions  arbitraires  de  p  arguments  entre  un  nombre 
p  -t-  I  d'équations  k  p  ~h  2  variables,  dont  l'une  z  est  fonction  des  autres,  on  obtient 
la  résultante  cherchée  en  regardant  les  arguments  des  fonctions  arbitraires  comme 
des  constantes  et  en  introduisant  dans  les  différentielles  totales  des/7  +  1  équations 
données  et  de  celles  qui  s'en  déduisent,  au  lieu  de  z  et  de  ses  dérivées  partielles 
successives,  la  somme  de  leurs  différences  partielles. 

Sebert.  —  Sur  un  appareil  destiné  à  faire  connaître  simultanément 
la  loi  de  recul  d'une  bouche  à  feu  cl  la  loi  du  mouvement  d'un 
projectile.  (i65). 
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]N«  55  29  juillet. 

Moncel  [Tli.  du),  —  Sur  les  variations  de  rinlensité  des  courants 
transmis  à  travers  de  médiocres  contacts,  suivant  la  pression 
exercée  sur  eux.  (189). 

Henry  (Pr,).  —  Observation  de  la  comète  périodique  de  Tempel, 
faite  à  Téquatorial  du  jardin  de  TObservatoirc  de  Paris.  (201). 

Jordan  (C).  —  Sur  les  covariants  des  formes  binaires,  (aoa). 

M.  Jordan  a  montré  que  les  coTariants  d'un  système  de  formes  binaires  s'expriment 
en  fonction  entière  d'un  nombre  limité  d'entre  eux.  M.  Jordan  communique  un 
théorème  qui  donne  une  limite  de  ce  nombre. 

Laisant,  —  Note  sur  un  théorème  sur  les  mouvements  relatifs. 

(204). 

Proposition  analogue  au  théorème  de  Coriolis,  relative  aux  accélérations  d'ordre 
quelconque. 

Blondelot,  —  De  la  non-existence  de  l'allongement  d'un  conduc- 
teur traversé  par  un  courant  électrique.  (206). 


N*>  65  5  aott. 

Mouchez  {u4.).  —  Nouvelle  observation  probable  de  la  planète 
Vulcain,  par  M.  le  professeur  Watson.  {229). 

Sjhester,  —  Sur  les  covariants  fondamentaux  d'un  système  cubo- 
quadratique  binaire.  (242). 

Tableau  des  invariants  et  des  covariants  fondamentaux,  obtenu  par  la  méthode 
do  tamisage,  dans  le  cas  de  la  combinaison  d'une  forme  biquadratique  avec  une 
forme  cubique  binaire. 

Decharme  (C).  —  Sur  les  formes  vibratoires  des  corps  solides  et 
des  liquides.  (25i). 

Gaillot,  —  Note  sur  la  planète  intra-mercuriclle.  (253). 

Tacchini.  —  Résultats  des  observations  solaires  pendant  ledeuxîème 
trimestre  de  1878.  Lettre  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel.  (257). 
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Lévy  (M.),  —  Sur  une  Note  de  M.  Laisant,  intitulée  «  Sur  un 
théorème  sur  les  mouvements  relatifs  ».  (aSp). 

Réclamation  de  priorité.  Le  théorème  de  M.  Laisant  a  été  donné  par  M.  LéTy 
dans  les  Comptes  rendus  du  29  arril  1 878.  M.  Gilbert  en  a  donné  une  démonstra- 
tion le  3  juin  de  la  même  année. 

Edison,  —  M.  ELdison  présente  à  T Académie  un  appareil  auquel  il 
a  donné  le  nom  de  microtasimètre  et  qui  est  destiné  à  mesurer 
les  dillércnces  infinitésimales  de  température  ou  d'humidité  \  il 
présente  également  un  appareil  connu  sous  le  nom  à^électromo- 
tographe.  {'iSg), 

N«  7;  12  toit. 

Sjlvester.  —  Sur  les  covariants  fondamentaux  d'un  système  cubo- 
quadratique.  (287). 

Vérification,  au  moyen  de  la  fraction  génératrice,  des  résultats  précédemment 
communiqués. 

Vinot  (/.).  —  M.  Vinot  transmet  à  l'Académie  une  Lettre  qui  lui 
a  été  adressée  par  Le  Verrier  en  septembre  1876,  et  à  laquelle 
la  découverte  récente  d'une  planète  intra-mercurielle  donne  un 
intérêt  particulier.  (292). 


N»  8;  19  aoil. 

Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  P<^ris  pendant  le  deuxième  semestre  de  1878. 
(309). 

BosseH.  —  Éléments  de  la  planète  @  Gallia.  (3 19). 

Desboves,  —  Deuxième  Note  sur  l'emploi  des  identités  dans  la 
résolution  des  équations  numériques.  (32i). 

Résolution  en  nombres  entiers  des  équations 

X*-t.aY*=iZ«, 

lorsque  <i  affecte  certaines  formes. 
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Crova  {u4,).  —  Etude  spectrométrique  de  quelques  sources  lumi- 
neuses. (3aa). 

Planté  (G.).  —  Etincelle  électrique  ambulante.  (SaS). 
Righi.  —  Sur  un  téléphone  pouvant  transmettre  les  sons  à  dis- 
tance. (SaS). 

N«  9;  26  loil. 

Paye.  —  Emploi  de  l'ascension  droite  de  la  Lune,  corrigée  des 
erreurs  tabulaires,  pour  déterminer  la  longitude  en  mer.  (34^). 

Decharme  (C).  —  Sur  les  formes  vibratoires  des  corps  solides  et 
des  liquides.  (354). 

Lalanne  {L.),  — De  l'emploi  de  la  Géométrie  pour  résoudre  cer- 
taines questions  de  moyennes  et  de  probabilités.  (355). 

Dans  le  nombre  infini  de  triangle»  possibles  dont  les  côtés  ne  sont  assujettis 
qu'à  la  condition  d'être  compris  entre  deux  limites  connues,  quelles  sont  les  va- 
leurs moyennes  des  trois  côtés  préalablement  rangés  par  ordre  de  grandeur  ? 

De  Tilly.  — Sur  les  siurfaces  orthogonales.  (36i  ). 


N<>  10^  2  septeabre. 

Tresca.  —  Emboutissage  cylindrique  d'un  disque  circulaire.  (369). 

TF'atson  (/.).  —  Sur  l'existence  d'une  planète  intra-mercurielle 
observée  pendant  l'éclipsé  totale  du  Soleil  du  29  juillet.  (376). 

Mouchez.  —  M.  Mouchez  annonce  que,  d'après  une  Lettre  de 
M.  Watson,  la  position  primitivement  assignée  par  lui  à  la 
nouvelle  planète  doit  être  modifiée.  (377). 

Luisant.  —  Note  relative  à  une  réclamation  de  M.  Maurice  Lévy. 

(377). 

N^'  It;  9  septeibre. 

Moncel  {Tli.  du).  —  Sur  de  nouveaux  effets  produits  dans  le 
téléphone.  (390). 
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Gruey,  — Sur  un  nouvel  appareil  gyroscopîque.  (SpS). 

TVatson  [J ,) ,  —  Rectification  de  la  position  assignée  précédem- 
ment au  nouvel  astre  découvert  pendant  Téclipse  du  29  juillet, 
et  annonce  de  l'observation  d'un  second  astre  aperçu  dans  les 
mêmes  circonstances.  (  898 ) . 

Jonquières  [E,  de),  — Méthode  nouvelle  pour  la  décomposition 
des  nombres  en  sommes  quadratiques  binaires  \  application  à 
l'Analyse  indéterminée.  (399).  « 

Cette  Communication  se  rapporte  principalement  à  une  loi  de  réciprocité  qui  lie 
entre  elles  les  représentations  d'un  nombre  et  celles  de  son  carré  par  une  forme 
quadratique  binaire. 

Boussinesq  [J,), —  Sur  la  dépression  que  produit  à  la  surface 
d'un  sol  horizontal  élastique  et  isotrope  un  poids  qu'on  y  dé- 
pose, et  sur  la  répartition  de  ce  poids  entre  ses  divers  points 
d'appui.  (4<>îi)- 

Trèue.  —  Sur  les  variations  d'intensité  que  subit  un  courant  quand 
on  modifie  la  pression  des  contacts  établissant  le  circuit.  (4o5  ). 

Parifille  [H,  de).  —  Sur  une  application  du  téléphone  à  la  déter- 
mination du  méridien  magnétique.  (4o5). 


N''  12;  16  septembre. 
Dumont  (P.).  —  Sur  un  nouveau  transmetteur    téléphonique. 

(424). 

Swift,  —  Planète  intra-mercurielle  vue  aux  Etats-Unis  pendant 
l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  29  juillet.  (427). 

Cruls  («/.).  —  Observations  du  passage  de  Mercure  du  6  mai  1878, 
faites  à  l'observatoire  impérial  de  Rio  de  Janeiro,  à  l'aide  de  la 
nouvelle  méthode  de  M.  Emm.  Liais.  (427). 

Picard{E,),  —  Sur  la  forme  des  intégrales  des  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points' cti** 
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tiques.  (43a). 

du 
011,  u'  =  -p   étant  ane  équatioD  difFérentielIe  du  second  ordre  entre  uetf,  Tau- 

teur  examine  la  nature  des  intégrales  dans  le  cas  où  /(«,  u\  z)  s'annule  pour 
2  =  o,  tt  =.  a,  k'  =  yS,  et  reste  continue  et  uniforme  dans  le  voisinage  de  ces  va- 
leurs. 

Amagat,  — Sur  la  compressibilité  des  gaz  à  des  pressions  élevées. 

(432). 

N»  13;  25  septembre. 

Sylv^ester,  —  Sur  le  vrai  nombre  des  formes  irréductibles  du  sys- 
tème cubo-biquadratique.  (44^)* 

H  n'y  a  que  61  formes  irréductibles,  contrairement  à  l'affirmation  de  M.  Gundel- 
finger. 

Lévy  {M.),  — Mémoire  sur  une  loi  universelle  relative  à  la  dilata- 
lion  des  corps.  (449)* 

La  pression  que  supporte  un  corps  quelconque  ne  peut  être,  tant  que  ce  corps 
uc  change  pas  d*état,  qu'une  fonction  linéaire  de  sa  température. 

Sterry-Hunt,  —  Sur  les  relations  géologiques  de  Tatmosplière. 

(452). 

Alluard.  —  Des  variations  nocturnes  de  la  température  à  des  alti- 
tudes  diflérentes  constatées  à  l'observatoire  du  Puy-de-Dôme. 

(454). 

Peters  {F.), — Découverte  d'une  petite  planète  à  l'observatoire 
de  Hamilton-College,  Clinton.  (459). 

Picquet.  —  Sur  une  nouvelle  espèce  de  courbes  et  de  surfaces  anal- 
lagmatiques.  (460). 

Toute  courbe  de  degré  n^  ayant  un  point  multiple  d'ordre  n  —  3,  passant  une 
fois  par  les  points  cycliques,  et  dont  les  /i  —  1  autres  points  à  l'infini  sont  respec- 
tivement sur  les /i —  2  tangentes  au  point  multiple,  est  anallagraatique  par  rapport 
à  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  multiple  et  passant  par  les  points  de  con- 


— 
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N«  15^  7  octobre. 

Sylvester. — Sur  les  covariants  irréductibles  du  quantic  du  sep- 
tième ordre.  (5o5), 

Him,  —  Observations  à  propos  d'une  Communication  récente  de 
M.  Gruey,  sur  un  appareil  gyroscopîque.  (5 09). 

Hirn,  —  Sur  un  cas  singulier  d'échauffement  d'une  barre  de  fer. 

(5io). 

Daubrée.  —  Observations  relatives  à  la  Communication  précé- 
dente de  M.  Hirn.  (5ia). 

Peters,  —  Découverte  de  deux  petites  planètes  à  Clinton  (New- 
York).  (5i4). 

TFatson.  —  Seconde  Lettre  relative  à  la  découverte  des  planètes 

intra-mcrcurielles.  (5I4)• 
^ouc/2ez.   —    Observations    relatives    à   la   Communication    de 

M.  Watson.  (5 16). 

TVeber  [F.],  —  Deux  remarques  au  sujet  de  la  relation  générale 
entre  la  pression  et  la  température  déterminée  par  M.  Lévy. 

(5i7). 

M.  Weber  conteste  l'exactitude  do  cette  relation  au  point  de  vue  de  la  théorie  et 
de  l'expérience. 

Boussinesq  («/.).  —  Sur  la  manière  dont  se  distribue  entre  ses 
points  d'appui  le  poids  d'un  corps  dur,  posé  sur  un  sol  poli, 
horizontal  et  élastique,  etc.  (5 19). 

Desboves,  —  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 
ax^  +  bj^  zzzcz^,  (Saa). 

L'auteur  indique  la  solution  suivante  : 

X=x(4a«x»— 3c's*), 
Y=.r(4*V-3c«z*). 


a;4  SECONDE  PARTIR. 

Forint.  —  Si>liili')ii  d'un  système  d'équations  liiit-aires.  [5a3). 

Gnu^  .  —  Sur  un  nouveau  (K-ndulc  gyroscopiquc.  (5a61. 

N"  Ift;  14  Ktobre. 

Slruvc  {().}.  —  Présent  a  U  on  du  Volume  IX  des  Observatiom  de 
PoulÀo^'a.  (545). 

Ce  Volumii  conllcnl  I»  nbinmlions  ttiln  par  l'pinlnciit  iflninonip.  pcndul 
qnarantv  an*  «•ntirnn,  >Dr  Ira  vtniW  doubips  (•!  tniiltigilcs.  La  conlinuiU  niAniF  àr 
oei  ohiHirtstiani  ti>iir  ilunas  une  grand»  talniir  Pl  a  permis  d'i!n  tirer  d'iniponanlt 
r4*ultal<;  en  aulre.  la  nature  disi  crn^uri  penonnolloi  a  été  détenniDer  dicc  t">ii 
par  l'obiemtiun  d'elullc*  anlfleielli'i. 

liiettes  [M.  de).  —  Formules  relatives  au  |tereeuient  des  plaijucs 
de  blindage  en  l'er.  (549)- 

Dttcharine.  —  Complément  à  sou  Mémoire  sur  les  formes  vibra- 
toires dea  corps  solides  ou  liquides.  (55i). 

fFatson.  — Troisième  Lettre  relalive  à  la  découverte  des  planètes 
intra-mercurielles.  (55a). 

Mouchez.  —  Observations  relatives  à  cette  Lettre  d<;  M.  Walsau- 
(054). 

ie'i^  [M.).  —  Réponse^  une  Communication  de  M.  H.-F.Wcber 
sur  la  T 11 ernio dynamique.  (554). 

Govi  (G.)-  —  Sur  un  nouveau  micromètre  destiné  spécialement auv 
rccliercbes  métrulogiques.  (557). 


i\M7i  22  octobre. 


Chevrciil.  —  Sur  la  vision  des  couleurs,  et  particulièrement  di' 
l'inllucnee  exercée  sur  la  vision  d'objets  colorés  qui  se  meuvent 
eireulaircment,  quand  on  les  observe  comparativement  avec  dis 
corps  en  repos  identiques  aux  premiers.  (■'7*>)- 

Bie/les  {M.  (ht).  —  Observations  complémentaires  sur  les  foi- 


^A 
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mules  relatives  au  percement  des  plaques  de  blindage  en  fer. 
(589). 

Hennedy  {H»)-  —  Observations,  à  propos  d'une  Communica- 
tion de  M.  Amigues,  sur  l'aplatissement  de  la  planète  Mars. 

•  (590). 

Boltzmann,  —  Remarques,  au  sujet  d'une  Communication  de 
M.  Maurice  Lévy,  sur  unis  loi  universelle  relative  à  la  dilatation 
des  corps.  (SgS). 

Lignine.  —  Note  relative  au  tbéorème  sur  la  composition  des  accé- 
lérations d'ordre  quelconque.  (SgS). 

Ce  théorème,  communiqué  naguère  à  l'Académie  par  M.  Laisant,  que  le  calcul  des 
quaternions  y  ayait  conduit,  puis  réclamé  par  M.  Maurice  Lévy,  est  revendiqué  par 
M.  Liguine  au  profit  de  M.  Somoff. 

Darhoux.  —  Sur  la  rectification  des  ovales  de  Descartes.  (Sgo). 

M.  Genoccbi,  puis  M.  Samuel  Roberts,  ont  donné  la  rectification  des  ovales  de 
Descartes:  «Les  arcs  de  cescourbes  peuvent  toujours  s'exprimer  au  moyen  de  trois  arcs 
d'ellipse.  »  M.  Darboux  trouve  en  quelque  sorte  la  raison  géométrique  de  cette  pro- 
position, obtenue  comme  résultat  de  calcul,  dans  une  propriété  remarquable  de  ces 
ovales  et  de  toutes  les  courbes  anallagmatiques  par  rapport  à  quatre  cercles  ortho- 
gonaux deux  à  deux. 

Si  l'on  prend  les  inverses  d'un  point  de  la  courbe  par  rapport  aux  quatre  cercles, 
puis  les  inverses  de  ces  nouveaux  points  par  rapport  aux  mêmes  cercles,  en  répétant 
la  même  opération,  on  n'obtiendra  pas  un  nombre,  illimité  de  points  de  la  courbe, 
mais  on  formera  simplement  un  groupe  de  huit  points,  tel  que  chacun  d'eux  ait 
pour  inverse  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  cercles  un  autre  point  du  même 
groupe.  Dans  le  cas  des  ovales  de  Descartes,  ces  huit  points  sont  inverses  les  uns 
des  autres  par  rapport  aux  trois  cercles  orthogonaux  décrits  des  trois  foyers  comme 
centres  et  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  focal  (qui  formerait  le  quatrième 
cercle).  Or  on  sait,  d'après  M.  William  Roberts,  que  la  difi'érence  des  arcs  de 
l'ovale  compris  entre  deux  rayons  vecteurs  partant  du  même  foyer,  ou  la  somme,  si 
les  deux  points  où  le  rayon  vecteur  rencontre  la  courbe  sont  de  côtés  opposés  par 
rapport  au  foyer,  est  égale  à  un  arc  d'ellipse.  En  appliquant  ce  théorème  plusieurs 
fois,  on  détermine  sans  calcul  les  arcs  décrits  par  les  huit  points,  qui  se  montrent 
ainsi  sous  la  forme  d'une  somme  de  trois  arcs  d'ellipse. 

Deshoves,  —  Deuxième  Note  sur  la  résolution  en  nombres  entiers 
de  l'équation 

(598). 


:>76  SECONDE  PARTIE. 

IN^*  18^  28  ocUbre. 
Gournerie  [de  la),  —  Note  sur  les  travaux  de   M.  Bienaymé. 

(6.7). 

Faje,  —  Sut  le  a  Pilote  de  Terre-Neuve  »  du  vice-amiral  Cloué. 

(625). 

Flammarion.  —  Sur  les  étoiles  doubles.  (638). 
Alexéieff.  —  Sur  Tintégration  de  l'équation 

(641). 
Serret  (-P.).  —  Sur  Finvolution  dans  les  courbes   de  degré  n. 

(643). 

Escary.  —  Remarque  relative  à  deux  intégrales  obtenues  par  Lamé 
dans  la  théorie  analytique  de  la  cbaleur.  (646). 

Lévy  (M.).  —  Réponse  à  une  observation  de  M.Boltzmann.  (649). 

Gaugain  [M-)-  —  Sur  l'aimantation  des  tubes  d'acier.  (649)- 

Perrodon,  —  Sur  un  téléphone  avertisseur.  (65 1). 

N«  19^  4  noîembre. 

Mouchez,  —  Recherches  sur  la  stabilité  du  sol  et  de  la  verticale  de 
rObservatoire  de  Paris.  (665). 

Lévfy  (M.).  —  Sur  une  loi  universelle  relative  à  la  dilatation  des 
corps.  (676). 

Gaillot  (A,),  —  Sur  la  direction  de  la  verticale  à  l'Observatoire 
de  Paris.  (684). 

Boussinesq  (/.).  —  Sur  une  propriété  simple  qui  caractérise  le 
mode  de  répartition  du  poids  d'un  solide  posé  sur  un  sol  hori- 
zontal élastique,  etc.  (687). 
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^ppelL  —  Sur  certaines  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puis- 
sances d'une  variable.  (689). 


n 


Si  dans  la  série  S(j:)  =:«,-+- «,jr-f-w,x' -+-...-+- ii^jr"  H- .. .  le  coefficient  u 
reste  positif  pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  un  nombre  déterminé,  le  produit 
n  ~^u^,  oûp  désigne  un  nombre  positif  quelconque,  tend  vers  une  limite  A  diffé- 
rente de  zéro  quand  n  croit  indéOniment  ;  le  produit  (1  —  xys(x)  tend  vers  la  li- 
mite Ar{p)  quand  x  tend  vers  l'unité  par  des  valeurs  inférieures  à  1. 

Si  dans  la  même  série  nu^  tend  vers  la  limite  A,  différente  de  zéro,  la  limite 

,  S(x)  ,     ,    ,  » 

pour  x=i  de  —  ; — -^ r  est  égale  à  A. 

log(i— x)        ^ 

Darboux  (G.).  —  Sur  la  rectification  d*une  classe  de  courbes  du 
quatrième  ordre.  (692). 

Considérons  une  courbe  plane  ou  sphérique,  anallagmatique  par  rapport  à  une 
sphère  de  centre  O,  dont  nous  désignerons  le  rayon  par  R.  Soient  M,  M' deux  points 
de  la  courbe,  inverses  ou  réciproques  par  rapport  à  cette  sphère,  et  soit  P  I3  point 
réciproque,  par  rapport  à  la  même  sphère,  du  point  milieu  du  segment  MM'.  Quand 
le  point  M  décrit  un  arc  de  la  courbe,  les  points  M'  et  P  décrivent  des  arcs  que  nous 
appellerons  correspondants  au  premier  arc.  Ces  définitions  admises,  on  a  le  théo- 
rème suivant  : 

«  La  somme  (si  R*  est  négatif)  ou  la  différence  (si  R'  est  positif)  de  deux  arcs  cor- 
respondants de  l'anallagmatique  est  égale  à  l'intégrale 

=  Ç.\^.yJ^'{dx--^dy^dz*)--{xdj-jdxf-Od^--zdjry-{^zdx-xdzy 

étendue  à  l'arc  correspondant  de  la  courbe  décrite  par  le  point  P ,  x,  7-,  z  désignant 
les  coordonnées  du  point  P  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  ayant  leur  ori- 
gine en  O.  » 

Dans  le  cas  des  quartiques  bicirculaires  ou  des  courbes  d'intersection  d'une  . 
sphère  et  d'une  surface  du  second  degré,  les  courbes  lieux  des  points  P  sont  des 
coniques;  en  remplaçant  x^jr,  z  par  leurs  valeurs  exprimées  rationnellement  au 
moyen  d'un  paramètre,  on  reconnaît  que  les  intégrales  A  ne  contiennent  qu'un 
radical  du  quatrième  degré.  Il  est  donc  démontré  que  l'arc  des  courbes  considérées 
est  une  somme  d'intégrales  elliptiques. 

M.  Darboux  arrive  au  même  résultat  en  employant  un  système  de  coordonnées 
curvilignes  étudié  par  lui  dans  son  Ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  sur/aces  algébriques. 


N''  20;  11  nofembre. 

Lœwy,  —  Présentation  du  Mémoire  qu'il  a  publié  avec  M.  Sté- 
phan  sur  la  détermination  des  longitudes  Paris-Marseille  et 
Alger-Marseille.  (705). 

Bull,  des  Stnences  math.,  2*  Série,  t.  II.  (Décembre  1878.)  R.23 
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Chevrcul{E.)  —  Sur  la  vision  des  couleurs,  «ri  particulier 
d(t  l'iiitlueiice  ew.rcév  sur  la  vision  d'objets  colores  q 
luvuvciit  circula ircmunl,  (puud  on  les  obscrNi;  conipar 
tnuiit  avec  des  corps  en  repos  ideutiijues  aux  premiers.  (  ■p 

Saint- Tenant  (île).  —  Sur  la  dilatalion  des  corps  éeliaut 
sur  les  pressions  qu'ils  csercent.  (7i3). 

Clausius  (R-)-  — Sur  l'énergie  d'uii  corps  et  sa  chaleur  i 
liquc.  (719). 

Saint'  f'enant  (de).  —  [tapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Pi 
intitule  «  ?iouvelIes  reclierclies  relatives  à  IVxpresswii 
CoadÎLtous  du  mouvement  des  eaux  dans  les  égoots.    n  (719 

Oovi  (G.). — I)t!  la  mesure  du  grossissement  dans  tes  bl 
tnt-nt*  d'Optique.  (716). 

Maxiieu-  —  Observations  concernant  le  Mémoîrv  d<;  M. 
sur  une  Toi  universelle  relative  à  la  dilatation  des  c 
(j3,). 

OUrtMUtre  [G.).  — Sur  la  transformation  des  formes  Ude 
des  nombres  premiers  en  formes  quadraticjnes.  (734  )■ 


uaiiiknlion  ia  la  foor 


herchir  <i\tet 

».  Il  indfqoo 

BU   prucrde  genenl  tondf  ea  pwl 

l--,.    8«-^..    S»->-ï.    6--..    -.W-t.     'i--;.    ïi-A 

,t-^...     «.^v     .-0--J.     ~--:.      .|.-^,.     iam-r'. 
•  ptTwtïT  d*  («•  thwi»<i»M  imin  de  Ixi*  : 
>'■  ~i-^  ',  M  la  fa)«ar  df  *  «1  JoasM  par  la  n>B{raeacv 


IXir^ux    (<».'.  —  Addilitfu  i  la   >ote    sur    la   r^ctîficalion  i 
ovales  dr  DncwtM.  {~Ai  . 
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C'est  M.  Genocchi,  et  non  M.  Roberta,  qui  a  le  premier  donné  la  rectification  dci 
ovales  de  Descartes. 

C'est  à  M.  Roberts  lui-même  qu'est  dû  ce  renseignement. 

Halphen.  —  Sur  la  réductioD  de  certaines  équations  dîfierentîelles 
du  premier  ordre  à  la  forme  linéaire  par  rapport  à  la  dérivée  de  la 
fonction  inconnue.  (741  )• 

Dans  le  cas  où  l'équation 
peut  être  remplacée  par  le  système  explicite 

^=«(f»Ti),  .r  =  »'(f.  n),  r'  =  w(f,  II), 

on  pourra  substituer  à  l'équation  proposée  l'équation  différentielle,  linéaire  par 
rapport  k  la  fonction  inconnue  17, 


( 


dti        dv\  din  du        dv 


En  regardant  x^  jr^  y*  comme  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace,  si  la  sur- 
face représentée  par  l'équation  (supposée  entière) 

contient  une  série  de  courbes  unicursales,  la  nouTclIe  équation  différentielle  conti- 
nuera d'être  rationnelle  par  rapport  à  la  fonction  inconnue,  et,  si  la  surface  peut 
être  représentée  sur  le  plan,  la  nouvelle  équation  différentielle  sera,  en  outre,  ra- 
tionnelle par  rapport  à  la  variable  indépendante.  L'équation  différentielle  traitée 
par  M.  Alexéief  (n*  18)  rentre  dans  le  premier  cas. 

Picard  {£.).  —  Sur  la  forme  des  intégrales  des  équations  diflë- 
rentielles  du  second  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points 
critiques.  (743). 

Suite  de  la  Communication  du  16  septembre  1878,  relative  à  l'équation  différen- 
tielle du  second  ordre 

* 

examen  du  cas  où  la  partie  réelle  de  b  est  négative  et  du  cas  où  b  est  un  entier 
positif. 

Breguet  {A,),  — Sur  la  théorie  des  machines  du  genre  de  celles 
de  Gramme.  (746). 

R.23. 


SF.COM>E  PARTIE. 


V  5i;  (8  MnaWr. 


-  Obfl;nilÎDiu  RKTidii-nnf.-!  des  |tctlt«s  pliDvUM,  ( 
à  l'Qkacmtoûv  Ae  tJirrnwiclt  i  transmises  par  l'ulron 
•wnl  M.   Kxn  >  cl  «  t'Obacrratuin;  de  Paris  peiidaul  le  i 

wfc"****  '— .•  —  .^ooTeOr»  rna4n{lies  an  aDJel  des  Comui 
cMMa  fc  M.  Maann  Lriy  ku-  iuw;  (oÎ  niiKersclIe  rrlalji 
h  «Il ■■m  Je»c»|*.  (—3)"- 


m^Kt (il««.a(âi(ue  aftmiatir.  (775). 


r  -ui-  i   itr-t-mr aucun   »??  ratines  imaginan 
.>.";u'--.  -     :  uk  t  im.'Lettrv  coDimunHjnéep 
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Sur  les  racines  de  l'équation  en  p,  obtenue  en  éliminant  0  entre  les  deux  équa- 
tions obtenues  en  substituant  p(co8  0 -h  ^ — 1  sind)  à  la  place  de  l'inconnue  dans 
le  premier  membre  d'une  équation  entière  et  en  égalant  à  zéro  la  partie  réelle  et 
la  partie  imaginaire. 

Laguerre  {F,).  — Sur  la  réduction  en   fractions  continues  de 
e^^'\  F(.r)  désignant  un  polynôme  entier.  (8ao). 

Soit 

une  réduite, /j^(x)  et  9'„(*^)  étant  deux  polynômes  du  de(;ré  /i;  M.  Laguerre  dé- 
montre que  f  (x)  est  une  solution  d'une  équation  différentielle  linéaire  de  la 
forme 

où  6^etH^  désignent  des  polynômes  dont  les  degrés  respectifs  sont  m —  1  et 
2  (m  —  i),  m  étant 'le  degré  de  F(x),  et  donne  le  moyen  de  déterminer  ces  poly- 
nômes par  voie  récurrente. 

Badoureau  (^.).  —  Sur  les  figures  isoscèles.  (SaS). 
Lév^j  (^V.).  —  Réponse  à  diverses  Communications.  (826). 

Reynier  {£.).  — Réclamation  de  priorité  au  sujet  de  la  Commu- 
nication de  lM.  Werdermann,  siu*  une  lampe  électrique.   (Saj). 

Duter  [E,).  — Sur  un  phénomène  nouveau  d'électricité  statique. 
(828). 

Jamin.  — Observations  relatives  à  la  Communication  précédente. 

(8^9)- 

Flammarion  (C).  —   Etoiles  doubles.    Groupes  de  perspective 
certaine.  (835). 

André  {^D^.  —  Sur  le  nombre  des  arrangements  complets  où  les 
éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions  données.  (838). 

N«  23;  2  décembre. 

Saint'Fenant  [de),  —  Sur  la  torsion  des  prismes  à  base  mixtî- 
ligne  et  sur  une  singularité  que  peuvent  oO'rir  certains  emplois 
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de  la  coordonnée  logaritlimique  du  système  cylindrique  isotherme 
de  Lamé.  (849)- 

Govi  (G.).  — Sur  un  nouveau  phénomène  d'électricité  statique. 
(857). 

Quel.  —  De  la  force  électromotrîce  d'induction  qui  provient  de 
la  rotation  du  Soleil,  détermination  de  sa  grandeur  et  de  sa  di- 
rection, quelle  que  soit  la  distance  du  corps  induit.  (860). 

Perrier  [F.).  —  Latitude  d'Alger  et  azimut  fondamental  de  la 
triangulation  algérienne.  (867). 

Stephan  (-£*.).  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Obser- 
vatoire de  Marseille.  (86*9). 

Flammarion.  —  Etoiles  doubles.  Groupes  de  perspective  cer- 
taine. {87a). 

AppelL  — Evaluation  d'une  intégrale  définie.  {874)« 

Désignant  par  F(x)  la  série  hypergéométrique  F(a,  /3,  y,  x\  et  par  F^  (x)  la 
fonction  analogue  F  (a  -i-  n,  ^  —  n,  y,  x),  on  a 

/i(/3— a  — /i)   f  x'-T(i— x)«+MFCx)F,(x)<ir 

^       /ir'(y)       r \ 

8in(y-«-y3)7rLr(a-H/i)r(^-a)r(y-a)rCy-^) 

'*"r(a)r(/3)rCy-a-/i)rCy-/3-t-/i)J' 
sous  les  conditions 

7  >  0,  I  >  •/  —  a  —  j8  >  0. 


N*>  24;  9  décembre. 

Lœwy.    —  Nouvelle  méthode  pour   déterminer    la    flexion    des 
lunettes.  (889). 

Saint- Venant  {de).  — Exemples  du  calcul  de  la  torsion  des  prisme» 
à  base  mixtiligne.  (893). 
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Sylvester.  —  Sur  la  forme  binaire  du  septième  ordre.  (899). 

Table  des  1^4  coTariants  irréductibles  de  la  forme  binaire  du  septième  ordre; 
doutes  relatifs  à  l'existence  d'autres  covariants  irréductibles. 

Ledieu  (^.).  —  Etude  sur  les  machines  k  vapeur  ordinaires  et 
Compound,  les  chemises  de  vapeur  et  la  surchauffe,  d'après  la 
Thermodynamique  expérimentale.  (  9o3  ). 

Colladon  {D.).  —  Sur  les  travaux  du  tunnel  du  Saint-Gothard. 

(905). 

Lesseps  [de).  — Etudes  de  sondage  entreprises  par  M.  Roudaire, 
en  vue  de  rétablissement  de  la  mer  intérieure  africaine.  (909). 

Cosson.  —  Observations  relatives  à  la  Communication  précédente. 

(9")- 

fVerdermann  (-S.).  —  Réponse  à  M.  E.  Reynier,  au  sujet  de  son 
système  de  lampe  électrique.  (919)- 

Hospitalier.  —  Sur  un  régulateur  automatique  de  courants.  (920). 

Boudet  de  Paris,  —  Note  contenue  dans  un  pli  cacheté  et  relative 
à  un  petit  appareil  téléphonique  simpliGé.  (921)- 

Moncel  {Th.  du).  — Observations  relatives  à  la  NotedeM.  Boudet 
de  Paris.  (9^3). 

Laguerre,  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  classe 
assez  étendue  de  fonctions.  (923). 

L'auteur  s'occupe  des  fonctions  qui  satisfont  à  une  équation  différentielle 
linéaire  du  premier  ordre;  le  dénominateur  des  réduites  qui  en  approchent  satisfait 
à  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre,  qu'il  apprend  à  former. 

t)esboi^es.  —  Sur  un  point  de  l'histoire  des  Mathématiques.  (gaS). 

X^roth  [E.). —  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers. 

TTridon  (L.).  —  Note  sur  l'ascension  scientifique  en  ballon  du 
^^i  octobre. 
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N<>  25;  16  déceHkre. 

Ledieu  (^.).  —  Étude  sur  les  macliines  à  vapeur  ordinaires  et 
Compound,  les  chemises  de  vapeur  et  la  surchauffe,  d'après  la 
Thermodynamique  expérimentale.  (  96a  ) . 

Becquerel  {E,).  —  Rapport  sur  une  boussole  marine  avec  aiguille 
de  nickel,  de  M.  Wharton.  (pSS). 

Gruey,  —  Këponse  aux  observations  de  M.  Sire,  sur  un  appareil 
gyroscopique.  (pSS). 

Dater  {E.).  —  Sur  un  phénomène  nouveau  d'électricité  statique. 
(960). 

Carnot  {H.).  —  Lettre  accompagnant  l'envoi  d'une  nouvelle 
édition  des  «  Réflexions  sur  la  puissance  motrice  du  feu,  par  Sadi 
Carnot  »,  et  de  divers  manuscrits  du  même  auteur.  (970). 

Mouchez.  —  Présentation  de  dessins  astronomiques  de  M.  Trou- 
velot.  (970). 

Ferrari  (P.).  —  Sur  les  taches  et  protubérances  solaires  observées 
à  l'équatorial  du  Collège  Romain.  (971). 

André  {D.).  —  Sur  la  sommation  des  séries.  (973). 

Sommation  des  séries  dont  le  terme  général  est  de  la  forme 

(j    =   ï jf", 

où  n  est  un  entier  positif  et  u^  le  terme  (général  d'une  série  récurrente  quelconque. 

Mansion.  — Sur  l'élimination.  {975). 

Boussinesq  («/.).  —  Sur  diverses  propriétés  dont  jouit  le  mode  de 
distribution  d'une  charge  électrique  à  la  surface  d'un  conducteur 
ellipsoïdal.  (978). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  285 

Croua  (^.).  —  Sur  la  mesure  spectrom étriqué  des  hautes  tempé- 
ratures. (979). 

F^iolle  (J.), —  Chaleur  spécifique  et  chaleur  de  fusion  du  pal- 
ladium. (981). 

Joubert  (/.).  —  Influence  de  la  température  sur  le  pouvoir  rota- 
toire  magnétique.  (984)- 


N»  26^  25  décembre. 

Dupuj  de  Lônie,  —  Explosion  de  matières  fusantes.  (looS). 

Calignj  (^,  de),  —  Expériences  sur  les  mouvements  des  molé- 
cules liquides  des  ondes  courantes,  considérées  dans  leur  mode 
d* action  sur  la  marche  des  navires.  (1019). 

Le  Châtelier  {H.).  —  Procédé  pour  mesurer  avec  précision  le» 
variations  de  niveau  d'une  surface  liquide.  (ioa4)* 

Farhas  (-^.).  —  Sur  la  détermination  des  racines  imaginaires  des 
équations  algébriques .  (1027). 

Mathieu  {E.),  —  Sur  la  théorie  des  perturbations  des  comètes. 
(1029). 

Tacchini  [P ,) .  —  Résultats  des  observations  solaires  pendant  le 
troisième  trimestre  de  1878.  (io3i). 

Pictet  et  Cellerier.  —  Sur  un  nouveau  thermographe  et  sur  une 
méthode  générale  d'intégration  d'ime  fonction  numérique  quel' 
conque.  (io33). 

Becquerel  (H,).  —  Rotation  magnétique  du  plan  de  polarisation 
de  la  lumière  sous  Tinfluence  de  la  Terre.  (io35). 

Dater,  —  Sur  un  phénomène  nouveau  d'électricité  statique* 
(io36). 
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Ragona  {D.).  —  Sur  qualre  époques   singulières  de  la  marche 
auDuelie  des  éléments  météorologiques. 

N<>  27-,  30  décfHkre. 

Les  seps  {de).  —  Etudes  de  sondages  entreprises  par  M.  Rou- 
daire,  en  vue  de  l'établissement  de  la  mer  intérieure  africaine. 

(loSg). 

Callandreau  (O.).  —  Détermination,  par  les  méthodes  de 
M.  Gyldén,  du  mouvement  de  la  planète  @  Héra.  (1071). 

Appell,  —  Sur  une  interprétation  des  valeurs  imaginaires  du 
temps  en  Mécanique.  (  1 074) • 

Étant  donné  un  système  de  points  matériels  assujettis  à  des  liaisons  indépendantes 
du  temps  et  soumis  à  des  forces  qui  ne  dépendent  que  des  positions  des  différents 
points,  les  intégrales   des  équations  différentielles  du  mouTement  de  ce  système 

restent  réelles  si  l'on  y  remplace  r  par  ty-—i  et  les  projections  des  vitesses  initiales 

«'(f  yS'f  yi  P&r  —  ftk^  —i^  —  fii^  —  1  »  y^  ^  — i .  Les  expressions  ainsi  obtenues  sont 
les  équations  du  nouveau  mouvement  que  prendraient  les  mêmes  points  matériels 
si,  placés  dans  les  mêmes  conditions  initiales,  ils  étaient  sollicités  par  des  forces 
respectivement  égales  et  opposées  à  celles  qui  produisaient  le  premier  mouvement. 

Boussinesq  (/.).  —  Sur  une  loi  intuitive  d'après  laquelle  se  ré- 
partit le  poids  d'un  disque  circulaire  solide,  supporté  par  un  sol 
horizontal  élastique.  (1077). 

Jouhert  (/.).  —  Rotation  magnétique  du  plan  de  polarisation  de  la 
lumière  sous  l'influence  de  la  Terre.  {1078). 

Goulier.  —  Sur  un  moyen  de  constater,  avec  une  grande  précision, 
le  contact  entre  le  mercure  et  la  pointe  d'ivoire  de  la  cuvette  d'un 
baromètre  de  Fortin.  (1078). 

Hughes,  —  Sur  l'emploi  du  téléphone  et  du  microphone  pour  les 
recherches  scientifiques,  (1079). 

Ducretet,  —  Sur  une  nouvelle  lampe  électrique.  (1081). 
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VIERTELIAHRSSCURIFT  deb  Naturforscdendbn  Gesbllschaft  in  Zubich('). 


ai*  année;  1876. 

Fiedler  (  TV.).  —  Remarques  sur  la  symétrie  et  quelques  autres 
questions  de  Géométrie.  (5o-66). 

L'auteur  montre  que  la  théorie  de  la  symétrie  est  d'un  degré  de  généralilé  plus 
grand  que  celui  qu'on  lui  attribue  généralement  dans  les  Traités  de  Géométrie  ;  il 
montre  les  rapports  de  cette  théorie  avec  celle  de  l'involution. 

Henneberg  {^Lebrecht).  —  Note  sur  les  surfaces  minima  qui  ont 
pour  ligne  géodésique  une  parabole.  (66-70). 

Henneberg  [Lebrecht).  —  Note  sur  la  rotation  des  courbes  algé- 
briques planes.  (71-72). 

TVolf  [R.).  —  Mélanges  astronomiques;  n**  XXXIX.  (72-94). 

Observations  des  taches  solaires  failes  à  Zurich  en  1875,  et  nombres  relatifs;  re- 
marques sur  la  courte  période,  les  nombres  relatifs  et  la  variation  de  la  déclinai- 
son pendant  cette  année  ;  nombre  moyen  des  taches  solaires  observées  chaque  mois 
de  i8ig  à  1875  ;  Note  sur  une  nouvelle  méthode  pour  déterminer  l'équation  person- 
nelle. Observations  des  taches  solaires,  faites  en  1875:  à  Zurich,  par  le  professeur 
R.  Wolf  et  par  M.  Billwiller;  à  Pcckeloh,  par  le  professeur  Webcr;  à  Palerme,  par 
le  professeur  G.  de  Lisa;  à  Rome,  par  le  P.  Sccchi;  à  Athènes,  par  le  professeur 
Schmidt.  Variations  diurnes  de  la  déclinaison  observée  en  1873  :  à  Prague,  parle 
professeur  Homstein  ;  à  Milan,  par  M.  Schiaparelli;  à  Munich,  par  M.  Lamont. 

Bernold  (!*.)•  —  Observation  d'un  météore  le  17  septembre  1871. 

(94-95). 

Weilenmann.  —  Note  sur  les  tempêtes  tournantes  et  leur  dévelop- 
pement dans  les  hautes  latitudes.  (98-101). 

Fritz,  —  Note  sur  les  rapports  entre  les  aurores  polaires  et  les 
taches  solaires.  (109-1 1 1). 


(*)  Voir  BuiUcin,  2«  série,  t.  I,  p.  166. 
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Tf^olf{li.), —  Publication  de  Lettres  échangées  en  i8aa  entre  Lîl- 
trow  et  Horner.  {ii3-i28). 

TFolf  (/?.).  —  Mélanges  astronomiques  \  n?  XL.  (  1 29- 172). 

Notices  nAcrolociques  sur  H.-S.  SchwabectG.  Schweizer.  Catalogue  des  (^raTares, 
manuscrits  et  appareils  historiques  de  l'Observatoire  de  Zurich. 

Schwabe  est  né  à  Dessau  le  aS  octobre  178g  et  mort  dans  cette  même  Tille  le 
II  aTril  1875;  parmi  les  travaux  astronomiques  de  cet  astronome,  le  plus  considé- 
rable est  une  série  d'obserTations  de  taches  solaires  qui,  entreprises  en  1836,  ont  été 
poursuivies  d'une  manière  continue  jusqu'en  1868.  A  la  suite  de  son  intéressante 
Notice,  M.  R.  Wuif  a  publié  une  série  de  Lettres  adressées  à  lui  par  Schwabe  et 
dans  lesquelles  l'astronome  de  Dessau  fait  connaître  dans  un  style  familier  sa  pensée 
intime  sur  toutes  les  questions  de  Physique  solaire  qui  ont  été  agitées  depuis 
i85i. 

Schweixer  est  né  à  Wyla  (canton  de  Zurich)  le  10  février  1816  et  mort  à  Moscou 
le  6  juillet  1873  ;  il  a  successivement  étudié  l'Astronomie  à  Vienne  avec  Horner,  à 
Dresde  avec  Lindenau,  à  Berlin  avec  Encke  et  enfin  à  Pouikova  avec  Struve.  De- 
puis i833,  il  était  directeur  de  l'Observatoire  de  Moscou.  Schweizer  laisse  de  très- 
nombreuses  observations  méridiennes  et  nombre  d'observations  de  comètes. 

Fiedler  (  TF,),  —  Géométrie  et  Géoinécanique ^  Note  sur  le  carac- 
tère de  leur  enchaînement  d'après  leur  développement  actuel. 
(186-228). 

TVolf[R.),  —  Publication  de  la  correspondance  de  Horner  avec 
Littrow,  Schiferli,  Ebel,  Esclimann,  Liudenau,  de  1823  à  1829. 
(240-256). 

TFolf  [R.),  —  Mélanges  astronomiques  ^  n*^  XU.  (257-284)- 

Nouvelles  recherches  sur  l'influence  de  la  position  de  l'oculaire  et  du  miroir 
dans  les  observations  de  passage  ;  mesure  de  l'équatidn  personnelle.  Anciennes  séries 
d'observations  pour  la  mesure  de  la  hauteur  du  pôle  à  Zurich.  Suite  du  Catalogue 
des  instruments  et  appareils  de  l'Observatoire  de  Zurich. 

TFolf  [II.], —  Notes  sur  Tliistoire  de  rinvcnlîon  des  lunettes. 
(290-292). 

Le  savant  professeur  de  Zurich  mentionne  que,  dans  une  dissertation  datée  de  1816 
et  avant  pour  titre  «  De  tubi  opiici  inventore  >,  Scheiner attribue  l'invention  delà 
lunette  à  L.-B.  Porta. 

TFolf  [R.  ).  —  Publication  de  la  correspondance  de  Honicr  avec 
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Eschmann,  Lindenau,  Littrow,  Finsler,  Ertel,  Schwickert  de- 
puis 1829  jusqu'en  i834-  (3i4-336). 

^VolJ  (/?.).  —  Mélanges  astronomiques^  n*^  XLII.  (337-368). 

Observations  des  taches  solaires  faîtes  à  Zurich  en  1 876,  calcul  des  nombres  re- 
latifs et  des  Tariations  pour  cette  même  période.  Nombre  relatif  des  taches  so- 
laires, de  1749  à  1876.  Époques  des  minima  et  des  mazima  des  taches  solaires, 
depuis  i6io  jusqu'en  1870.  Courbe  moyenne  de  la  variation  des  taches  solaires  et 
comparaison  de  cette  courbe  avec  la  marche  observée  du  phénomène.  Présomption 
d'une  longue  période  dans  le  phénomène  des  taches.  Observations  des  taches  so- 
laires faites  en  1876  :  à  Zurich,  par  le  professeur  Wolf  et  par  le  professeur  Billwiller; 
àPeckeloh,  par  le  professeur  Weber ;  à  Athènes,  par  M.  J.  Schmidt;  à  Moncalieri, 
parle  P.  Densa.  Observations  des  variations  diurnes  de  la  déclinaison  faites  en  1876: 
à  Christiania,  par  M.  Fearniey;  à  Prague,  par  le  D*"  Hornstein;  à  Milan,  par  M.  Schia- 
parelli. 

D'après  l'ensemble  des  observations  de  taches  solaires,  M.  Wolf  a  déterminé  et 
résumé  dans  le  Tableau  suivant  les  époques  des  maxima  et  minima  depuis  i6io  : 


âRCIBHNI  tiRII. 


KOOTBLLI  tiBIC. 


Htaims. 

1610,8 
1619,0 
1634,0 
1645,0 
iG55,o 
i666yO 
1679,5 
1689,5 
1698,0 
1711,0 
1733,5 
1734,0 

Movenne. 


8,3 
i5,o 
11,0 
10,0 
11,0 
i3,5 
10,0 

8,5 
14,0 
11,5 
10,5 


Maiima 

i6i5,5 
ifi?6,o 
1639, 5 
1649,0 
1660,0 
1675,0 
i685,o 
1693,0 
1705,5 
1718,2 
i7>7,j 

1738.7 


I«V 

,3 

i3 

,5 

9i 

,5 

1  I: 

»o 

l5; 

»o 

10, 

rO 

8 

,0 

13, 

»5 

1^1 

.7 

9: 

.3 

ll< 

,2 

MiDlma 

1743,0 
1755,2 
1766,5 
1775,5 

'78'»  »7 
1798,3 

1810,6 

1823,5 

i833,9 

1843,5 

i856,o 

1867,2 


10,2 
11,3 

9»o 

9»2 
i3,6 

12,3 

12,7 

10,6 

9i6 

12,5 

11,2 


Nailma. 
1700,3 
1761,5 

»769.7 

078,4 
1788,1 

1804,3 

1816,4 

1829,9 

1837,2 

1848,1 

1860,1 

1870,6 


11,2 
8,3 

8.7 

9.7 
16,1 

ia,2 

i3,5 

7.3 

10,9 

12,0 

10,5 


11,20 


11,20 


11,11 


«0,94 


En  moyenne,  la  période  est  donc  de  ii*"*,ii. 

Outre  cette  courte  période  de  1 1  ans,  les  taches  solaires  auraient  encore,  suivant 
M.  R.  Wolf,  une  période  plus  longue  d'environ  177  ans  et  comprenant  6  périodes 
de  II  ans,  ou  i5  révolutions  de  Jupiter,  ou  6  révolutions  de  Saturne,  ou 
enfin  389  révolutions  de  Vénus.  On  a,  en  effet, 

11,1111  X  16=  177,7777. 

ii,8r>i6x    15—177,9240, 

29,4566 X     6  =  176,7396, 

0,fii52X389  =  177,7928. 

Fiedler  (  W,),  —  Les  transformations  bîratîonnclles  en  Géomëtrî» 
plane.  (369-383). 


i 


SECONDE  METIE. 
ff^olj    (/(.)■ —   NoU'  sur  la  correspondance  de  Jean   Rcrnoulli. 
384-3S6). 

M.  II.  Oyldén  B  retroarA  d<nf  1m  iKhivMderAoïdnmis  ila  Stœkholai  Sii)t«nm 
dn  Hernoulll  M  1017  LBttrn  ■  Itit  aJrcHi^i  psr  In  prliicipnux  ««<r)nUd«  IVpnqn". 
r'«i-ml  1m  Leure»  do  HarnoulU.  K8  «inl  iilrcsirn  é  Varignon,  li  au  mmrquii  de 
l'HospiUl.  »  k  Eulnr,  rte.  fnnni  1«  Ultrc*  ndrct»»  ■  Ucrnoulli.  i6î  tnnt  ii 
Varignon,  Gi  <lc  L'KiHptUl,  1;  d'Eulpr,  etc.  Il  fiiiit  «porrr  qu'un«  partie  df  olW 
oorrupoiiilanco  ponm  ëUu  pnbliéo  par  la  «nlns  de  l'Académie  de  Sto^holm. 

fVol/{/i.). —  Publiratiott  de  la  eorrcs|>ondancc  de  Ilorncr  svoc 
Fe.T,  BaadiT,  Brtiilinger,  H.-W.  Ilrnndes,  Olbers,  Cramtr. 
Blumcnbacli,  Krusen^tcni,  RL-nzcnbcrg,  du  (796  à  1810.  (388- 
4i6). 

a'j'  année;  1877. 

/ir«//  (7Î.).  —  Mélanges  aslronuiiiiiiues ;  n"  XLUI.  fi-36). 

Niiiiieaii  calcul  dp<  formulei  de  la  rariatlOD  nia|[nâli(iue  diurne  pour  Hiluii 
Munich,  Pra^c,  Rcrlin  et  ChriatinDio  :  réiumé  de  loutei  lei  rormules  déjà  obtenSH. 
Ëludci  sur  la  marclie  aanuelle  do  la  variation  diurne  dana  Ixa  ■IbIîodb  de  llinw- 
■phAre  Diird  et  daei  Isa  stations  d«  l'hâiuiaphèra  «ud.  comme  TreTandruni.  RaUiHi 
M  KabnrttoWD  :  Influence  de  la  fréquence  dei)laches  lolutrea.  Obaentailoos  <ln  Ucbet 
Mliirea  failra  à  Palfrine  en   iS;(i. 

Gràbli  'JV.\.  —  RechLTcbes  sur  le  mouvcmcut  de  filets  rect  il  ignés 
parallèles.  (U^-Si  «l  iaq-i6j). 

Fiedlpr  (  '/"•".).  —  \oics  sur  la  réforme  de  renseignement  de  la 
(jùométrie.  (82-97). 

TVijlf[R.).  —  Publication  de  la  correspondance  de  Horner  avec 
Kruscnstern,  Nie.  Fiiss,  [ienzeiiberg,  Bobnenbcrger,  de  1810  à 
i8ii.(ii6-ia8). 

Bech  (-■/.).  —  Mémoire  sur  l'état  pbysique  et  les  mouvemcnls  Je 
la  Lune.  (ifîy-t^S). 

(iyld<-.n  {[[.).  —  Note  sur  la  correspond  an  ce  de  Bernoulli  décou- 
verte à  .Stoekiiolm.  (199). 
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TVolf[H,),  —  Publication  de  la  correspondance  de  Homcr  avec 
Kruseustern  et  Brandes  de  181 1  à  i8i4*  {^oq-ii^). 

Tf^olf[R.),  — Mélanges  astronomiques ^  n**  XLIV.  (225-272). 
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